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A Ina, Rachel ed Aaron

PREFAZIONE ALLA
PRIMA EDIZIONE

Agli studenti
Benvenutil

State per intraprendere lo studio di un argomento affascinante ed importan-
te: la teoria della computazione. Esso comprende le proprieta matematiche
fondamentali dell’hardware, del software e alcune loro applicazioni. Con lo
studio di questo argomento, cerchiamo di determinare cit che pud e non
pud essere calcolato, in quanto tempo, con quanta memoria, e su quale tipo
di modelle computazionale. Questa materia ha evidenti connessioni con
la pratica ingegneristica e, come in molte scienze, ha anche alcuni aspetti
puramente filosofici.

So che molti di voi desiderano studiare questa materia, ma alcuni possono
non essere gui per propria scelta. Forse volete conseguire una laurea in
informatica o ingegneria, ed un corso di teoria & richiesto — Dio solo sa
perché. Dopo tutto, non & vero che la teoria & arcana, noiosa, e peggio di
tutto, irrilevante?

Per rendervi conto che la teoria non & né arcana né noiosa, ma invece del
tutto comprensibile ed anche interessante, continuate a leggere. L’infor-
matica teorica presenta motte idee affascinanti, ma ha anche molti piccoli
dettagli che a volte la rendono faticosa. Imparare qualsiasi nuovo argomen-
to & un lavoro duro, ma diventa pit facile e pilt divertente se 'argomento
viene correttamente presentato. Il mio obiettivo primario nello scrivere que-
sto libro & quello di esporre gli aspetti veramente interessanti della teoria
dei calcolatori, senza impantanarsi nella fatica dei dettagli. Naturalmente,
FPunico modo per determinare se la teoria vi interessa & guello di provare a
impararla.

La teoria & rilevante per la pratica. Fornisce strumenti concettuali che i
professionisti utilizzano in Ingegneria Informatica. Lavorerete al progetto di
un nuovo linguaggio di programmaszione per un’applicazione specializzata?
Quello che avrete imparato in questo corso sulle grammatiche vi ritornerd
utile. Avrete un problema di ricerca su stringhe o di pattern matching?
Ricorderete gli aqutomi finiti e le espressioni regolari. Sarete di fronte ad
un problema che sembra richiedere pit tempo di calcolo di quanto vi potete
permettere? Ripenserete a quello che avete imparato su NP-completezza.
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Varie aree applicative, come i moderni protocolli erittografici, fanno affida-
mento sui prineipi teorici che imparerete qui. La teoria & anche importante
per voi, perché vi mostra un lato nuovo, piti semplice, e pit elegante dei
caleolatori, che normalmente consideriamo macchine complicate. I migliori
progetti e le migliori applicazioni informatiche sono concepiti con l'elegan-
za in mente. Un corse teorico pud aumentare il vostro senso estetico e
vi aiuta a costruire sistemi pit belli. Infine, la teoria & un hene per voi,
perché il sue studio espande la vostra mente. La tecnologia informatica
cambia rapidamente. Una preparazione tecnica specifica, oggi utile, puo
diventare obsoleta in pochi anni. Pensiamo invece alla capacita di pensare,
di esprimersi in modo chiaro e preciso per la risoluzione dei problemi e di
esgere capaci di sapere quando un problema non & stato risolto. Queste
abilith hanno un valore durevele. Studiare la teoria vi forma in questo
ambito.

Considerazioni pratiche a parte, guasi tutti colore che laverano con i
computer sono curiosi circa queste creazioni sorprendenti, le loro capacita,
ed i loro limiti. Negli ultiini 30 anni, un nuovo ramo della matematica & nato
e cresciuto per rispondere ad alcune domande fondamentali. Una domanda
importante che rimane irrisolta &: se vi do un numeroe grande - per esempio,
con 500 cifre - potete trovare i suoi fattori {i numeri che lo dividono) in
un lasso di tempo ragionevole? Anche usando un supercomputer, nessuno
attualmente sa come farlo in ogni caso entro i ciclo di vita dell’wniverso!
1l problema della fattorizzazione & collegato ad alcuni codici segreti nella
moderna crittografia. Trovate un metodo veloce per fattorizzare, e la fama
sard vostral

Ai docenti

Questo libro & inteso per una laurea in inforimatica o corse testo a livello
introduttivo per dottorandi. Esso contiene un trattamento matematico
dell’argomento, progettato intorno a teoremi e dimosirazioni. Ho fatto
qualche sforzo per accogliere studenti con poca esperienza pregressa nelle
dimostrazioni di teoremi, gli student! pit esperti saranno [acilitati.

1l mio obiettivo primario nel presentare il materiale & stato quello di
renderlo chiaro ed interessante. In tal modo, ho sottolineato 'intuizio-
ne ed il “quadre generale” dell’argomento rispetto ad alcuni dettagli di
fivello inferiore.

Ad esempio, anche se presento il metodo della dimostrazione per in-
duzione nel Capitolo 0 insieme ad altri prelimipari malematici, esso nen
giocs un ruolo importante nel seguito. In generale, non presento le solite
prove per induzione della correttezza delle varie costruzioni relative ad an-
tomi. Se presentate in modo chiaro, queste costruzioni convincono € non
hanno bisogno di nlteriori argomentazioni. Un’induzione pud confondere
piuttoste che illwminare perché Vinduzione stessa & una tecnica piuttosto
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sofisticata che molti trovano misteriosa. Elaborare I'ovvio con un'induzione
rischia di ingegnare agli studenti che una dimostrazione matematica & una
manipclazione formale, invece di insegnare loro ¢id che & e ¢id che non &
un’argomentazione convincente.

Un secondo esempio s ha nelle Parti Seconda e Terza, dove descri-
vo gli algoritmi in prosa invece che in pseudocodice. Non dedico molte
tempo alla programmazione di macchine di Turing (o di qualsiasi altro
modello formale). Gli studenti oggi vengono con una preparazione in pro-
grammazione ¢ trovano la tesi di Church-Turing auto esplicativa. Quindi
non presento simulazioni lunghe di un modello con un altro per stabilirne
Pequivalenza.

Al di 1a del fornire Vintuizione in pit e sopprimere aleuni dettagli, do
quello che potrebbe essere chiamata una presentazione classica del mate-
riale. La maggior parte del tecrici troveranno la scelta del materiale, la
terminclogia, e ordine di presentazione coerente con quella di altri libel dt
testo molto usati. Solo in aleuni punti, quando ho trovato la terminologia
standard particolarmente oscura o confusa, ho introdotto una terminologia
originale. Per esempio, presento i termine riducibilitd mediente funzioni
invece di riducibilita molti-uno.

La pratica attraverso la risoluzione dei problemi & essenziale per imparare
qualsiast argomento matematico. In questo lbro, I problemi sono organiz-
zati in due categorie principall chiamate Esercizi ¢ Problemi. Gl esercizi
ricapitolano definizioni e concetti. T problemi richiedone gualche abilita in
pifi. 1 problemi contrassegnati con Pasterisco sono pin difficiii. Ho provato
a {are di esercizi e problemi delle sfide interessanti.

La prima edizione

Introduzione olla teoria della compulazione ¢ apparso per la prima volta
come un’edizione preliminare in formato economico. La prima edizione
differisce dalPedizione preliminare in vari aspetti sostanziali. I tre capitoli
finali sono nuovi: il Capitolo 8 sulia complessita di spazio; il Capitolo 9
sull'intrattabilitd. dimostrabile; ed il Capitolo 10 su argomenti avanzati di
teoria delta complessita. Il Capitolo 6 & stato ampliato per includere diversi
argomenti avanzati della teoria della computabilita. Altri capitoli sono stati
rnighorati attraverso Pinserimento di ulteriori esempi ed esercizi.

I commenti degli istruttori e degli studenti che hanno utilizzato Pedizione
preliminare sono stati utili per la rifinitura det Capitoli 0-7. Naturalmente,
i errori riportati sono stati corretti in questa edizione.

1 Capitoli 6 ¢ 10 danno una visione generale di aleuni argomenti pilt
avanzatl nelle teorie della computabilita e della complessita. Essi non sono
intesi come un’unitd coesa nel modo in cul 1o sono i restanti capitoli. Que-
sti capitoli sono inclusi per consentire alllistruttore di selezicnare argomenti
opzionali che possono essere di Interesse per lo studente motivato. GN ar-

o
o
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gomenti stessi spaziano ampiamente. Alcuni, come la riducibilita di Turing
e I'aliernanza, sono estensioni dirette di altri concetti nel iibro. Altri, come
le teorie logiche decidibili e la crittografia, sono brevi introduzioni a campi
vasti.

Commenti per I'autore

Internet fornisce nuove possibilitd di interagione tra autori e lettori. Ho
ricevute molte e-mail che offrono suggerimenti, lodi, e critiche, e che se-
gralano errori neli’edizione preliminare. Per favore continuate a scrivere!
Cerco di rispondere ad ogni messaggio personalmente, appena il tempo
lo permette. L'indirizzo e-mail per la corrispondenza relativa a guesto li-
bro &

sipserbock@uath.mit.edu .
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{0 almeno la dipendenza da) antomi finiti. Non ho inchiso ii Teorema di Ri-
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La terza edizione contiene una nucva sezione sui linguaggl context-free de-
terministici. Ho scelto questo argomento per diversi motivi. Prima di tutto,
si riempie una lacuna evidente nella mia precedente trattazione della teoria
degli antomi e dei Hnguaggl. Le edizioni precedenti introducevano automi a
stati finiti e macchine di Turing nelle varianti deterministiche e non deter-
ministiche, ma coprivano solo la variante non deterministica degli automi
a pila. L'aggiunta di una discussione sugh automi a pila deterministici,
fornisce un pezzo mancante del puzzle.

In secondo luogo, Ia teoria delie grammatiche context-free deterministi-
che & Ia base per le grammatiche LR(k), un’applicazione importante € non
banale della teoria degli automi nei linguaggi di programmazione e nel-
la progettazione di compilatori. Quest’applicazione mette insieme diversi
concefti chiave, tra eui Veguivalenza di automi a stati fniti deterministici
e non deterministici, e le conversioni tra grammatiche contexi-free ed au-
tom a pila, per produrre un metodo bello ed efficiente per il parsing. Qui
abbiamo un’interazione concreta tra teoria e pratica.

Infine, questo argomento non sembra trattato abbastanza nei libri di teo-
ria esistenti, considerata la sua importanza come applicazione della teoria
degli antomi. Ho studiate le grammeatiche LR{k) anni fa, ma senza capire
completamente come lavorano, e senza vedere come si inseriscono bene nella
teoria dei linguaggi context-free deterministici. 1l mio obiettivo nelio seri-
vere questo capitolo € quello di dare un’introduzione intuitiva ma rigorosa
a quest’area rivolta sia a teorici che applicativi, e consribuire in tal modo
ad un suo pit ampio apprezzamento. Una nota di cautela, perd: parte del
materiale in questa sezione & piutiosto impegnativo, quindl un docente di
un primo corso di base di teoria puo preferire utilizzario solo come materiale
supplementare. 1 capitoli successivi non dipendono da questo materiale,

Molte persone hanno contribuito direttamente o indirettamente allo svi-
fnppo di questa edizione. Sono in debito al revisori Christos Kapoutsis e
Cem Say che hanno letto una bozza della nuova sezione ¢ hanno fornito
commenti preziosi. IMverse persone alla Cengage Learning hanno forni-
to assistenza durante la produzione, in particolare Alyssa Pratt ¢ Jennifer
Feltri-George. Suzanne Huizenga ha revisionato il testo e Laura Segel di
ByteGraphics ha creato le nuove figure e modificato alcune delle figure
pilt vecchie.
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1 iibre di Michael Sipser abbraccia argomenti fondazionali neil’ambite della
teoria della computabilith e della complessita, partendo dalla teoria degh
automi e dei linguaggi formali per giungere a trattare argomenti avanzati in
importanti ambiti pratici, quali la erittografia. Alcuni di questi argomenti
soTo presenti in tutti i corsi di Computer Science italiani ed esteri. 11 libro
& stato pubblicato per la prima volta nel 1997; le successive edizioni hanno
dimostrato la sua freschezza, attualita e importanza.

Introduction to the Theory of Computation & un testo adottato in nu-
merosi corsi dj laurea a vari livelli sia di Informatica che di Matematica e
di Ingegneria. In HKalia & utilizzato per l'insegnamento della Teoria della
Computazione sia in corsi di laurea triennali che magistrall, Il motivo del-
la scelta di tale testo, tra i tanti che affrontano questi argomenti, risiede
probabilmente, e sicuramente per quanto ci riguarda, nel fatto che autore,
consapevole delle difficolta degli studenti nell’apprendimento della materia,
fa precedere alla trattazione rigorosa degli argomenti una loro presentazione
intuitiva ed iltustrata da esempi illuminanti. La parte piti formale & scrit-
ta con uno stile sintetico, escludendo volutamente i dettagli squisitamente
tecnici. Le dimostrazioni sono tratieggiate negli aspetii pitr significativi,
tralasciando le conclusioni a cui lo studente pud giungere autonomamente
o lasciandogli il compito di intuire il ragionamento formale che consente di
giungere ad alcune affermazioni. II testo & ricco di esercizi di vari livelli di
difficolta, alcuni det quali anche con soluzione, che permettono agli studenti
di confrontarsi con la materia ¢ verificare il proprio grado di apprendimen-
to. La trattazione degli argomenti, che in gran parte si trovano a cavallo
tra la Matematica e I'Informatica, & chiaramente rivolta agli studenti di
Informatica, con il continuo riferimento a esempi di interesse informatico,
in cul 1 concetti presentati trovano applicazione.

Ci siamo impegnati nelia traduzione italiana ritenendo che essa faciliti
uitertormente {'apprendimento degli argomenti trattati. Alcuni termini so-
no stati volutamente non tradotti poiché il termine anglosassone & ormal
di uso comune in ambito informatico.

Clelia De Felice
Luisa Gargano
Paclo D’Arco




IiINTRODUZIONE

Iniziamo con una pancramica di quelle aree della teoria della computazio-
ne che presenteremo in questo corso. Nel geguito, avrete la possibilita di
imparare e/o rivedere alcuni concetil matematici che vi saranno necessari
nel prosieguo.

0.1
AUTOMI, COMPUTABILITA E COMPLESSITA

Questo Hbro si concentra su tre aree tradizionalmente centrali alla teoria
della computazione: automi, computabilith e complessitd. Tutie gueste
aree sono collegate dalla seguente domanda:

Quali sono le capactta e le imitazioni intrinseche dei calcolatori?

Questa domanda risale al 1930, quando gli studiosi di logica matemati-
ca iniziarono ad esplorare il significato della computazione. | successivi
progressi tecnologici hanno aumentato notevolmente la nostra capacita di
calcolare e hanno portato tale domanda da un ambito puramente teorico a
quelio delle applicazioni pratiche.

In ciascuna delle tre aree — automi, computahilith e complessitd - la
questione @ stata interpretata in modo differente e le risposte variano in
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base = tale interpretazione. Dopo guesto capitolo introduttivo, esploreremo
ognuna delle tre aree suddette in una parte ad essa dedicata di questo
libro. In questo capitolo, introduciamo tali parti in ordine inverso, perché
partendo dalla fine si possono capire meglio le ragioni delf’inizio.

Teoria della complessita

I problemi di computazione sono di vari tipi; alcuni sono facili, altri sono
difficili. Ad esempio, il problema dell’ordinamento rientra tra quelli facili.
Supponiamo che sia necessario disporre di un elenco di numeri in ordine
crescenie. Anche un piccolo computer & in grado di ordinare un milio-
ne di numeri piuttosto rapidamente. Confrontiamo guesto problema con
un problema di schedulazione. Supponiamo che sia necessario trovare un
calendario delle lezioni per lintera universitd che soddisfi aleuni vineoli,
come ad esempio che non esistano due classi differenti allocate contempo-
raneamente nella stessa anla. 11 problema di schedulazione sembra essere
molto piti difficile del problema di ordinamento. Se si hanno solo mille
clagsi, trovare I'allocazione migliore pud richiedere secoli, persino con un
supercomputer.

Cosa rende aleuni problemi computazionalmente difficili ed altri facili?

Questa & la questione principale delia teoria della complessita. Sorpren-
dentemente, non conosciamo risposta a tale quesito, anche se & stato in-
tensamente studiato per oltre 40 anmi. In seguito, esploreremo questa
affascinante domanda insieme ad alcune delle sue variazioni. In uno dei
pitt importanti risultati della teoria della complessita finora ottenuti, i ri-
cercatori hanno scoperto un elegante sistema per classificare i problemi in
base alla difficolta computazionale relativa. E una classificazione analoga a
quella utilizzata per classificave gli elementi nella tavola periodica in base
alle loro proprietd chimiche.

Utilizzando tale schema, possiamo dare un metodo che fornisce una prova
a sostegno che alcuni problemi sono computazionalmente difficili, anche se
siamo incapaci di dimostrario.

Vi sono varie opzioni quando si affronta un problema che appare com-
putazionalmente difficile. In primo luogo, attraverso la comprensione della
natura della difficoltd, pud essere possibile modificare il problema in modo
da renderlo pit facilmente risolvibile. In secondo luogo, pud essere possi-
bile accontentarsi di una soluzione non esatta del problema. In taluni casi
trovare soluzion: che sono solo approssimativamente esatte risulta relati-
vamente facile. In terzo luogo, alcuni problemi sono difficili solo nel caso
peggiore, ma facili nella maggior parte dei casi. A seconda dell’applicazio-
ne, si pud essere soddisfatti con una procedura che risulta lenta in qualche
caso, ma & di norma veloce. Infine, si possono prendere in considerazione
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tipi alternativi di calcolo, come ad esempio il caleolo randomizzato, che puo
velocizzare alcuni compiti. ’

Un’area applicativa che & stata direttamente influenzata dalla teoria delia
complessita & I'antico campo della crittografia. Nella maggior parie dei casi,
un problema. computazionalmente facile & preferibile ad une difficile perché
quetli facili sono pili economici da risolvere. La crittografia & particolare
perché necessita di problemi computazionali che siano difficili da risolvere,
piuttosto che semplici. I codici segreti devono essere difficili da violare
senza chiave segreta o password. La teoria della complessitd ha indirizzato
i crittografi verso i problemi computazionalmente difficili, utilizzande i quali
essi hanno progettato nuove codifiche rivoluzionarie.

Teoria della computabilita

Durante la prima metd del ventesimo secolo, alcuni matematici tra cui
Kurt Gédel, Alan Turing ed Alonzo Church scoprirono Pesistenza di pro-
hlemi che non possono essere risoltl con i computer. Un esempio di questo
fenomeno & il problema di stabilire se un enunciato matematico sia vero o
falso. Questo compito & il pane guotidiano dei matematici. Sembra che
esso si presti naturaimente ad una soluzione mediante computer, perché st
trova decisamente all’interno della matematica. Tuttavia non esiste alcun
algoritmo in grado di eseguire tale compito.

Una delle conseguenze di questo profondo risultato fu lo sviluppo di idee
in materia di modeili teorici di caleolatore che alla fine avrebbero favorito
la costruzione degli attuali computer. Le teorie della computabilita e dei-
la complessita sono strettamente correlate. Nella teoria della complessita,
Pobiettivo & quello di classificare i problemi come facili o difficili, mentre
nella teoria della computabilitd la classificazione dei problemi & tra quelli
che sono risolvibili e quelli che invece non lo sono. La teoria della com-
putability introduce molti del concetti utilizzati nella teoria delia comples-
sita.

Teoria degli automi

La teoria degli automi si occupa delte definizioni e delle proprieta dei model-
1i di calcolo matematici. Questi modelli hanno un ruolo all’interno di varie
aree applicative dell'informatica. Un modello, chiamato automa finito, &
utilizzato nell’ambito del trattamento automatico dei testi, dei compilatori
e della progettazione hardware. Un altro modello, chiamato grammati-
ea contexi-free, & utilizzato nell’ambito dei linguaggi di programmazione ¢
dell” intelligenza artificiale. La teoria degli automi & un eccellente punto di
inizio per lo studio della teoria della computazione. Le teorie della compu-
tabilita e della complessita richiedono una precisa definizione di computer.
La teoria degli automi permette di esercitarsi con le definizioni formali di
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calcolo in quanio introduce concetti rilevanti in altre branche non teoriche
dell’informatica.

0.2
TERMINCLOGIA E NOTAZIONE MATEMATICA

Come per ogni argomento matematico, cominciamo introducendo gli og-
getti matematici di hase, gli strumenti e la notazione che ci aspettiamo di
utilizgare nel seguito.

insiemi

Un insieme & un gruppo di oggetti rappresentati in maniera unitaria. Gli
insiemi possono contenere qualsiagi tipo di oggesto, inclusi numeri, simboli,
¢ perfino aitri insiemi. Gl oggetti in upn insieme sono chiamati i suoi ele~
menti oGl insiemi possono essere descritti formalmente in vari modi. Un
modo consiste nell’elencare gli elementi dell'insieme all’interno di parentesi
graffe. Quindi Pinsieme

5= {7,21,57}

contiene gli elementi 7, 21 e 37. T simboli € e ¢ denotano 'appartenenza e la
non appartenenza ad un insieme. Scriviamo 7 € {7,21,57} e 8 & {7, 21,57}
Dati due insiemi A e B, diciamo che A & un sottoinsierme di B, ¢ scriviamo
A C B, se ogni elemento di A & anche un elemento di B. Diclamo che A &
un sottoinsieme proprio di B, escriviamo A ¢ B, se 4 & un sottoinsieme
di B e non & uguale a B.

L'ordine degli elementi nel descrivere un insjeme non & importante, cosi
come la ripetizione dei suol elementi. Otteniamo lo stesso insieme S se
scriviamo {57,7,7,7,21}. Se voghamo tener conto del numero di occorrenze
degli elementi, allora chiamiamo il gruppo multinsierne invece di insieme.
Cosi {7} e {7, 7} sono differenti come multinsiersi ma identici come ingiemi.
Un insieme infinito contiene infiniti elementi. Non possiamo scrivere una
lista di tutsi gli elementi di un insieme infinito, pertante a volte usiamo la
notagione ... per indicare che “la sequenza continua all’infinito”. Cosi
scriviamo Uinsieme dei numeri naturali A come

{1,2,3,...}.
Scriviame l'insieme degli interi Z come

{ ..,-2,-1.0,1,2,...}.

|
)
%
|
L
i
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“

L'insieme contenente zero elementi & chiamato instermne vuoto e viene
indicato con . Un insieme contenente un utdico elemento & a volte chiamata
insieme singleton ed un insieme contenente due elementi & chiamato anche
coppia non ordinata. Quando vogliamo descrivere un insieme contenente
elerenti in base ad una qualche regola, scriviamo {n] regola per n}. Per
esempio {n}n = m? per qualche m € N7 indica Vipsieme dei quadrati
perfetti.

Dati due insiemi A and B, Nundone di 4 e B, scritta 4 U B, & Uinsie-
me ottenuto combinando tutil gli elementi di A e B in un unico insieme.
L'intersezione di A e B, scritta A N B, & Vinsieme dj tutti gli elementi
che sono sia in A che in B.

1l complemento di A, scritto 4, & Vinsieme di tutt; gli elernenti in esame
che non sono in A, Come spesso accade in matematica, un’immagine aiuta
a chiarire megho un concetto. Per gli instemi, usiamo un tipe di immagine
chiamato diagramma di Venn. Esso rappresenta gli insiemi come regioni
delimitate da linee circolari. Sia Uinsieme sTART-t insieme di tutte le
parole inglesi che iniziano con la lettera *“t”. Ad esempio, nella figura
il cerchic rappresenta Pinsieme START-1. Vari clementi di questo insieme
sono simbolicamente rappresentati da punti alf’interno del cerchio.

START-L
terrific
tundra
theory

FIGURA 0.1
Dizgramma di Venn per I'insieme delle parcle inglesi che iniziano con la lettera "

Allo stesso modo, rappresentiamo 'insicme EnND-z delle parole inglesi che
terminano con la fettera “z” nella figura seguente.

END-%
quartz

jazz.
TAZZINAtAZEZ

FIGURA 0.2
Diagramma di Venn per I'insieme di parole inglesi che terminano con ia lettera 2"

Per rappresentare entrambi gli insiemi con uno stesso disgramma di Venn
dobbiamo disegnarli in modo che si sovrappongano, indicando in tal modo
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che essi condividono aleuni elementi, come Blustrato nella figura seguente.
Per esempio, la parola topaz appartiene ad entrambi gli insiemi. La figura
contiene anche un cerchio per I'insieme START-j. Esso non si sovrappone al
cerchio per le START-t, perché nessuna parola appartiene ad entrambi gli
insierni.

START-t ~ END-Z  START-}

B!

topaz jazz

FIGURA 0.3 )
Cerchi sovrapposti indicano I'esistenza di elementi comunt

T due diagrammi di Venn seguenti raffigurano 'unione e intersezione degli
insiemi A e B.

() M

FIGURA 04
Diagrammi per {a) AUB e(b) ANB

Sequenze ¢ tuple

Una sequenza & una lista di oggetti in un qualche ordine. Di solito si
indica una sequenza scrivendo la lista tra parentesi tonde. Ad esempio, la
sequenza 7, 21, b7 & scritta come

(7,21,57).

In un insieme Pordine non & importante, ma lo & in una sequenza. Quindi
(7,21,57) & una sequenza diversa da (57,7,21). Analogamente, le ripeti-
zioni hanno importanza in una sequenza, ma non in un insieme. Quin-
di (7,7,21,57) & diversa da entrambe le altre sequenze, mentre 'insieme
{7,21,57} & identico all'insieme {7,7,21, 571
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Come per gli insiemi, le sequenze possono essere finite o infinite. Una
sequenze finita & spesso chiamata tuple. Una sequenza con k elementi
& una k-fupla. Quindi {7,21,57) & una 3-tupla. Una 2-tupla & anche
chiamata coppia ordinala.

Insiemi e sequenze possono apparire come elementi di altri insiemi e
sequenze. Per esempic, l'insieme potenza di A & 'insieme di futti i
sottoinsiemi di A. Se A & l'insieme {0, 1}, 'insieme potenza di A & P'insieme
{0, {0}, {1}, {0,1} }. L’insieme di tutte le coppie ordinate i cui elementi
sono zeri ed uno & { (0,0), (0,1}, (1,0}, (1,13 }.

Se A e B sono due insiemi, il prodotto cartesiano o prodotio vetto-
riale di A e B, denctato con A x B, & I'insieme di tutte le coppie in cui il
primo elemento & un elemento di A ed il secondo & un elemento di B.

ESEMPIO 0.5 e, eertreraneserasaanihe samssarmssimeeiehbhAAL AL IR LA RER R sen s pnreen
Se A=1{1,2} e B={z,y, 1},

A " B = {(1’:5)' (13y)‘ (1’z)’ (21'1:}5 (Zﬂy)3 (272) }

Possiamo anche effettuare il prodotto Cartesiano di % insiemi, A4, A4, ...,
Ay, scritto come Ay x Ay % -+ x Ay, Esso & Vinsieme costituito da tutte le
k-tuple (ay,an,...,q;) dove a; € A;.

ESEMPIO (L ererermeeersssssssoesrsssreres s ssssss et B 81 81T

Se A e B sono gli insiemi dell’Esempio 0.5,

AxBxA={(1,z.1}, (1,2,2), (1,3,1), (1,12, (1,21}, (1,22),
(2,2,1), (2,2,2), (2,9, 1), (2,42}, (2,2,1), (2,2,2) }.

Se abbiamo il prodotto cartesiano di un insieme con se stesso, usiamo la

notazione i

D e —
AxAx o x A= A¥.

ESEMPIO 0.7

Linsieme N? equivale a A x N, St compone di tutte le coppie di numeri
naturali. Possiamo anche scriverlo come {{4, )] 4,7 = 1}.

Funzicni e relazioni

Le funzioni sono fondamentali in matematica. Una funzione & un oggetto
che stabilisce unsa relazione input-output. {Una funzione prende un input
e produce un output. In ogni funzione, uno stesso input produce sempre
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lo stesso output. Se f & una funzione il cul valore di output e b guando i
valore di input & a, scriviamo

fla)=b.

Tna funzione & anche chiamata mappa e. se f(a) = b, diciamo che f mappa
a b

Ad esempio, la funzione valore assoluto abs prende un numero z in input
o restituisce z se @ & positivo e —x se x & negativo. Quindi adbs(2} =
abs(—2) = 2. L’addizione & un altro esempio di una funzione, scritta add.
L’mput della funzione odd & una coppia di numeri e Noutput & la somma
di tali numeri.

{insieme del possibili input per la funzione & detto dominio. L'out-
put di una funzione forma un insiene chiamato codominio o range. La

5

nolazione per indicare che f & una funzione con dominio [J e range R &

§: D—R. !

i

Nel caso della funzione abs, se Javoriamo con numeri interi allora dominio e
codominio sono in £, quindi scriviamo abs: Z - Z. Nel caso della funzione
di addizione per gli interi, il dominio & insieme delle coppie di interi Z * Z
ed il range & 2, quindi scriviamo add: £ x Z-—— Z. 5i noti che una funz?onc
pud non utilizzare tutti g elementi del codominio specificato. La funzione
abs non prende mai il valore —1 anche se —1 € Z. Una funzione che fa uso
di tutti gli elementi del codominio si dice suriettiva.

Vi sono vari modi per descrivere una funzione, Una possibilita consiste
nel fornire una procedura per calcolare un output da uno specifico input.
Un altro modo & mediante una tabelia che elenca tutti i possibili input e
per ognuno fornisce Poutput corrispondente.

ESEMP'O 0-8 .........................
Consideriamo la funzione f: {0,1,2,3,4}-—1{0,1,2,3,4}.

n | fin)

0 1

] 2

2 3

3 4

4 0

Questa funzione aggiunge 1 all’input e quindi restituisce in output il 1i-
gultate modulo 5. Un numerc modulo m & il resto della divisione del
nwmero per m. Per esempio, la lancetta del mimati di un orologio con-
ta module 60. Quande operiamo con laritinetica modulare definiamo

Zn.=10,1,2,....,m — 1}. Con guesta notazione, la funzione f introdotta
prima si pud scrivere come f: Z5— Z5.

=N

fms
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ESEMPIO 0.9 i, e e nerases

A volte, se il dominio della funzione & il prodotto cartesiano di due insiemi,
si utilizza una tabella bidimensionale. Consideriamo la funsione g: 24 x
Zy— 24, L'elemento corrispondente alla riga i ed alla colonna j della
tabella € 1} valore g{4, 7).

g0 1 2 3
0T 123
1fr 2 30
2 ! 2.3 01
313 0 1 2
La funzione ¢ & la somma modulo 4.
(uando il dominio di una fanzione f & A; x - - x A per qualche Ay, ..., Ay,

-

Vinput di f & una k-tupla (a1, a9,.. . ,0) e clnammmo ognl ¢; un argo-
mento di f. Una funzione con k argomenti si dice funzione k-aria, ¢ k
€ chiamata arieta della funzione. Se &k ¢ 1, f ha un solo argomento ed &
chiamata funzione unaria. Se k¢ 2, { & una funzione binaria. Alcune
funzioni hinarie sono scritte medmnte notazione infissa, con il simbolo
della funzione tra i due argomenti, invece che in notazione prefissa, con
il simbolo che precede gli argomenti. Per esempio la funzicne di addizione
add ¢ normalmente scritta mediante notazione infissa con il simbolo + tra
i due argomenti, come in @ + &, invece della notazione prefissa add (a, b}.

Un predicato o proprieta ¢ una funzione il cui range & {VERO, FALSO}.
Per esempio, assumendo che pari sia una proprieti che ha valore VERG se
il suo input & un numero pari e FALSO se il suo input & un numerc dispari.
Quindi pari(4) = VERO e pari(5) = FALSO.

Una proprietd il cui dominic & un insieme di k-tuple 4 x -+ »x 4 & det-
ta relazione, relazione k-aria, o relazione k-aria su A. Un caso
comune ¢ una relazione 2-aria. detta relazione binaria. Quando sl serive
un’espressiong che contiene una relazione binaria, utilizziamo abitualmente
la notazione infissa. Ad esempio, “minore di” & una relazione di solito deno-
tata con il simbolo di operazione infissa <. “Uguale”, scritto con il simbolo
= &un’altra relazione familiare. Se R & una relazione binaria, I'affermazio-
ne aRb significa che aRb = VERO. Allo stesso modo, se R & una relagione
k-aria, la dichiarazione R(ay,. .., ;) significa che Ray,... ax) = VEROG.

ESEMPIO  §.10 e

In un gioco per bambini chiamato Sasso-Carta-Forbici, due giocatori scel-
gono contemporaneamente un elemento dell'insicrne {SASSO, CARTA, FORBICI}
e indicano le loro selezioni con segnali manuali. Se le due selezioni sono
nguall, it gioco ricomincia. Se le selezioni sono diverse, un giocatore vince
in hase alla relazione balte.
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batte | FORBICI CARTA SASSO
FORBICI | FALSO  VERO FALSO
CARTA | FALSO  FALSO VERO
SASSO | VERO  FALSO FALSO

Da questa tabella si determina che FORBICI batte CARTA & VERO e che
CARTA baite FORBICI & FALSO.

A volte risulta pili conveniente descrivere i predicati mediante insiemi, in-
vece di funzioni. Il predicato F: D—={VERO, FALSO} pud essere S‘Cl"itt{)
(D,S), dove § = {a € D| P{a) = VERO}, o, semplicemente, 8 se il do-
minio D @ chiaro dal contesto. In tal modo la relazione batte pud essere
scritta

{{FORBICI, CARTA), (CARTA, SASS0), (SASSO, FORBICI) }.

Un particolare tipo di relazione binaria, chiamata relazione di equivalen-
za, coglie il concetto che due oggetti risultano uguali rispetto ad una qual-
che caratteristica. Una relazione binaria R & una relazione di equivalenza
se R soddisfa tre condizioni:

1. R & riflessiva se per ogni x, =R,
2. B & sityetrica se per ogni x e y, v Ry implica yRz; e
3. R & transitiva se per ogni z. y e z, xRy e ylz implica zRz.

ESEMPIO 0.11

Definiamo una relazione di equivalenza sui numeri naturali, denotata con
=,. Per i,§ € N diciamo che i =7 j, se i — j & un multiplo di 7. Questa &
una relazione di equivalenza perché soddisfa le tre condizioni. E riflessiva,
in quanto ¢ — i = 0, che & un multiplo di 7. E simmetrica, in quanto i — 7
& un multiplo di 7, se j ~ i & un multiplo di 7. E transitiva, in quanto
se i je j—k sono entrambi multipli di 7, allora i — & = (i — j} +
{j — k) & la somma di due multipli di 7 e quindi & anch’esso un multiplo

di 7.

Grafi

Un grafo non orientato, o semplicemente un grafo, & un insieme di punti

e di linee che connettono alcuni dei punti. 1 punti sono chiamati nodi o
vertiei, e le linee sono chiamate archi, come mostrato nella seguente fi-

gura.
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FIGURA 0.12
Esempi di grafi

Il numero di archi ad un particolare nodo & il grade di tale nodo. Nella
Figura 0.12(a} tutti i nodi hanno grado 2. Nella Figura 0.12(b) tufti i
nodi hanno grado 3. Non & permesso pitt di un arco tra due nodi dati.
Possiamo, in alcuni casi, permettere I'esistenza di un arco da un nodo a se
stesso, chiamato self-loop.

In un grafo ' che contiene i nodi ¢ e 7, la coppia (4,j) rappresenta
P'arco che collega i e j. L’ordine di i e j non & importante in un grafo
non orlentato, quindi le coppie (i, ) e (4,7) rappresentano lo stesso arco.
Talvolta descriviamo archi non orientati con coppie non ordinate utilizzando
la notazione insiemistica {{,7}. Se V & linsieme di nodi di & ed & &
Pinsieme degli archi, scriviamo G = (V, E). Possiamo descrivere un grafo
con un diagramma o pilt formalmente specificando V ed E. Per esempio,
una descrizione formale del grafo in Figura 0.12(a) &

({1:27334?5}v {(1,2), (2,3), (3.4), (4,3), (5, l)})1

ed una descrizione formale del grafo in Figura 0.12(b) &

({1,2,3,4}, {(1,2), (1,3), (1.4}, (2,3), (2,4), (3,9)}).

I grafi sono frequentemente usati per la rappresentazione di dati. I nodi
potrebbero essere citta e gli archi delle autostrade di collegamento, oppure
i nodi potrebbero essere persone e gli archi le amicizie tra di loro. A volte,
per comodita, assegniamo un’etichetta (o label) ai nodi e/o agli archi di
un grafo che poi & chiamato un grafo etichettato. La Figura 0.13 illustra
un grafo i cui nodi sono citta ed i cui archi sono etichettati con la tariffa

del volo diretto pilt economico per viaggiare tra quelle cittd, se un tale
volo esiste.
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Boston

FIGURA 0.13
Tariffe pill economiche dei voli diretti tra alcune citta

Diciamo che il grafo (¢ & un seottografo del grafo H se i nodi di G sono
un sottoinsieme dei nodi di H, e gl archi di ¢ sone anche archi di H
sui nodi corrispondenti. La figura seguente mostra un grafo H e un suo
sottogralo G.

Settografo G mostrato
pill scuro

FIGURA 0.14
I grafo 7 {pils scuro) & un sottografo di H

Un cammino in un grafo & una sequenza di nodi collegati da archi. Un
camminoe semplice & un cammino che non contiene nodi ripetuti. Un
grafo & connesso se per ogni coppia i nodi esiste un cammino tra di loro.
Un cammino & un ciclo se inizia e termina nello stesso nodo. Un eicle
semplice & guello che contiene almeno tre nodi e ripete solo il primo e
Fultimo nodo. Un grafo & un albero se & connesso e non ha cicli semplici,
come mostrato nella Figura 0.15. Un albero pud contenere un nodo speciale
chiamato radice. 1 nodi di grade 1 in un albero, ad eccezione della radice,
sono chiamati foglie dell’albero.

i
I
!
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(2} €] (o)

FIGURA 0.15
{a) Un cammino in un grafo, (b) un ciclo in un grafo, (¢} un albero

Un grafo orientato o diretto ha {recce invece di linee, come mostrato nella
seguente figura. Il numero delle frecce che escono da un particolare nodo &
i} grado uscente di quel nodo, ed il numero delle frecce che entrano in un
particolare nodo ¢ il grado entrante.

FIGURA 0.16
Ur grafo orientato

In un grafo orientato rappresentiamo un arco das i a J come una coppia
(4,7). La descrizione formale di un grafo orientato G & (V, E) dove V &
Finsieme dei nodi ed E & Pinsieme degli archi. La descrizione formale del
grafo in Figura 0.16 &

(11,2,3.4,5.6}, {(1,2), (1,5},(2.1),{2,4), (5.4). (5,6}, (6,1}, (6,3)}}.

Un cammine in cui tutte le frecee puntano nella stessa direzione del cam-
mino si definisce cammino orientato (o diretto). Un grafo orientato
& fortemente connesso se per ogri coppia di vertici esiste alineno un
carmmino orientato che i collega. T grafi orientati sono utili per descrivere
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relazioni binarie. Se R & una relazione binaria il cui dominio & D x D, un
grafo etichettato G = (D, E) rappresenta R, dove I = {(z,y)| xRy}.

ESEMPIO 0.17
Il grafo diretto qui mostrato rappresenta la relazione data nell’Esem-
pic 0.10.

FORBICT

FIGURA 0.18
it grafo detla relazione baite

Stringhe e linguaggi

Le stringhe di caratteri sono i mattoni fondamentali dell’informatica. L'al-
fabeto su cui le stringhe sono definite pud variare a seconda dell’applicazio-
ne. Per i nostri scopi, si definisce alfabeto un qualsiasi insieme finito non
vuoto. Gli elementi deli’alfabeto sono i simboli dell’alfabeto. In genere
usiamo le lettere greche maiuscole ¥ e I' per indicare aifabeti e un font di
caratteri del tipo “typewriter” per i simboli di un alfabeto. Di seguito sono
riportati alcuni esempi di alfabeti.

¥ = {0,1}
22 = {a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o,p,q,r,s,t,u,v,w,x,y,z}
I'={0,1,%x,y,2}

Una stringe su di un alfabeto & una sequenza finita di simboli dell’alfa-
beto, solitamente scritti uno di seguito all’altro e non separati da virgole,
Se B, = {0,1}, allora 01001 & una stringa su ¥y. Se By = {a,b,c,...,2},
allora abracadabra & una stringa su Lg. Se w & una stringa su %, la lun-
ghezza di w, indicata con fw|, & il numero di simboli che essa contiene. La
stringa di lunghezza zero & chiamata stringa vuote ed & indicata con €.
La stringa vuota svolge il ruolo dello 0 in un sistemna numerico. .

Se w ha lunghezza n, allora possiamo scrivere w = wiwy " Wn dove ogni
w; & 5. L'inversa di w, indicsto con w™, & la stringa ottenuta scrivendo w
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ir ordine inverso {ovvero, w,wy-1 - wy). La stringa z & una sottostringa
di w se z appare consecuiivamente in w. Ad esempio, cad & una sottostringa
di abracadabra. Data una stringa x di lunghezza m ed una stringa y di
lunghezza n, la concatenazione di x e y, scritta xy, & la stringa ottenuia
aggiungendo y alla fine di x, come in z) - TpYy; - -~ Yo Per concatenare

una stringa con se stessa pitt volie usiamo la notazione xF: per indicare

/—-i*-\
L ordine lessicografico delle stringhe & lo stesso tipo di ordine del dizio-
nario. Utilizzeremo in alcuni casi un ordine lessicografico medificato, detto
semplicemente ordine per lunghezza, che & identico all'ordine lessicogra-
fico, tranne per it fatto che stringhe pil corte precedono guelle pin lunghe.
Quindi Vordine per lunghezza di tutte le stringhe sull’alfabeto {0,1} &

(£,0,1,00,01,10,11,000,...).

Diciama che = & un prefisso della stringa y se esiste una stringa z tale che
zz = y, e diciamo che z & un prefisso proprio di y se risulta anche x # y.

Un linguaggio & un insieme di stringhe. Un linguaggio & prefisso se
nessun elemento & prefisso di un altre.

Logica booleana

La logica booleana & un sistema matematico costruito intorno ai due valori
VERO e FALSO. Anche se griginariamente concepito come maternatica pura,
questo sistema & ormai considerato alla base dell'eletironica digitale e della
progettazione di calcolatori. [ valori VERO e FALSO sono chiamati walori
booleani e sono spesso rappresentati dai valori 1 e 0. Utilizziamo i valori
booleani in situazioni con due possibili stati, come un cavo che pud avere
un alto o un basso voltaggio, una proposizione che pué essere vera o falsa, o
una domanda che pud avere risposta si o no. Siamo in grado di manipolare
i valori booleani mediante le operazioni booleane.

La pin semplice di tali operazioni & Uoperazione di negazione o not
indicata con ii simbolo —. La negazione di un valore booleanc & il valore
opposto. Cosi =0 = 1 e =1 = 0. La congiunzione o and & indicata con il
simbolo A. La congiunzione di due valori booleani € 1 se entrambi i valori
sono 1.

La disgiunzione o or & indicata con il simbolo v, La disgiunzione di
due valori booleani & 1 se almeno uno di questi valori & 1. Riassumiamo
queste informazioni come segue.

0Ad=0 OvO=0 -0=1
OAT =0 tvl=1 -1=0
1A0=10 ivi=1
Inl=1 ivli=1
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Usiamo le operazioni booleane per combinare asserzioni semplici in espres-
sioni booleane pitt comnplesse, esattamente come si fa con le operazioni
aritmetiche + e » per costruire espressioni aritmetiche com;?lesse.. Per
esempio se P & il valore booleano che rappresenta la veridicita dell‘a'ffer—
mazione “it sole splende” e @) rappresenta la veridicita deli’aﬂ'ermg@q@
“oggi & lunedi”, possiamo scrivere P A () per rappresentare la veridicita
dell’affermazione ! sole splende and oggl & lunedy’ ed allo stesso modq
per PV con and sostituito da or. [ valori P e € sono chiamati operandi
dell’operazione. .
Esistono anche altre operazioni booleane. I'operazione di or c-:schr,.sr:/m'?2
o xor, & denotata con il simbolo & e da valore 1 se esattamente 111}() dei
due operandi & 1. L'operazione di uguaglianza, denotata con <—> & 1 56
entrambi gli operandi hanno lo stesso valore. Infine, Poperazicne di impli-
cazione. denotata dal simbolo —, & ( se il suo primo operando ha valore
Tedil s16 secondo operando ha valore 0; altrimenti ~ & 1. Riassumiamo

queste operazioni come segle.

0e0=0 0+0=1 0-+0=1
0pl=1 Del=0 0—=1=1
e 0=1 1<0=0 1=-80=10
I®ml= 1+1=1 T—=1=1

Possiamo stabilire varie relazioni tra queste operazioni. Infatti, siamo in.
grado di esprimere tutte le operazioni booleane in termini di operazion]
ANDY e NOT come mosirato dalle seguentl uguaglianze. Le due espressioni
in ogni riga sono equivalenti. Ogni riga esprime l'operazione zella colonn'a djl
sipistra in termini delle operazioni delle righe sovrastanti e deile operazioni

AND e NOT.
PV (=P A Q)
P —Q =P
Py (P—= QA (Q—P)
FPaQ (Ped)

Nel manipoiare espressioni booleane risulta utite la legge distm’buti@ﬂ per
AND e OR. Fssa & simile alla legge distributiva per addizione e moltiplica-
zione, che stabilisce che a x (b+¢) = (a x b) + (a x ¢). La versione booleana
¢ disponihite in due forme:

« PA(QV R) ugnale a (PAQ)V (P AR),
o PV {(QAR)&uguale a (PVQ)A(FPVR).
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Indice dei termini matematici

Albero
Alfabeto

Arco
Argomento
Complemento

Concatenazione

Congiunzione
Grafo connesso
Ciclo

Coppia ordinata
Coppiz non ordinata
Cammino
Cammino semplice
Codominio
Disgiunzione
Dominio

Elemento
Funzione

Grafo

Grafo orientaio
Insieme

Insieme vioto
Insteme singleton
Intersezione

k-tupla

Linguaggio

Meinbro

Nodo

Operazione hooleana
Prodotto cartesiano

Predicato
Proprieta
Relazione

Relazione binaria
Relazione di equivalenza
Sequenza

Simholo

Stringa

Stringa vuota

Unicne

Valore booleano
Vertice

Un grafo connesso senza cicli semplici

Un insieme finito di oggetti chiamati simboli

Una linea in un grafo

Un input di una funzione

Un'operagione su nn insleme, chie produce Pinsieme di tutti
gli elementi non presenti

Un'uperazione che unisce stringhe di un insieme con stringhe
di un altro insieme

Operazione booleana AN}

Un grafo con un cammino per ogni coppia di nodi

Un cammino che inizia e termina nel medesimo nodo

Una lista di due elementi, detta anche 2-tupla

Un insteme di due elementi

Una sequenza di nodi di un grafo connessi da archi

Un cammino senza ripetizioni

L'insieme che contiene Poutput di una funzione

Operazione booleana OR

L’insieme det possibili inpuat di una funzione

Un oggette in un insieme

Un’operazione che trasforma wn input in un output

Una collezione di punti ¢ linee che collegano coppie di punti

Una collezione di punti e frecce che collegano coppie di punti

Un gruppo di oggettd

L' insieme senza elementi

Un insieme contenente un solo elemento

Un'operazione su insiemi che produce imsieme degli elementi
cornni

Una lista di k oggetii

Un insieme i stringhe

Un oggetto in un insieme

Un punto in un grafo

Un'operazione 'su valori hooleani

Un'operazicne tra insiemi che produce Vinsieme di tutte le
tuple di elementi dei rispettivi insiemi.

Una funzione # cui codominio & {VERO, PALSO)

Un predicato

Un predicato, in genere quando il dominio & un insieme di
k-tuple

Una relazione il cui dominio & un insieme di coppie

Una relazione binaria che &: riflessiva. simmetrica e transitiva

Una lista di oggetti

Un elemente di un alfabeto

Una lista finita di simboli di un alfabeto

Stringa di langhezza zero

Un’operazione su insiemi che combina tutti gli elementi in un
unico msieme

i valori VERG 0 FALSO, spesso rappresentati da 1 o §

Un punto in un grafo
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0.3
DEFINIZIONI, TEOREMI E DIMOSTRAZIONI

Teoremi e dimostrazioni sono I'anima e il corpo della matematica e Je defini-
zioni ne sono lo spirito. Questi tre elementi sono al centro di ogni argomento
matematico, compresi i nostri. Le definizioni descrivono gli oggetti e le
nozioni che utilizziamo. Una definizione pud essere semplice, come quella
di insieme data precedentemente in questo capitolo, o complessa come la
definizione di sicurezza in un sistema crittografico. La precisione & essen-
ziale per qualsiasi definizione matematica. Quando si definisce un oggetto
dobbiamo chiarire ciés che costituisce tale oggetto e cid che non o costitui-
sce. Dopo aver definito vari oggetti e nozioni, di solito formuliamo degli
enunciati matematici su di essi. Un enunciato afferma tipicamente che
un oggetto ha una certa proprieta. L’enunciato pud essere vero o IMeENo,
ma. come una definizione, deve essere preciso. Non ci deve essere nessuna
ambiguita sul suo significato. Una dimostrazione & un ragionamento lo-
gico convincente che un enunciato & vero. In matematica un ragionamento
deve essere ineccepibile, il che vuol dire, convincente in senso assoluto, Nel-
la vita di tutti i giorni o in giurisprudenza, onere della prova & inferiore.
Un processo per omicidio esige una prova “oltre ogni ragionevole dubbio”.
1l peso delle prove pud convincere la giuria ad accettare I'innocenza o ia
colpevolezza dell'indagato. Tuitavia, Uevidenza non ha alcun rucle in una
dimostrazione matematica. Un matematico esige la dimostrazione oltre
quaisiasi dubbio.

Un teorema & un enunciato matematico che si dimostra essere vero. Ge-
neralmente ci riserviamo 'uso del termine per le affermazioni di particolare
interesse. Occasionalmente dimostrizmo enunciati interessanti solo perché
servono alla dimostrazione di un altro enunciato pi significativo. Un tale
enunciato & chiamato lermuma. A volte un feorema o la sua dimostrazione
pud consentire di concludere facilmente che aitri enunciati correlati sono
veri. Questi enunciati sono chiamati corollari del teorema.

Dimostrazioni

L’unico modo per determinare la verita o falsiti di un enunciato matematico
» mediante una dimostrazione matematica. Purtroppo, trovare dimostra-
zioni non & sempre facile, Non & riducibile ad un semplice insieme di regole
0 processi. Durante questo corso, vi sara chiesto di esibire dimostrazioni di
vari enunciati. Non disperatevi al pensiero! Anche se nessuno ha una ricetta
per la produzione di dimostrazioni, un valido aiuto ci viene dall’esistenza di
strategie generali. Come prima cosa, leggete attentamente I'enunciato che
si desidera provare. Avete capito tutta la notazione? Riscrivete enunciato
con parole vostre. Scomponetelo e considerate ogni parte separatamente.
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Talvoita le parti di un’enunciato composito non sono immediatamente chia-
re. Un tipo frequente di enunciato composto da. pitt parti & della forma “F
se e solo se (97, spesso scritto “P sse 7, dove sia P che  sono enunciati
matematici. Questa notazione & un’abbreviazione di un enunciato formato
da due parti. La prima parte & “P solo se ¢},", che significa: se P & vero,
allora Q & vero, scritta P = (. La seconda & “P se ),”, che significa: se ¢
& vero, allora P & vero, scritta P < (). La prima di queste due parti indica
la. direzione diretia dell’enunciato originale e la seconda & la direzione
inversa. Scriviamo “P se ¢ solo se Q7 come P <= (}. Per dimostrare
un enunciato di questo tipo & necessario dimostrare ciascuna delle due di-
rezioni. Spesso, una di queste direzioni risuita pil semplice da dimostrare
dell’altra.

Un altro tipo di enunciato composito afferma che due insiemi A e B sono
uguali. La prima parte afferma che A & un sottoinsieme di B, e la seconda
parte afferma che B & un sottoinsieme di A. Quindi un modeo comune per
dimostrare che A = B consiste nel dimostrare che ogni elemento di A &
anche un elemento di B e che ogni elemento di B & anche un elemento di A.

Inoltre, guando volete dimostrare un enunciato o una sua parte, cercate
di avere un intuizione del perché dovrebbe essere vero. Sperimentare con
esempi & particolarmente utile. Per esernpio, se un enunciato dice che tutti
gli oggetti di un certo tipo hanno una particolare proprieta, scegliete un
paio di oggetti di quel tipo e osservate che effettivamente hanno quella
proprietd. Fatto questo, cercate di trovare un oggetto che non riesce ad
avere la proprieta — si dice eontroesempio. Se P'enunciato & verc, non
sard possibile trovare un controesempio. Capire dove sorgonoe le difficolta
nei determinare un controesempio pud aiutare a capire perché Penunciato
& vero.

ESEMPIO (.19

Si supponga di voler dimostrare il seguente enunciato: per ogni grafo G, la
somma dei gradi di tutti i nodi in G é un numero pari. In primo luogo,
scegliete un paio di grafi ed osservate 'applicazione di questo enunciato.
Ecco due esempi.

sommag= 2+2-+2 somma = 2+3+44-3+2
=6 =14

Quindi, cercate di trovare un controesempio, cioé un grafo in cui la somma
& un numero dispari.
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QOgni volia che si aggiunge
up arco la somma aumenta di 2

Potete iniziare a capire perché Penunciato & vero e come provarle?

Se siete ancora bloccati nel tentative di dimosirare un enunciato, provate
qualcosa di pitt facile, Tentate di dimostrare un caso particolare dell’enun-
ciato. Per esempio, se si sta cercando di dimostrare che qualche proprieta &
vera per ogni £ > 0, prima cercate di dirnostrarlo per £ = 1. Se ci riuscite,
provatelo per k = 2, e cosi via fino ad arrivare a capire il caso generale. Se
un caso speciale & difficite da dimostrare, provate un caso speciale diverso
o anche un caso speciale del caso speciale. Infine, quando pensate di aver
trovato la dimostrazione, & necessario serivere tutto con precisione. Una
prova ben scritta ¢ una sequenza di enunciati, in cul ognuno segue per sem-
plice ragionamenio dai precedenti nelia sequenza. Scrivere con attenzione
ung dimostrazione & importante, sia per consentire a chi legge di capirla,
sia per essere sicuri che sia esente da errori.

Di seguito sono riportati alcuni suggerimenti per prodwrre una
dimostrazione.

« Essere pazienti. Trovare prove richiede tempo. Se non riuscite a farlo
subito, non vi precccupate. I ricercatori a volte lavorano per settimane
o anche anni per trovare una sola dimostrazione.

Ritornarci su. Guardate oltre enunciato che volete dimostrare, pensa-
te un po’, lasciate, e pol ritornateci su dopo pochi minuti o anche ore.
Lasciate che U'inconscio, la parte intuitiva della vostra mente abbia la
possibilita di lavorare.

Essere precisi. Quando state elaborando la vostra intaizione per Fe-
nunciato che state tentando di dimostrare, utilizzate semplici immagini
e/o testi. State tentando di trasformare la vostra intuizione in un’af-
fermazione, la mancanza di precisione si interpone al vostro intuito.
Inoltre, quando si sta scrivendo una soluzione che un’altra persona
dovra leggere, la chiarezza aluterd guella persona a capire.

°

Essere coneisi. La sintesi aluta ad esprimere le proprie idee ad un livello
superiore senza perdersi in dettagli. Una buona notazione matematica &
utile per esprimere le idee in modo conciso. Ma siate sicuri di includere
abbastanza del vostro ragionamento nello scrivere una dimostrazione
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in modo che il lettore possa faciimente capire che cosa state tentando

di dire.

Per far pratica, cerchiamo di dimostrare una delle leggi di DeMorgan.

TEOREMA 0.20 ....................................................................................................................................
Per ogni coppia di instemi Ae B, AUB=An B.

In primo luogo, il significate di questo teorema & chiaro? Se non si capisce
il significato dei simboli U o N o la barra superiore, rivedete la discussione
a pagina .

Per dimostrare gquesto teorema dobbiamoe dimostrare che i due insiem:
insierni sono uguall dimostrando che ogni elemento di un insieme & anche
elemento dell’aliro ¢ viceversa. Prima di guardare la dimostrazione seguen-
te, prendete in considerazione qualche esempio e poi cercate di provarlo da
s0li.

DIMOSTRAZIONE.  Questo teorema afferma che 1 due insiemi AU R e
AN B sono nguali. Dimostriamo questa affermazione dimostrando che ogni
elemento di unoe ¢ anche un elemento dell’altro e viceversa.

Supponiamo che z sia un elemento di AU B. Quindi x non & in AU B,
dalta definizione di complemento di un insieme. Quindi z non&in A e x
non & in B, dalla definiziene di unione di insiemi. In altre parole, z & in A
ed r &in B. Quindi la definizione di intersezione di insiemi mostra che z ¢
in AnB.

Per Ialtro verso, supponiamo che x sia in AN B, Allora z & sia in A che
in B. Quindi z non & in A e x non & in B, e quindi neanche nell’'unione
di questi due insiemi. Quindi z & nel complemente dell’unione di questi
insiemi: in altre termini, z & in 4 U B, il che completa la dimostrazione del
teorema,

Dimostriamo ora Penunciato deil’ Esempio 0.19.

TEOREMA (.21 oot steamssss et s st st

Per ogni grafo (7, la somma dei gradi di tutti i nodi di & & un numero pari.

DIMOSTRAZIONE. Ogni arco in G & connesso a due nodi. Ogni arco
contribuisce di 1 al grado di ogni nodo a cui esso & collegato. Quindi, ogni
arco contribuisce di 2 alla somma dei gradi di tutti i nodi. Questo implica
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che se (7 contiene e archi, allora la somma dei gradi di tutti i nodi di G &
2e, che & un numero pari.

0.4 -
TIPI DI DIMOSTRAZIONI

Vari tipi di ragionamenti trovano posto nelle dimostrazioni matematiche.
Qui, e descriviamo alcuni che st trovano spesso nella teoria della compu-
tazione. Si noti che una dimostrazione pud contenere pit di un tipo di
ragionamento, perché la dimostrazione pud contenere al suo interno diverse
sotto-dimostrazioni.

Dimostrazioni per costruzione

Molti teoremi affermanc lesistenza di un particolare tipo di oggetto. Un
modo per dimostrare un tale teorema consiste nel mostrare come costrui-
re l'oggetto. Questa tecnica & detta dimostrazione costruttive. Usia-
me una dimostrazione per costruzione per dimostrare il seguente teorema.
Diciamo che un grafo & k-regolare se ogni nodo del grafo ha grado k.

TEOREMA 0.22

Per ogni numero pari » maggiore di 2, esiste un grafo 3-regolare con n nodi.

DIMOSTRAZIONE.  Sia n un numero pari maggiore di 2. Costruiamo un
grafo G = {V,E) con n vertici come segue. L’insieme dei vertici di G &
V ={0,1,...,n — 1} e 'insieme di archi di GG & I'insieme:

E={{i,i+1}| per0<i<n-2}U{{n-1,0}}
U {{i,i+n/2} per0<i<n/2-1}

Immaginate i vertici di questo grafo scritti consecutivamente lungo la. cir-
conferenza di un cerchio. In tal caso, gli archi descritti netla riga superiore
di E connettono coppie di vertici adiacenti intorno al cerchio. Gli archi
descritti nella riga inferiore di F connettono coppie di vertici situati sui
lati opposti del cerchio. Questa immagine costruita mentalmente mostra
chiaramente che ogni vertice di G ha grado 3.

!
!
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Dimostrazioni per assurdo

Frequentemente per dimostrare un teorema, assumiamo che il teorema
sia falso per poi dimostrare che questa ipotesi porta ad una conseguenza
chiaramente falsa, detta contraddizione o assurdo. Usiamo questo tipo di
ragionamento anche nelia vita di tutti i giorni, come nel seguente esempio.

ESEMPIO 0.23 b e

Jack vede Jill, che & appena rientrato. Osservando che lei & completamente
asciutta, sa che non piove. La sua “dimostrazione” che non piove & la
seguente: se piovesse (Iassunto che l'affermazione ¢ falsa), Jill dovrebbe
essere bagnate (ia conseguenza, ovviamente falsa). Quindi, non piove.

Ora, cerchiamo di dimostrare per assurdo che la radice quadrata di 2 & un
numero irrazionale. Un numero & razionale se & una frazione 7, dove m
ed 7 sono mumeri interi, in altre parole, un numero razionale & il rapporto di
due interi. Per esempio, % & ovviamente un numero razionale. Un numero

& irrazionale se non & razionale,

TEQREMA 0.24 -
2 & irrazionale

DIMOSTRAZIONE. In primo luogo, assumiamo al fine di ottenere una
contraddizione, che /2 & razionale. Quindi

Vi=T
n

dove m ed n sono interi. Se m ed n sono entrambi divisibili per uno stesso
pumero intero maggiore di 1, allora dividiamoli entrambi per il pit grande
di tali divisori. In questo modo non cambia i} valore della frazione. Ora,
almeno uno tra m ed n deve essere un numero dispari. Moltiplichiamo
entrambi i lati dell’equazione per n e otteniamo

Eleviamo a! quadrato entrambi i lati dell’equazione e otteniamo

2 = m?.
Poiché m2 & 2 voite n?, allora m? & pari. Quindi anche m & pari, poiché it
quadrato di un numero dispari & sempre dispari. Quindi possiame scrivere
m = 2k per un qualche intero k. Sostituendo 2k ad m, otteniamo

2n? = (2k)?
=
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Dividendo entrambi il lati per 2, otteniamo
n* = 2k%.

Ma questo risultato dimostra che n® & pari e quindi che n @ pari. In tal
medo abbiamo stabilito che sia m che n sono pari. Perd avevamo prima
ridotto m ed n in modo che non fossero entrambi pari, quindi siamo giunti
ad una contraddizione.

Dimeostrazioni per induzione

Una dimostrazione per induzione & un metode avanzato utilizzato per mo-
strare che tutti gii elementi di un insieme infinito godone di una data
proprietd. Per esempio, possiamo utilizzare una dimestrazione per indu-
zione per dimostrare che un’espressione aritmetica calcola una quantita
desiderata per ogni assegnamento alle sue variabili o che un programma
funziona correttamente per qualsiasi input. Per illustrare come funziona
una dimostrazione per induzione, prendiamo come insieme infinito quelio
del numeri naturali, A" = {1,2,3, ...}, e chiamiamo Pla proprietd. Il no-
stro obiettivo & dimostrare che P{k) & vera per ogni numero naturale k. In
altre parole, vogliamo dimostrare che P(1) & vera, cosi come P(2), P(3),
P4}, e cost via.

Ogni dimostrazione per induzione consiste di due parti, la base ed il
passo induttivo. Ogni parte & una dimostrazione a se stante. l.a base
induttiva dimostra che P(1) & vera. 1l passo induttivo mostra che per ogni
i 2 1, se P{i) vera, aliora lo & anche P{7 + 1).

Quando abbjamo provato entrambe le parti, ahbiamo raggiunto il risul-
tato desiderato, e cioe che P(i} & vera per ogni i. Perché? In primo luogo,
sappiamo che P(1) & vera perché la base da sola le dimostra. In secondo
lnogo, sappiamo che P(2} & vera, perché il passo induttivo dimostra che, se
P(1) & vera, allora P(2) & vera, e noi sappiamo che P(1) & vera. In terzo
Juogo, sappiamo che P(3) & vera, perché il passo induttivo dimostra che, se
P(2) & vera, allora P(3) & vera, e uoi ora sappiamo che P{2) & vera. Questo
processo continua per tutti i numeri naturali, mostrando che P(4) & vera,
P(5} & vera, e cosi via.

Una volta capito il paragrafo precedente, si possonc facitmente compren-
dere varianti e generalizzazioni delle stessa idea. Per esempio, la base non
deve necessariamente iniziare con 1, ma pud iniziare con qualsiasi valore b.
In tal caso la prova per induzione mostra che P(k) & vera per ogni k che &
almeno b,

Nel passo induttivo assunzione che P{i) & vera & detta ipotesi indut-
tiva. A volte pud essere utile avere Pipotesi induttiva pin forte che P(j) &
vera per ogni 7 < 1. La prova per induzione rimane valida perché, quan-
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do vogliamo dimostrare che P(i + 1) & vera, abbiamo gia dimostrato che
P(j) & vera per ogni j < i. Il formato per scrivere una dimostrazione per
induzione & il seguente.

Base: Provare che P(1) & vera.

Passo induttive: Per ogni i > 1, assumere che P(i) & vera ed utilizzare

tale assunzione per mostrare che P{i + 1) & vera.

Cerchiamo ora di dimostrare per induzione la correttezza della formula
utilizzata per calcolare le dimensiont dei pagamenti mensili dei mutui-casa,
Quando acquistano uns casa, molte persone prendono in prestito parte
del denaro necessaric per Pacquisto, per poi rimborsare il prestito in un
certc numero di anni. In genere, i termini di tal rimborsi stabiliscono
che ogni mese viene pagata una rata che copre gli interessi ¢ una parte
della somma originale, in modo che il totale sia restituito, per esempio,
in 30 anni. La formmia per calcolare il valore della rata mensile sembra
avvolta dal mistero, ma in realta & abbastanza semplice. Riguardando ia
vita di molte persone, conescerla dovrebbe risultarvi interessante. Useremo
Pinduzione per dimostrare che la formula funziona, fornendo cosi un huon
esempio di tale tecnica.

In primo luogo, diamo nome e significato alle varie variabili, Sia P il
prestito imiziale, che rappresenta Fimporto del mutuo, Sia T > 0 1] tasso
di interesse annuo del prestito, dove 1 = 0.06 indica un tasso del 6% di
interesse. Sia Y la rata mensile. Per comoditd definiamo un'altra variabile
M, dipendente da 7, come moltiplicatore mensile. Rappresenta i tasso
secondo il quale il prestito cambia ogni mese a causa degli interessi che
gravino su di esso. Seguendo il linguaggio bancario definiamo i tasso di
interesse mensile pari ad un dodicesimo di quello annuo, cosf che M =
L+1/12. Gli interessi sono pagati su base mensile. Sono dunque due le cose
che accadono ogni mese. Primo, Pimporto del prestito tende ad aumentare
per effetto del moltiplicatore mensile. Secondo., importo del prestito tende
a diminuire per effetto del pagamento effettuate mensihmente. Fissiamo A
comte 'importo del mutuo rimanente dopo il t-esimo mese. Quindi Py = P
e I'tmporto iniziale del prestito, P = MPy ~ Y & Vimporto del prestito
dopo un mese, Py = M P —Y & importo del prestiio dopo due mesi, e cos
via. Ora siamo pronti ad enunciare e dimostrare un teorema, per induzione
su ¢ che fornisce una formula per il valore di B,

TECREMA (.25
Per ognit > Q,
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DIMOSTRAZIONE.

Base: Dimostriamo che la formula & vera per £ = (. Se t = 0, allora la
formula diventa
MY -1
- PMY .
Py=PM Y(M*l)

Possiamo sernplificare il lato destro osservando che M? = 1. Quindi
otteniamo

Py= P,

che & vera perché abbiamo definito Py pari a P. Quindi abbjamo dimostrato
che 1a base induttiva & vera.

Passo induttivo: Per ogni k > 0, assumiamo che Ja formula sia vera per
t = k e dimostriamo che essa & vera per t = k + L. L’ipotesi induttiva

stabilisce che
MFE—1
_ IR R
b= PM Y ( 71 )

Vogliamo dimostrare che

Mk+1 . 1)

Pria = PM*! wY( ——

Lo facciamo con i passi seguenti, Innanzitutto, dalla definizione di Pry3 In
termini di P, sappiamo che

Pk+1szM—Y.

Quindi, usando Pipotesi induttiva per calcolare Py,

M* 1
Pii = [PM’“ ~Y (‘MTTH MY

Effettuando 1a moltiplicazione per M e riscrivendo Y, otteniamo

MFETL A M-1
. k1 il S i
P = PM Y( T ) Y(Mﬁl)

‘M{k+171
— k41 i, B
= PM Y( T )

Quindi la formula & corretta per { = k + 1, il che dimostra il teorema.

ESERCIZI 27

Nel problema 0.14 si chiede di utilizzare la formula precedente per il calcolo
effettivo del mutuo.

ESERCIZI

0.1 Esaminare le seguenti descrizioni formali di insiemi in modo da stabilire gli elementi
che essi contengono. Scrivere una breve descrizione informale in italiano di ogni
insieme.

a. 11,3,5,7,...}

bo {...,~4,-2,0,2.4,...}

c. {n{n = 2m per qualche m in N}

d. {n}{n = 2Zm per qualche m in M, e n = 3k per qualche &k in A/}
e. {w|w & unastringadi 0 e1ew & linversa di w}

f. {ninéunintercen=mn+1}

0.2 Scrivere una descrizione formale dei seguenti insierni.

L’insieme contenente i numeri 1, 19, e 100

L'insieme contenente tutti i numeri interi maggiori di 5

LYinsieme che contiene tutti i numeri naturali che sono minori di 5
L'insieme che contiene la stringa aba

oo T

L’insiere che contiene la stringa vuota

]

L'insieme che non contiene niente

0.3 Siano A Vinsieme {x,y,z} e B l'insieme {x,v}.
A & un sottoinsieme di B?

B & un sottoinsieme di A7

Qual ¢ AU B?

Cal é AN BT

Qual é A x BY?

f. ual € 'insieme potenza di B?

oo T

0.4 Se A ha a elementi e B ha b elementi, quanti elementi contiene A x B7 Motivare
la risposta.

0.5 Se C ha c elementi, quanti elementi contiene 'insieme potenza di C7 Motivare la
risposta.

0.6 Siano X linsieme {1,2,3,4,5} ¢ Y Vinsieme {6,7,8,9,10}. Le tabelie seguenti
definiscono la funzione unaria f: X— Y e la funzione binaria g: X x ¥ — Y

g6 7 & 9 10
1TH7 10 10 0 10
207 & 9 10 6
317 7 8 8 9
4,9 8 7 6 10
5/6 6 6 6 6
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0.7

0.8

0.9

a. Qual & i valore di f{2)7

b. Quali sono il dominio ed il codominio di f7
e. Qual & il valore di g{2,10)7

d. Quali sono il dominio ed il codeminio di g7
e. Qual & il valore di g{4, f(4)17

Per ognuno dei seguenti punti, date una relazione che soddisfi la condizione.

a. Riflessiva e sirmmetrica, ma ron transitiva

b. Riflessiva e transitiva, ma non simimetrica

c. Simmetrica e fransitiva, ma non riflessiva
Si consideri 3 grafo orientato G = (V, E} dove V| 'imsieme dei vertici, & {1,2,3.4} ed
E, Uinsieme degli archi e {{1.2}, {2,3}, 11,3}, {2.4}. {1,4}}. Disegnare il grafo G.
Qual & il grado del nodo 17 Qual & il grade del nodo 37 Indicare un cammino dal
nodo 3 al nodo 4 sul disegno di G

Serivere una descrizione formale del segnente grafo.

PROBLEMI

{1.10 Mostrare che ogni grafo avente due o pit nodi contiene due nodi aventi lo stesso

.11

grado.

Trovare Perrore nella seguente dimostrazione che fuilti i cavalli sono dello stesso
colore.

AFFERMAZIONE: In un gualsiasi insieme di h cavalli, totti i cavalll sono dello stesso
colore

DiMosTRAZIONE: Per induzione su f.

Base: Per h = 1. In ogni insieme contenente un solo cavallo, tutti i cavall sono
chiaramente dello siesso eolore.

Passo induttive: Per k > 1, supponiamo che Uaflermazione sia vera per h = &
¢ dimostriamola vera per b = k + 1. Prendiamo gualsiasi imsierne H di k& + 1
cavalli, Mostriamo che tutti i cavalli di questo insieme sono deilo stesso colore.
Rumwoviamo un cavallo da questo insieme per ottenere insiemne H| contenente
solo k cavaill, Per ipotesi induttiva, tutli § cavalll in Hy souno dello stesso colore.
Ora sostituiame il cavallo rimosso e rimuoviamone un alire in modo da ottenere

0.12

0.13

AMuid

A0.15
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Vinsieme Hz. Per lo stesso motivo, tutti § cavalli im Ha sono dello stesso colore,
Pertanto tutti i cavalli in i devono essere dello stesso colors, ¢ Ja dimostrazione &
completa.

Sta Sin} = 14 2+ 4 n la somma dei primt » numeri naturaii e sia Ciny =
P42+ n? la somma dei primi n cubi. Dimostrare le seguenti uguaglisnze
per induzione su ni, per giungere alla curiosa conclusione che {n) = §%(n) per
ogni 1.

a. S(n) = In(n+ 1)
h. Cln) = %{n" + 20" £ ) = %‘P'LEETZ. + 1%

Trovare l'errore neila seguente dimostrazione che 2 = 1.

8 considert equazione a = b Moliplicare entrambi 1 lati per @ per ottenere
@ = ab. Sottrarre b da entrambi i lati per ottenere o — b2 = ab — b*. Ora
fattorizzare ciascun lato, (o + b{a — b} = bla - b), e dividere ogni lato per (o — b),
per ottenere a -+ k = b Infine, porre a ¢ b pari a 1, che mostra che 2 = 1.

Usare: il Teorema 0.25 per oftenere una formula per i} caleolo deila rata mensile per
un mutue in termind di un valore iniziale P, un tasso di interesse T ed il numero ¢
di pagamenti. 5i supponga che dopo ¢ pagamenti, Pimporto del prestito si & ridotto
a 0. Utilizzare la formula per calcolare Pimporto delPammontare in doilari di ogni
rata mensile per un mutuo di 30 anni con 360 rate mensili su un importo iniziale
di $100000 con un tasso di nteresse annmo del 5%

Teorema di Ramsey. Sia 7 un grafo. Una cligue in G & un sottografo in cui ogni

coppia di nodi & connessa da un arco. Un'anti-cligue, anche chiamata insieme

indipendente, ¢ un sottografo in cul ogni coppia di nodi non sono connessi da un

arco. Mostrare che ogni grafo con n nodi contiene una clique oppure un’anti-clique
L o

di £ log, n nodi.

SOLUZIONI SELEZIONATE

0.14

0.15

Poniamo Fy = 0 e risolviamo rispetto ad ¥ per ottenere la formula: ¥ = PMYAf -
AMY —1). Per PP = $100,000, T = 0.05 ¢ ¢ = 360, abblamo M = 1+ (0.058)/12.
Usiama una calcolatrice per scoprire che ¥ = $536.82 & la rata mensile.

Fare spazio per due mucchi di nodi: 4 ¢ B. Poi, a purtire dall’intero grafo, aggiun-
gere ripetutamente ogni nodo rimanente & ad A se i suo grada & maggiore della
meta del mumero di nodi rimasti ed a B altrimenti, ¢ scartare tutti i nodi a cuj
non & (& ) collegato s¢ esso & stato inserito in A {(B}. Continuare fino a quando
non resta aleun nodo. Ad ogni passo viene scartata al pitt la meta dei nodi, auindi
saranno necessari almeno log, » passi priraa che il processe termini. Ogni passaggio
aggiunge un nodo ad uno del mucchi, cost une dei mucchi conterra alla fine almence
é-]ogg n nodi. I muechio A contiene i nodi di wna cligue ed il mucckio B contiene
i nodi di un anti-clique.
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LINGUAGG! REGOLARI

La teoria della computazione inizia con una domanda: Cos’® un computer?
Forse ¢ una domanda sciocca, poiché tutti sanno che questo oggetto su
cui scrivo @ un compuber. Ma i computer reali sono piluttosto complicati -
troppo per permetterci di sviluppare una teoria matematica direttamente su
di essi e che sia maneggevole. Invece, usiamo un computer ideale, chiamato
maodello di computazione. Come con ogni modello nelle scienze, un
modello di computazione pud essere accurato in alcuni aspetti ma forse
non rispetio ad altri. Quindi useremo modelli di computazione diversi,
a seconda delle caratteristiche su cui vogliano concentrarci. Iniziamo con
it modello pitt semplice, chiamato mecehine o stati finiti o eutoma
finito.

1.1
AUTOMIE FINITI

Gli automi finiti sono un buon modello per computer con una quantita
estremamente limitata di memoria. Che cosa pud fare un computer con
una tale piccola memoria? Molte cose utili! In effetti, noi interagiamo
sempre con tali computer, poiché essi sono alla base di varl dispositivi
elettromeccanici.
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I sistema di controllo per una porta automatica & un esempio di un tale
dispositive. Le porte automatiche ad anta battente, che si trovano spesso
alle entrate e uscite dei supermercati, si aprono quando il sistema di con-
trollo avverte che una persona si sta avvicinando. Una porta automatica
ha un sensore davanti per rilevare la presenza di una persona che sta per
attraversare la soglia. Un altro sensore & collocato dall’altro lato della so-
glia in modo che il sistema di controllo possa mantenere aperta la porta
abbastanza a lungo da permettere alla persona di attraversarla e anche per
evitare che la porta colpisca qualcuno che & dietro di essa quando si apre.
Questa disposizione & mostrata nella figura seguente.

sensore sensore
anteriore postericre

porta

FIGURA 1.1
Vista dalf'aito di una porta automatica

1] sistemna di controllo & in uno dei due stati: “OPEN" o “CLOSED,” che rap-
presentano la condizione corrispondente della porta. Come mostrato nelle
figure seguenti, ci sono quattro possibili condizioni di input: “FRONT” (il
cui significato & che una persona & sul sensore davanti alla soglia), “REAR”
(significa che una persona & sul sensore dietro alla soglia), “BOTH” {signi-
fica che vi sono persone su entrambhi i sensori), e “NEITHER” (significa che
nessuno & su aleun sensore).

REAR FRONT

BOTH REAR
NEITHER . . BOTH
FRONT

NEITHER

FIGURA 1.2
Dizgramma di stato per un sistema di controllo di una porta automatica

i
i
H
H
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input
5 NEITHER FRONT REAR BOTH
stato CLOSED CLOSED OPEN CLOSED  CLOSED
' OPEN CLOSED OFEN OPEN OPEN
FIGURA 1.3

Tabella delle transizioni di stato per il sistema di controllo di una porta automatica

Il sistema di controllo passa da uno stato a un altro, in base all’input che
riceve. Quando & nello stato CLOSED e riceve I'input NEITHER 0 REAR, resta
nello stato CLOSED. Inoltre, se riceve Vinput BOTH, resta in CLOSED perché
se aprisse la porta rischierebbe di urtare qualcuno sul sensore posteriore.
Ma se riceve Pinput FRONT, passa nello stato OPEN. Nello stato OPEN,
se riceve l'input FRONT, REAR, 0 BOTH resta in OPEN. Se riceve l'input
NEITHER, ritorna a CLOSED.

Per esempio, un sistema di controlle potrebbe iniziare nello stato CLOSED
e ricevere la seqguenza di segnali di input FRONT, REAR, NEITHER, FRONT,
BOTH, NEITHER, REAR, ¢ NEITHER. Allora esso passerebbe attraverso la
sequenza di stati CLOSED (iniziale), OPEN, OPEN, CLOSED, OPEN, OPEN,
CLOSED, CLOSED e CLOSED.

Vedere un sistema di controllo di una porta automatica come un auto-
ma finito & utile perché suggerisce modi standard di rappresentazione come
nelle Figure 1.2 e 1.3. Questo sistema di controllo & un computer che ha
soltanto un singolo bit,of memoria, in grado di memorizzare in quale dei
due stati & il sistema di'eontrollo. Altri dispositivi comuni hanno sistersi di
controllo con mernorie un pod pin grandi. In un sisterna di controllo di un
ascensore, uno stato pud rappresentare il piano a cui & ’ascensore e gli in-
put potrebbero essere i segnali ricevuti dai pulsanti. Il computer potrebbe
aver bisogno di diversi bit per mantenere traccia di questa informazione. 1
sistemi di controllo di svariati elettrodomestici come lavastoviglie e termo-
stati elettronici, oltre a orologi e calcolatrici digitali, sono ulteriori esempi
di computer con memorie limitate. Il progetto di tali dispositivi richiede di
ricordare la metodologia e la terminologia degli automi finiti.

Gli antomi finiti e la loro controparte probabilistica, le catene di Mar-
kov sono utili strumenti quando cerchiamo di riconoscere pattern in dati.
Questi dispositivi sono usati nell’elaborazione vocale e nel riconoscimen-
to ottico dei caratteri. Le catene di Markov sono state perfino usate per
modellare e predire i cambiamenti dei prezzi nei mercati finanziart.

Ora esamineremo pib attentamente gli automi finiti da una prospettiva
matematica. Svilupperemo una definizione precisa di automa finito, una
terminologia per descrivere e usare gli automi finiti, e risultati teorici che
descrivano il loro potere ¢ i loro limiti. Oltre a darti una comprensione pitt
chiara di cosa sonc gli antomi finiti e cosa essi possano e nen possano fare,
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questo sviluppo teorico ti permetterd di esercitarti e di stare piti a proprio
agio con definizioni matematiche, teoremi e dimostrazioni in un contesto
relativamente semplice.

Inizialmente descriviamo la teoria matematica degli automi finiti in
astrattn, senza riferirci ad alciina particolare applicazione. La figura
seguente rappresenta un automa finito chiamato M.

FIGURA 1.4
Un automa finito, chiamato A, che ha tre stati

La Figura 1.4 & chiamata il diagramma di stato di M;. Esso ha tre
stati, etichettat] g1, g2 © ¢3. Lo stafo iniziale, ¢;, ¢ indicato dall’arce
entrante in esga e non usceute da uno stato. Lo stato accettante, gz, €
quello con un doppio cerchio. Gli archi che vanno da uno stato a un altro
sono chiamati transiziont.

Quando V'auioma riceve una stringa in input come 1101, essc elabora
questa stringa e produce un output. L’output & accetta o rifiuta. Per
semplicith, considereremo per ora soltanto questo tipo di output sifno.
L'elahorazione inizgia nelio stato iniziale di Ay, L’automa riceve i simboli
della stringa di input uno a uno da sinistra a destra. Dopo aver letto clascun
simbolo, A, si muove da uno stato a un altre lungo la transizione che ha
quel simbolo come etichetta. Quando legge 'ultimo simbolo, My produce
il suo output. L'cutpué & accetta se My €, in quel momento, iIn uno stato
accettante e riftute se non lo &,

Per esempio, guando forniamo la stringa di input 1101 alla macchina My
nella Figura 1.4, Velaborazione procede come segue:

1. Inizia nello stato g¢.

2. Legge 1, effettua la transizione da g1 a ga.

3. Legge 1, effettua la transizione da g2 a go.

4. Legge 0, effettua la transizione da gz a gs.

5. Legge 1, effettua ia transizione da g3 a g2

6. Accetta perché M) & in uno stato accettante gy alla fine deli’input.
I risultati di test, con varie stringhe di input, su questa macchina, mostra-
no che essa accetta le stringhe 1. 01, 11, e 0101010101, In effetti, A,
aceetta una gualsiasi siringa che termina con un 1, poiché va nel suo stato
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accettante gg ogni volta che legge il simbolo 1. Inoltre, accetta le stringhe
10¢, 0100, 110000, e 0101000000, e una qualsiast stringa che termina con
un numera pari di O dopo Pultimo 1. Rifiuta altre stringhe, come 0, 10,
101000. Sei in grado di descrivere il linguaggio che consiste di tutte e
stringhe che M accetta? Lo faremo a breve.

Definizione formale di avtoma finite

Nella sezione precedente, abbiamo usato i diagrammi di stato per intro-
durre gli automi finiti.  Ora definiremo formalmente gl automi finiti.
Sebbene 1 diagrammi di state siane ingnitivamente pitt facili da capire,
abbiamo bisogne anche della definizione formale per due ragioni specifi-
che.

Innanzitutto, una definizione formale & precisa. Essa risolve qualsiasi
incertezza su cosa € permessc in un automa finito. Se fossi incerto sulla
possibilita di avere ) stati di accettazione in un automa finito o se esso deve
avere esattamente una transizione uscente da ogni stato e per ogni possibile
simbolo di input, poiresti consultare la definizione formale e verificare che
la risposta € st in entrambi § casi. In secondo luogo, una definizione formale
fornisce notazioni. Una buona notazione ti aiuta a pensare e a esprimere
chiaramente 1 tuoi pensieri.

Il linguaggio di una definizione formale & piuttosto arcano e ha qualche
somiglianza con i} linguaggio di nn documento giuridico. Entrambi devono
essere precisi e ogni dettaglio deve essere espresso chiaramente,

Un automa finito ha diverse componenti. Esso ha un insieme di stati e
regole per andare da uno stato a un altre, a seconda del simbolo di input.
Ha un alfabeto di simboli input che indica i simboli di input permessi. Ha
uno stato iniziale e un insieme di stati accettanti. La definizione formale
afferrna che un automa finito & una lista di questi cingue oggettl: insieme
degli stati, alfabeto di simboli di input, regole per i cambiamenti di stato,
stato iniziale e stati accettanti. Nel linguagpgio matematico, una lista di
cinque elementi & spesso chiamata una quintupla. Quindi definiamo un
automa finite come una quintupla che consiste di queste cinque compo-
nenti.

Usiame gualcosa il cul nome & funzione di transizione, frequente-
mente denotata con 4, per definire le regole per il cambiamento di stato.
Se Pautoma finito ha un arco da uno stato x a uno stato y etichettato
con il simbolo di input 1, questo significa che se 'automa & nello stato
r quando legge un 1, allora si muove nello stato y.  Possiamo indica-
re la stessa cosa con la funzione di transizione dicendo che d(z,1) = y.
(Questa notazione & una specie di abbreviazione matematica. Metten-
do tutto questo insieme. arriviamo alla definizione formale di automa
finito.



38 CAPITOLO 1 — Linguaggi regolari

DEFINIZIONE 1.5
Un automa finito & una quintupla (@, %, 4, go, F'}, dove

1. @ & un insieme finito chiamato l'insieme degli stats,
2. % & un insieme finito chiamato I’ elfabeto,
3.5: Q@ x T-—Q & la funzione di transizione,
4.q0 € J ¢ lo stato iniziale, ed

5. F C Q & I'insieme degli stati accettanti?

1

La definizione formale descrive precisamente cosa intendiamo per automa
finite. Per esempio, tornando alla domanda precedente, se sia consentito
avere O stati acceitanti, puoi vedere che porre F' uguale allinsieme vuoto
# implica 0 stati accettanti, che & guindi consentito. Inoltre, la funzione di
transizione § specifica esattamente uno stato successivo per ogni possibile
combinazione di uno stato e un simbolo di input. Questo risponde affer-
mativamente all’altra nostra domanda, mostrando che da ogni stato esce
esattamente un arco di transizione per ogni possibile simbolo di input.

Possiamo usare la notazione della definizione formale per descrivere au-
tomi finiti particolari, specificando ciascuna delle cinque componenti elen-
cate nella Definizione 1.5. Per esempio, torniamo all’automa finito M che
abbiamo discusso prima, ridisegnato qui per comodité.

FIGURA 1.6
L'automa finito M,

Possiamo descrivere M formalmente ponendo My = (2, 2,4, q1, F), dove

1. Q = {QhQZ! 9'3}1
2. =101},

1¥aj riferimento indietro alla pagina 8 se sel incerto sul significato di §: @ x T—a ().
2G1i stati accettanti a volte sono chiamati stati finali

1.1 — Automi finiti 29

3.4 & descritta come segue

4, ¢ & lo stato iniziale ed
5. F = {q2}.

Se A & linsiemne di tutte le stringhe che la macchina M accetta, diciamo che
A & il linguaggio della macchinae M e scriviamo L(M) = A. Diciamo
che M riconosce A o che M accetta A. Poiché il termine eccetta ha
significati diversi quando ci riferiaino a macchine che accettano stringhe e
macchine che accettano linguaggi, per evitare confusione preferiamo per i
iinguaggi il termine riconosce.

Ura macchins pud accettare diverse stringhe, ma riconosce sempre sol-
tanto un linguaggio. Se la macchina non accetta alcuna stringa, essa
riconosce ancora un linguaggio — ossia, il linguaggio vueto &,

Nel nostro esempio, sia

A = {w| w contiene almeno un 1 e

un numero pari di 0 segue Pultime 1},

Allora L(M)) = 4, o equivalentemente, My riconosce A.

Esempi di automi finiti

ESEMPIQ 1.7 orormsssommsssm o

Ecco il diagramma di stato di un automa finito Ms.

0

1
0 | .

0

FIGURA 1.8
Diagramma di stato dell’automa finito M2 con due stati
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Nella descrizione formale, M- & ({_q1, g2}.10,1}. 8,1, {qg}). La funzione di
transizione § &

Lo 1
g | h g2
Gz | 41 92-

Ricorda che il diagramma di stato di My e la descrizione formale di M
contengono le stesse informazioni, solo in forme differenti. Puoi sempre
andare dall’una all’altra se necessario.

Un buen modo per iniziare a comprendere una qualsiasi macchina &
provarne il comportamento su alcune stringhe di input. Quando fai questi
“esperimenti” per vedere come opera la macchina, il suo modo di funzionare
spessa diventa chiaro. Sulla stringa campione 1101, la macchina M, inizia
nel suo stato iniziale g1 e va prima nelle stato g2 dopo aver letto il primo 1.
e poi negli stati go, ¢y ¢ g2 dope aver letto 1, O e 1. La stringa & accettata
perché gu & uno stato accettante. Ma Ja stringa 110 lascia M, nello stato ¢,
quindi essa & rifiutata. Dopo aver provato aleuni altri esempi, dovresti aver
capito che My accetta tuite lo stringhe che terminano con un 1. Quindi
L{Ms3) = {w|w termina con un 1},

ESEMPIO 1.9 ........................... “ D P TP Ry

Considera automa finito M.

FIGURA 1.10

Diagramma di stato dell'automa finito M3 con due stati

La macchina M3 & simile a M3 tranne nella posizione dello stato accettante.
Come al solito, la macchina accetta tutte Ie stringhe che la lasciano in uno
stato accettante quando ne ha finito la lettura. Nota che, poiché lo stato
iniziale & anche uno stato accettante, Mz accetta la stringa vuota . Non
appena una macchina inizia a leggere la stringa vuota, ne ha finito la lettura;
guindi se lo stato iniziale & une stato accetiante, £ & accettata. Qlire alla
stringa vuota, guesta macchina accetta ogni stringa che termina con 0. In
questo caso,

LMz} = {w| w & la stringa vuota ¢ o termina con 0}.

ESEMPIO 111 oo o

La figura seguente mostra una macchina My con cingue stati.

1.1 - Automi finiti 41

FIGURA 1.12

L'automa finito M.

La macchina My ha due stati accettanti, ¢; ed ry, e opera sull’alfabeto
¥ = {a,b}. Alcuni tentativi mostrano che essa accetta le stringhe a, b, aa,
bb, ¢ bab, ma non le siringhe ab, ba, or bbba. Questa macchina inizia nello
stato s e dopo aver letto il primo simbolo in input, va a sinistra negli stati
g 0 a destra negli stati ». In entrambi i casi, non pud mai ritornare nello
stato iniziale (a differenza degli esempi precedenti), poiché non ha alcun
modo per ritornare a s da un gualsiasi altro stato. Se il primo simbolo
nella stringa di input & a. allors va a sinistra e accetta quando la stringa
termina con a. Analogamente, se il primo simholo & b, la macchina va a
destra. e accetta guando la stringa termina con b. Quindi My accetta tutte
le stringhe che iniziano e terminano con a o che iniziano e terminano con
b. In altre parole, My accetta le stringhe che iniziano e terminano con lo
stesso simbolo.

ESEMPIO 1.13 -eeeeemenees

La Figura 1.14 mostra la macchina My con tre stati e alfabeto di simboli
di input con quattro simboli, ¥ = {(RESET},0,1,2}. Trattiamo {RESET)
come un singolo simbolo.

O, (RESET}

1, {RESET)

FIGURA 1.14
L'automa finito Ay
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La macchina My conserva un calcolo parziale della somma dei simboli di in-
put numerici che legge, modulo 3. Ogni volta che riceve il simbolo {RESET),
riporta il conto a 0. Accetta se la somma & 0 modulo 3, o in altre parole,
se la somma & un multiplo di 3.

Descrivere un automa finito mediante il diagramma di stato non & possibile
in aleuni casi. Questo pud accadere quando il diagramma sarebbe troppo
grande da disegnare o, come nell’esempio successivo, se la descrizione di-
pende da alcuni parametr: non gpecificati. In questi casi, ci serviamo della
descrizione formale per specificare la macchina.

ESEMPIO 1‘15 ........................................

Consideriamo una generalizzazione deli’Esempio 1.13, che usa lo stesso al-
fabeto a quattro simboli £. Per ogni ¢ > 1 sia A; il linguaggio di tutte le
stringhe tali che la somma dei numeri & un multiplo di ¢, tranne che la som-
ma & riportata a 0 ogni volta che appare il simbolo (RESET). Per ogni 4;
definiamo un automa finito B;, che riconosce 4;. Descriviamo ia macchina
B; formalmente come segue: B; = (Q:, ¥, 6, o, {ga}), dove @; & l'insieme
degli i stati {go, 91,2, -- -, Gi-1},  definiamo la funzione di transizione 4;
in modo che per ogni j, se B; & in g4, la somma parziale sia j, modulo 2.
Per ogni g; sia

6il45,0) = g5
Si(g; 1) = qr,dove k=7 +1 modulo 7,
6:(g;,2) = Gx,dove k = j + 2 modulo i, e
51l (RESET)) = 0.

Definizione formale di computazione

Finora abbiamo descritto gli automi finiti informalmente, usando diagram-
mi di stato, e con una definizione formale, come una quintupla. La de-
scrizione informale & pili facile da comprendere ail’inizio, ma la definizione
formale & utile per rendere la nozione precisa, risolvendo ogni ambiguita che
pud essere presente nella descrizione informale. Di seguito, facciamo lo stes-
50 per la computazione di un automa finito. Abbiame gia un’idea informale
del modo in cui esso computa, e ora lo formalizziamo matematicamente.
Sia M = (¢}, %,8,q0, F) un automa finito € sia w = wjwy--- wn una
stringa dove ogni w; & un elermento dell’alfabeto Y. Allora M accefla w se

esiste una sequenza di stati ro,r1,. .., s in ¢ con tre condizioni:
1' T'D - qch
2. 8(ri,wip} =ris1, Peri=0,....n—-1 ¢

3.rp€eF.
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La condizione 1 afferma che la macchina inizia nello stato iniziale. La
condizione 2 afferma che la macchina passa da stato a stato in base alla
funzione di transizione. La condizione 3 afferma che la macchina accetta
il suo input se termina ia lettura in uno stato accettante. Diciamo che M
riconosce il linguaggio A se A = {w] M accetta w}.

DEFINIZIORE '1.16
Un linguaggio ¢ chiamato un linguaggio regolare se un
automna finito lo riconosce.

ESEMPIO 1.17

Considera la macchina My nell’Esempio 1.13. Sia w la stringa
10{RESET)22(RESET)012.

Allora M; accetta w in base alla definizione di computazione perché la
sequenza di stati che attraversa quando computa su w &

40,41, 41, 4o 42, 91, 99, 46, 41, 40,

che soddisfa le tre condizioni. 1} linguaggio di Ms &

L{Mz) = {w] la somma dei simboli in w & 0 modulo 3,
tranne per il fatto che (RESET} riporta la somma & 0}.

Poiché M riconosce questo linguaggio, esso & un linguaggio regolare.

Progettare automi finiti

La progettazione, che sia di un antoma o di un’opera d’arte, & un processo
creativo. Come tale, essa non puc essere ridotta a una semplice ricetta o
formula. Comundgue, ne! progeitare i vari tipi di automi, potresti trova-
re utile un particolare approccio. Ciog, mettere te stesse al posto della
macchina che stai provando a progettare ¢ pol vedere come affronteresti
’esecuzione del compito della maechina. Immaginare di essere la macchina
& un'abilith mentale che aiuta a coinvolgere I'intera mente nel processo del
progetio.

Progettiamo un automa finito usando il metodo “lettore uguale automa”
appena descritto. Supponi che ti venga dato un linguaggio e vuoi progettare
un automa finito che lo riconosce. Immaginando di essere I'automa, ricevi
una stringa in input e devi determinare se & un elemento del linguaggio che
I'automa deve riconoscere. Potrai vedere i simboli nella stringa uno a uno.
Dopo clascun simbolo, devi decidere se la stringa vista fino ad allora & nel
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linguaggio. 1l motivo & che tu, come la macchina, non sai se sej alla fine
della stringa, quindi devi essere sempre pronto con la risposta.

Innanzitutto, per prendere queste decisioni, devi capire cosa devi ricorda-
re della stringa mentre a stai leggendo. Perché non ricordare semplicemente
tutto quelio che hai visto? Considera che tu stai agendo come se fosst un au-
toma finito & che questo tipo di macchina ha solo un numero finito di stati,
it che significa una memoria finita, Tinmagina che 'input sia estremamente
hingo - diciamo, da qui alla luna — cosi che tu non potresti verosimilmen-
te ricordare 'mtero oggetto. Tu hai una memoria finita - diciamo, un
singolo foglio di carta - che ha una capacith di memorizzazione limitata.
Fortunatamente per molti linguaggt non hai bisogno di ricordare tutto I'in-
put. Devi ricordare solo aleune informazion essenziali. Esattamente guali
informazioni sono essenziali dipende dal particolare linguaggio considerato,

Per eserupio, supponiama che I'alfabeto sia {0,1} e che il linguaggio con-
sista di tutte le stringhe con un numero dispari di simboli uguali a 1. Vuoi
costruire un automa finito By che riconosca questo linguaggio. Inunaginan-
do di essere Uantoma. inigl a ricevere la stringa input di simboli 0 e 1 un
simbolo alla volta. Devi ricordare Pintera stringa vista finora per determi-
nare se il numero dei simboli uguali 1 & dispari? Naturalmente no. Ricorda
semplicemente se it numero dei simboli uguali a 1 visti fino ad allora & pari
o dispari e mantieni traccia di guesta informazione mentre leggl nuovi sim-
boli. Se leggi un 1, cambia la risposta: ma se leggl uno O, lagcia la risposta
com’e,

Ma come questo pud ajutarii a progettare Ey7 Una volta che hai de-
ferminato Vinformazione necessaria da ricordare circa la stringa mentre
la stai leggendo, rappresenti questa informazione come una lista finita di
possibilita. In questo caso, le possibilita sarebbero

1. finora pari e
2. finora dispari.

Poi assegni uno stato a ciascuna delle possibilith. Questi sono gli stati di
E;, come mostrato di seguito.

Jodd

FIGURA 1.18
| due stati Geven © Goda

Suceessivamente, assegni le transizioni vedendo come passare da una pos-
sibilita all’aléra subito dopo aver letto un simbolo, Quindi, se 1o stato even
rappresenta la possibilitd pari e lo stato geaq rappresenta la possibilita di-
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spari, potresti definire le transizioni per cambiare lo stato ricevendo un 1 e
stare fermo ricevendo uno 0, come mostrato di seguito.

FIGURA 1.19
Le transizioni mostrano come le possibilitd si riorganizzanc

Poi, stabilisci che lo stalo iniziale sta le stato corrispondente alla possibilita
assoclata con Paver visto 0 simboli finers (la stringa vuota ). In questo
caso, io stato iniziale corrisponde allo stato gue, poiché 0 & un numero
pari. Infine, stabilisci che gli stati accettanti siano quelli corrispondenti
alle possibilita in o vuol accettare la stringa di input . Stabilisei che Godd
sia uno stalo accettante poiché vuoi accettare quande hai visto un numero
dispari di simboli nguali a 1. Queste integrazioni sono mostrate nella figura
seguente.

FIGURA 1.2
Aggiunta detlo stato iniziale e degli stati accettanti

ESEMPIO 1.21

Questo esempic mostra come progettare un automa finito By per riconosce-
re il linguaggio regolare di tutte le stringhe che contengono la stringa 001
come sottostringa, Per esempio, 0010, 1001, 001, e 11111110011111 sonc
tutte nel linguaggio, ma 11 e 0000 non vi appartengono. Come riconosce-
resti questo linguaggio se tu immaginassi di essere E37 Quando arrivano i
simboli, inizialmente dovresti ignorare tutti i simboli uguali a 1. Se ricevi
uno 0, allora osservi che puoi avere appena visto il primo dei tre simboli
nel pattern 001 che stai cercando. Se a questo punto vedi un 1, cerano
troppo pochi 0, quindi riprendi a ignorare i simboli nguali a 1. Ma se a
questo punto vedi uno O, dovresti ricordare che hai appena visto due sim-
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boli del pattern. Ora devi semplicemente continuare a scorrere I'input fino
a quando vedi un 1. Se lo trovi, ricorda che sei riuscito a trovare il pattern
e continua a leggere la stringa di input fino alla fine.

Quindi ci sono quattro possibilita:

1. pon hai visto alcur simbolo iniziale de] pattern,
2. hai appena visto uno 0,

3. hai appena visto 00, 0

4. hai appena visto l'intero pattern 001.

Assegna gli stati g, go, Goo © Qooy 8 queste possibilitd. Puoi assegnare ie
transizioni osservande che da g leggendo un 1 resti in ¢, ma leggendo uno
0 passi in go. In go leggendo 1 ritorni in ¢, ma leggendo uno O passi in goo.
In qoo leggendo un 1 passi in goos, ma leggendo uno O resti in gqp. Infine,
in goos leggendo uno ¢ o un 1 resti in goox. Lo stato iniziale & g, e il solo
stato accettante & goor, come mostrato nella Figura 1.22,

FIGURA 1.22
Accetta le stringhe contenenti 001

Le operazioni regolari

Nelle precedenti due sezioni, abbiamo introdotto e definito gli automi finiti
e i linguaggi regolari. Ora iniziamo a studiare le loro proprieta. Questo
ailuterd a sviluppare una serie di tecniche per progettare automi che rico-
roscono particolari linguaggi. La serie includerd anche modi di provare che
alcuni altri linguaggi non sano regolari (ciog, oltre la capacita degli automi
finiti}.

In aritmetica, gli oggetti di base sono i numeri e gli strumenti sono le
operazioni per trattarli, come + e ». Nella teoria della computazione, gli
oggetti sono i lingnaggi e gli strumenti includono operazioni specificamente
progettate per trattarli. Definiamo tre operazioni sui linguaggi, chiamate
operazioni regolari, e le usiamo per studiare le proprietd dei linguaggi
regolari.
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DEFINTZIONE 1.23"

Siano A e B linguaggi. Definlamo le operazioni regolari
unione, concotenazione e star come segue:

» Unione: AUB = {zjr€ Aozxe B}
« Concatenazione: Ao B = {zyle € Aey < B}
« Star: A* = {x122... 25l k> 0 e ogniz; € 4}

Tu hai gia familiaritdh con Voperazione di unione. Fssa semplicemente
prende tutte le stringhe sia in A che in B e le raggruppa insieme in un
Hnguaggio.

L'operazicne di concatenazione & un pd piu complicata. Fssa antepone
una stringa di A ad una stringa di B in tutti i modi possibili per ottenere
le stringhe nel nuovo linguaggio.

L’operazione star & un pd differente dalle altre due poiché si applica a
un singolo linguaggio piuttosto che a due diflerenti linguaggi. Cioe, ope-
razione star & un’operazione unaria invece che un’operazione binaria.
Essa opera concatenando un humero qualsiasi di stringhe in A insieme per
ottenere una stringa nel nuovo linguaggio. Poiché “un numero qualsiasi”
include 0 come possibilita, la stringa vuota € € sempre un elemenio di A*,
indipendentemente da chi sia A.

ESEMPIO 1.24

Sia % lalfabeto standard a 26 lettere {a,b,...,z}. Se A = {good, bad} e
B = {boy,girl}, allora

AU B = {good, bad, boy, girl},
A o B = {goodboy, goodgirl, badboy, badgirl}, e

A* = {e, good, bad, goodgood, goodbad, badgood, badbad,
goodgoodgood, goodgoodbad, goodbadgood, goodbadbad, ... }.

Sia A = {1,2,3,...} Vinsieme dei numeri naturali. Quando diciamo che
N & chiuso rispetto allo moltiplicazione, intendiamo che per ogni z e y in
N, 1l prodotto & x y & ancora in M. Invece A non & chiuso rispetto alla
divisicne, poiché 1 e 2 soro in A ma 1/2 non lo & In generale, una classe
di oggetti & chiusa rispettoc a un’operazione se applicazione di questa
operazione a elementi della classe restituisce un oggetto ancora nella classe.
Mostriamo che la classe dei linguaggi regolari & chiusa rispetto a tutte e tre
le operazioni regolari. Nella Sezione 1.3, mostriamo che ci sono strumenti
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utill per trattare i linguaggi regolari e capire la potenza degli automi finiti.
Iniziamo con Voperazione unione.

TEOREMA 1,25 - S —

La classe dei linguaggi regolari € chiusa rispetto all’'operazione di unione.

In altre parole, se 4; e A sono linguaggi regolari, lo & anche 4; U A4,.

IDEA.  Abbiamo due linguaggl regolari, A; e As, e vogliamo mostrare che
anche A, U A; & regolare. Poiché Ay e Az sono regolari, sappiamo che un
antoma finito M riconosce A; e un automa finito My riconosce As. Per
provare che Ajl)As & regolare, esibiamo un automa finito, M, che riconosce
A U As

Questa & una prova costruttiva. Costruiamo M da A, ec_ﬂ ]Wg.. Per
riconoscere il linguaggio unione, la macchina M deve accettare il suc .mput
esattamente quando M; o My lo accetterebbero. Opera simulando sia M,
che M5 e accettando se Muna o Valtra delle simulazioni accetta. o

Come possiamo far s{ che la macchina A simuli M, ed M7 Magari prima
stmulande My sull’input ¢ poi simutando My sulf'input. Ma qui dobbiame
fare attenzione! Una volta che i simboli delinput sono stati letti e usati per
simulare My, nol nen possiamo “riavvolgere il nastro di input” per provare
la simulazione su Ms. Abbiamo bisogne di un’altra strategia.

Emmagina che tu sia M. Come ricevi i simboli input, uno a uno, t_.u
simuli sia M; che Mo contemporaneamente. In questo modo, & necessario
scorrere 'input solo una volla. Ma come puoi tenere traccia di entramb(?
le simulazioni con una memoria finita? Tutto quello che hai bisogno di
ricordare & lo stato in cui ciascuna macchina sarebbe se avesse letto Uinput
fine a quel punto. Quindi, devi ricordare una coppia di sta:t-i.. Quante
possibili coppie ¢l sono? Se M) ha k; stati ed My ha kg stati, il numero
delle coppie di stati, une in My e Paltro in My, & il prodotto kl.x ka.
Questo prodotto sara il numero degli stati in M, uno per ogni coppia. Le
transizioni di M vanno da coppia a coppia, aggiornando lo stato corrente
sia per la componente in A che per quella in Mp. Gl stati accettanti di
M sono quelle coppie tali che M; o M> & in uno stato accettanie.

DIMOSTRAZIONE

Supponiamo che M; riconosca Ay, dove My = (¢}, X, 01,41, F1), ed
M5 riconosca Ay, dove Me = (Qo, T, 82, gz, F2).

Costruiamo M che riconosce Ay U Ag, dove M = (Q, 5,5, qo, F).

1.Q = {{ri,r2}lm € @7 and ry &€ Qs }. o !
Questo ingieme & il prodotto cartesiano degli insiemi ¢ e Qo ed &
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denotato con Q) x (Js. £ Pinsieme di tutte le coppie di stati, il primo
in @) e il secondo in Q5. :

2. X, Palfabeto, & lo stesso di My ed My, In questo teorema e in tutti
i successivi teoremi simili, assumiamo per semplicita che sia M| che
My abbiano lo stesso alfabeto di simboli di inpat 3. 1 teorema resta
vero se hanno alfabeti diversi, ¥, e &5 Dopo dovremmo modificare
la prova ponendo £ = £ U 5.

3.4, la funzione di transizione, ¢ definita come segue. Per ogni {ry,ry) €
Geopniac i, sia

6((r1.rg),a.) = ((51 (T],a.).ég(*.r'z,a)).

Quindi & riceve uno stato & M (che in realtd & una coppia di stati,
uno in My e uno in Mz}, con un simbolo di input, e restituisce lo stato
successivo di M.

4.qp & la coppia (g;, g2}

5. F" & I'insieme delle coppie in cui I'uno o Ualtro elemento & uno stato
accettante di My o M. Possiamo seriverlo come

F: {(7'177'2);7"] | P\‘[ 0oy & FQ}

Questa espressione ¢ uguale & F = (F} x Q3) U (€1 % F2). (Nota che
non e uguale a F' = Fy x Fy. Cosa ci darebbe invece questo?3)

Questo conclude Ia costruzione dell’antoma finito M che riconosce Punione
di 4; e A2 Questa costruzione & piuttosto semplice, e quindi la sua corret-
tezza & evidente dalla strategia descritta nellidea delia prova. Costruzioni
pill complicate richiedono un'ulteriore discussione per provare la correttez-
za. Una prova formale di correttezza per una costruzione di guesto tipo
di solito procede per induzione. Per un esempio di una costruzione di cui
si prova la correttezza, vedi la prova del Teorema 1.54. La maggior parte
delie costruzioni che incontrerai in questo corso sono piuttosto semplici e
guindi non richiedono una prova formale dj correttezza.

Abbiamo appena mostrato che Punione di due linguaggi regolari & regolare,
provando in tal modo che la classe dei linguaggi regolari & chiusa rispet-
to alf’eperazione di unione. Ora rivolgiamo attenzione all’operazione di
concatenazione e tentiamo di mostrare che la classe dei lingnaggi regolari &
chiusa anche rispetto & questa operazione.

3 Quest'espressione definirebbe gli stati accettanti di Af come guelli per i quali entrambi
gli elementi della coppia sono stati accettanti. In gueste case, M accetterebbe una stringa
solo se M ed M Vaccettano, guind il linguaggio corrispondente sarebbe Vintersezione
e non Punione. In effetli, questo risudtato mostra che la classe dei Hnguaggs regolari &
chiusa rispetio allintersezione. _-
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TEOREMA 1.26

La classe dei linguaggi regolari & chiusa rispetto all'operazione di
concatenazione.

Tn altre parole, se A: e Ap sono linguaggi regolari, allora lo & anche Ayo Ao,

Per provare questo teorema, proviamao qualeosa di simile a%la prova del caso
dell'unione. Come prima, possiamno iniziare con gii automi finiti Ml ed Mg
che riconoscono i linguaggi regolari A1 e Ap. Ma ora, invece di costruire
Pautoma M che accetta it suo input se My o M, lo accetta, esso deve
accettare se il suo input pud essere diviso in due parti, tali chf& My acceita
la prima parte ed M accetta la seconda parte. 1l prgblema e che. I\:! _non
sa dove dividere i} suo input {ciog, dove finisce la prima parte e mizia la
seconda). Per risolvere questo problema, introduciamo una nuova tecrica

chiamata non determinismo.

1.2
NON DETERMINISMO

Il non determinismo & un concetto utile che ha avuto un grande impatto
sulla teoria della computazione. Finora nella nostra discussione, ogni passo
di una computazione seguiva univocamnente dal passo precedente. Qu.an—
do la macchina & in un dato stato e legge il simbolo di input successivo,
sappiame qual & lo stato successivo - ess0 € univmfan'lente determina.to.- In
questo caso parliamo di computazione deterministica. In una macchlina
non deterministica, possono esistere diverse scelte per 1o stato successivo
in ogni punto. o o

Il non determinismo & una generalizzazione del determinismo, quindi
ogni automa [inito deterministico e aut()maticamentg un au‘Fomg _ﬁnito
non deterministico. Come mostra la Figura 1.27, gli antom: finiti non
deterministici possono avere ulteriori caratteristiche.

FIGURA 1.27
L'automa finito non deterministico N3
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La differenza tra un automa finito deterministico, indicato con Pacronimo
DFA, e un automa finito non deterministico, indicato con Iacronimo NFA,
& subito evidente. In primo lnogo, ogni stato di un DFA ha sempre esatta-
mente un arco di transizione uscente per ogni simbolo nell’alfabeto. L'NFA
mostrato nella Figura 1.27 viola questa regola. Lo stato g; ha un arco
uscente per 0, ma ne ha due per 1; g2 ha un arco per 0, ma non ne ha
alcuno per 1. In un NFA, uno stato pud avere zerc, una, o pit archi uscenti
per ogni simbolo dell’alfabeto.

Inoltre, in un DFA, le etichette sugli archi di transizione sono simboli
dell’slfabeto. Questo NFA ha un arco con etichetta . In generale, un NFA
pud avere archi etichettati con elementi dell’alfabeto o €. Zero, unc, o pin
archi possono uscire da ciascuno stato con Petichetta g.

Come computa un NFA? Supponiamo di eseguire un NFA su una stringa di
input e di giungere in uno stato con pit modi per procedere. Per esempio,
supponiamo di essere nello stato ¢; dell’NFA Nj e che il simbolo di input
successivo sia un 1. Dopo aver letto questo simbolo, la macchina si divide in
pil copie di € stessa e segue tutte le possibilita in parallelo. Ogni copia della
macchina prende una delle possibili direzioni per procedere e continua come
prima. Se ci sono scelte successive, la macchina si divide di nuovo. Se il
simbolo di input successivo non compare su alcuno degli archi uscenti dallo
stato occupato da una copia della macchina, quella copia della macchina
“muore”, insieme con il ramo della computazione a essa associato. Infine,
se una gualunque di queste copie della macchina & in uno stato accettante
alla fine dell’input, I'NFA accetta la stringa di input .

Se c¢i imbattiamo in uno stato con un simbolo £ su un arco uscente,
accade qualcosa di simile. Senza leggere alcun input, la macchina si di-
vide in pit copie multiple, una che segue ciascun arco uscente etichettato
con € e una che resta nello stato corrente. Poi la macchina procede non
deterministicamente come prima.

Il non determinismo pud essere visto come una specie di computazions
parallela dove “processi” muliipli indipendenti o “threads” possono essere
eseguiti contemporaneamente. Quando UNFA si divide per seguire diverse
seelte, questo corrisponde a un processo di “separazione” in diversi figli,
ognuno dei quali procede per conto proprio. Se almeno uno di questi
processi accetta, allora U'intera computazione accetta.

Un altro modo per considerare una computazione non deferministica &
vederla come un albero di possibilita. La radice dell’alberc corrisponde
all’inizic della computazione. Ogni punto di ramificazione nell’albero corri-
sponde a un punto nella computazione in cui la macchina ha scelte muitiple.
La macchina accetta se almeno uno dei rami della computazione termina
in uno stato accettante, come mostrato nella Figura 1.28.
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FIGURA 1.28

Computazioni deterministica & non deterministica con un ramo accettante

Clonsideriamo alcuni esempi di esecuzione dell’NFA N1 mostrato in Figu-
ra 1.27. La computazione di Ny sullinput 010110 & rappresentata nella
figura seguente.

Simbolo letto

FIGURA 1.29
La computazione di Ny sull'input 010110

Sull’input 010110, iniziamo nello stato iniziale gy e leggiamo il primo sim-
bolo 0. Da g; ¢’& un solo posto dove andare su uno 0 - ossia, indietro su

£
¥
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g1 - guindi restiamo la. Poi, leggiamo il secondo simbole 1. In g; suun 1
ci sono due scelte: restare in ¢; o moversi in ¢z. La macchina si divide in
due per seguire ciascuna scelta, non deterministicamente. Mantieni traccia
delle possibilita mettendo un dite su ciascuno stato in cul una macchina
potrebbe essere. Quindi tn ors hai dita sugli stati g3 e gz. Un e-arco esce
dallo stato ¢o quindi la macchina si divide di nuovo; mantieni un dito su
ga, ¢ muovi Paltro in g3, Ora hai dita su qq, g2 ¢ ¢s.

Quande viene letto il terzo simholo 0, considera ogni dito, uno alla volta.
Mantieni il dito su g7, muovi il dito su g in g3, e togli il dito che stava su gs.
Quest’ultimo dito non ha archi su 0 da seguire ¢ corrisponde a un processo
che semplicemente “muore.” A questo punto, tu haj dita sugli stati g1 e ga.

Quando & letto I} quarto simbolo 1, dividi i dito su gy in dita sugli stati
g1 € gz, poi dividi ulteriormente i} dito su g per seguire 'e-arco entrante
in gg, e muovi il dito che era su ¢z in g4. Ora hal un dito su clascunc del
quatiro stati.

Quando & letto il quinto siimbolo 1, e dita su ¢ e gz diventano dita sugli
stati g1, 92, §3, © qa, come hai visto con il quarto simbolo. 1l dito sullo stato
g2 viene tolto da esso. 11 dito che era su g4 resta su g4. Ora tu hai due dita
su g4, quindi togline uno poiché devi solo ricordare che ¢4 & un possibile
stato in questo panto, nen che & possibile per piu ragioni.

Quando & letto il sesto ¢ finale simbolo 0, mantieni il dite su g7, muovi
quello su go in gz. rimuovi quello che era su gy, e lascia dov’e guelio su
gs. Ora sel alla fine della stringa, e accetti se qualche dito & su uno stato
accettanie. Tu hai dita supli stati ¢;. g3, e g4 e poiché g & uno stato
accettante, Ny accetta questa stringa.

Cosa fa Ny sull'input 0107 Inizia con un dito su ¢;. Bopo aver letto lo
0, hal ancora un dito solo su g1; ma dopo 'L ¢i sono dita su g1, g2, € g3
(non dimenticare Ve arco). Dopo il terzo simbole 0, togli il dito su g3 da
esso, mmovi il dito su gz in g3, e lascia il dito su g1 dov'e. A questo punto
sei alla fine dell'input; e siccome nessun dito € su uno stato accettante, IV
rifiuta gquesto input.

Continuando a provare in guesto medo, capirai che Np accetta tutie le
stringhe che contengono 101 o 11 come sottostringa.

Gl automi finiti non deterministici seno utili da vart punti di vista. Co-
me mostreremo, ogni NFA pud essere {rasformato in un DFAequivalente, e
construire un NFA & a volte piit facile che costruire direttamente un DFA.
Tn NFA pud essere molto pin piceolo dolla sua controparte deterministica,
o il suo funzionamento pud essere pin facile da capire. Il non determinisino
negli autorni finiti & anche una buona introduzione al non determinismo
in modelli di computazione pil potenti perché gli antomi finiti sono parti-
colarmente facili da capire. Ora passiamo a considerare diversi esempi di
NFA.
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ESEMPIQD  L.30 oo e P s

Sia A il linguaggio che consiste di tutte le stringhe su {0,1} contenenti un
1 nella terza posizione dalla fine (ad esempio, 000100 & in A ma 0011 non
lo &). Tl seguente NFA N3, con quattro stati, riconosce A,

0,1
FIGURA 1.31

L'NFA N3 che riconosce A

Un buon modo di vedere la computazione di questo NFA & dire che esso
resta nello stato iniziale g7 finché “ipotizza” che & a tre posizioni dalla fine.
A questo punto, se il simbolo di input & un 1, passa nello stato gs € usa g3
e g4 per “controllare” se la sua ipotesi era corretta.

Come menzionato, ogni NFA pud essere trasformato in un DFA equivalente;
ma a volte questo DFA pud avere molti pilt stati. Il pit piceolo DFA per 4
contiene otto stati. Inoltre, capire il funzionamente dell’NFA & molto pin
facile, come si pud vedere esaminando la figura seguente del DFA,

FIGURA 1.32
Un DFA che riconosce A

Supponiamo di aver aggiunto € alle etichette sugli archi che vanno da gy
a g3 e da g3 a g nella macchina N» nella Figura 1.31. Quindi entrambi
gli archi avrebbero allora le etichette 0,1, invece di 0, 1 soltanto. Quale
linguaggio Ny riconoscerebbe con questa variazione? Prova a modificare il
DFA nella Figura 1.32 per riconoscere questo linguaggio.
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ESEMPIO  1.33 oot e

1l seguente NFA N3 ha un alfabeto {0} di simboli input che consiste di
un solo simbolo. Un alfabeto contenente solo un simbolo & chiamato un
alfabeto unario.

FIGURA 1.34
L'NFA N3

Questa macchina mostra P'utilitd di avere € archi. Essa accetta tutte le
stringhe della forma 0f dove k& & un multiplo di 2 0 3. (Ricorda che
Pesponente denota ripetizione, non elevazione a potenza numerica.} Per
esempio, Ns accetta le stringhe &, 00, 000, GC00, e 000000, ma non O
o 00000.

Puoi vedere che la macchina opera inizialmente provando a indovina-
re se testare per un multiplo di 2 o un multiplo di 3, andando nel ciclo
superiore o nel ciclo inferiore, e pol verificando se la propria ipotesi ersa
corretta. Naturalmente, potremmo sostituire questa macchina con una
che non ha e-archi o perfino del tutto priva di non determinismo, ma
la macchina mostrata & quella piu facile da capire per questo linguag-
gio.

ESEMPIQ  1.35 st et s

Diamo un altro esempio di un NFA in Figura 1.36. Esercitati con esso per
convincerti che accetta le stringhe £, a, baba, e baa, ma che non accetta le
stringhe b, bb, e babba. Pih tardi useremo guesta macchina per illustrare
ia procedura per trasformare gli NFA in DFA,




56 CAPITOLO 1 — Linguaggi regolari

FIGURA 1.36
L'NFA N,

Definizione formale di
automa finitc non deterministico

La definizione formale di automa finito non deterministico & simile a queila
di automa finito deterministico. Entrambi hanno stati, un alfabeto di sim-
boli di input, una funzione di transizione, uno stato iniziale, e una collezione
di stati accettanti. Comunque, essi differiscono in un aspetto essenziale: nej
tipo di funzione di transizione. In un DFA, la funzione di transizione pren-
de uno stato e un simbolo di input e preduce lo stato successivo. In un
NFA, la funzione di transizione prende une stato e un simbolo di input ¢ la
stringa vuota e produce {'insieme det possibili stati successivi. Per secrive-
re la definizione formale, dobbiamo introdurre alcune notazioni aggiuntive.
Per un qualsiasi insieme @ denotiamo con P(Q) la collezione di tutti i sot-
toinsiemni di . In guesto caso P(Q)) & chiamato 'insieme potenza di
). Per ogni aifabeto X scriviamo I, per denotare £ U {e}. Ora possiamo
descrivere formalmente i} tipo di funzione di transizione in un NFA come

6: @ = E.— PG

DEFINTZIONE 1.37
Un automa finilo non deterministico & una quintupla
(@, %, 6,90, 1), dove

1. €2 & un insieme finito di stati,

2. T & un alfabeto finito,

3.0: @ x L.—P{Q) ¢ la funzione di transizione,

4. qgp € € & 1o stato iniziale, ed

5. F C @ e l'insieme degli stati di accettazione.
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ES EMP!O 1.38 .....................................................
Ricorda I'NFA Ni:

La descrizione formale di Ny & (Q, 2, 48,97, F), dove

1. ={a1.92.g3. qu}.

2.5 = {01},

3.4 & data da | o 1 €
aiie) {o,g) @
g {el 0 {gq}

g | @ {gs} ?
go [ laa}  {qs} 0,

4. ¢; ¢ lo stato iniziale, ed

La definizione formale di computazione per um NFA & simile a quella per un
DFA. Sia N = {2, 2,4, go, ) un NFA e sia w una stringa sull'alfabeto ¥, Di-
ciamo che NV accetta w se possiamo scrivere w come w = Y1y Yoy, dove
ciascun y; & un elemento di ¥ ed esiste una sequenza di stati rg, vy, ..., "y,
in @ con tre condizioni:

1.7p = qo,
2.7501 € 0y yipa), fori=10,...,m—1, ed
3.1, € F.

La condizione 1 dice che la macchina inizia nello stato iniziale. La condi-
zione 2 dice che lo stato ri11 & uno dei possibili stati successivi quando N
& nello stato r; e sta leggendo yio5. Osserva che 8(ry, yin ) & Uinsieme dei
possibili stati successivi ¢ quindi diciamo che 741 & un elemento di quel-
Vinsieme, Infine, la condizione 3 dice che la macchina accetta il suo input
e I'altimo stato & uno stato accettante.

Equivalenza tra gli NFA e i DFA

Gli autormd finiti deterministici e quelli non deterministici riconoscono la
stessa classe di lingnaggi. Questa equivalenza & sia sorprendente che utile.
E sorprendente perché gh NFA sembranc avere maggior potere computazio-
nale dei DFA, quindi uno potrebbe aspettarsi che gli NFA riconoscono piin
linguaggi. £ utile perché descrivere un NFA per un dato linguaggio a volte
& molto pilt semplice che descrivere un DFA per quel linguaggio.
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Diciamo che due macchine sono equivalenii se esse riconoscono lo stesso
linguaggio.

TEOREMA 1.39

Per ogni automa finito pon deterministico esiste un automa finito
deterministico equivalente.

IDEA. Se un linguaggio & riconosciuto da un NFA, allora dobbiamo mo-
strare Vesistenza di un DFA che lo riconosce. L'idea & trasformare NFA in
un DFA equivalente che simula I'NFA.

Ricorda la strategia “lettore come automa” per progettare automi finiti.
C'ome simuleresti 'NFA se stessi immaginando di essere un DFAT Cosa devi
memorizzare dell’elaborazione della stringa di input? Negli esempi degli
NFA, mantenevi traccia dei vari rami della computazione ponendo un dito
su ogni stato che potrebbe essere attivo in specificati punti nell'input. Ag-
giornavi la simulazione muovendo, aggiungendo e rimuovendo dita in base
al modo in cui I'NFA opera. Tutto quello di cui dovevi tenere traccia era
linsieme degli stati che avevano dita su essi.

e k & il numero degli stati dell’NFA, esso ha 2% sottoinsiemi di stati. Ogni
sottoinsieme corrisponde a una delle possibilitd che ii DFA deve ricordare,
quindi il DFA che simula NFA avra 2% gtati. Ora noi dobbiamo capire quali
saranno lo stato iniziale e gli stati accettantl del DFA, e quale sara la sua
funzione di transizione. Possiamo discutere di guesto pill facilmente dopo
aver introdotto alcune notazioni formali.

DIMOSTRAZIONE  Sia N = (@, %, 4, go, F') 'NFA che riconosce un linguag-
gio A, Costruiamo un DFA M = (@', %, &, ', I’ che riconosce A, Prima di
fare la costruzione completa, consideriamo inizialmente il caso pil semplice
in cui N non ha e-archi. In seguito considereremo gli e-archi.

1.Q = P(Q).
Ogni stato di M & un insieme di stati di N. Ricorda che @} &
'insieme dei sottoinsiemi di Q.

2.Per Re Q' ea e L, sia §(R,a) = {g € Q¢ € 6(r,a) per qualche r €
R}
Se}R & uno stato di M, esso & anche un insieme di stati di N. Quando
M legge un simbolo ¢ neilo stato R, mostra dove a porta ogni stato in
R. Poiché da ogni stato si pud andare in un insieme di stati, prendiamo
I'unione di tutti questi insiemi. Un altro modo per scrivere guesta

espressione @
#(R.a) = | 8(r,0) 2
reR

4La notazione U 8(r, a) significa: I'unione degli insiemi &(r, a) per ogai possibile r in R.
rER

g%n
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3.9 = {a}.
M inizia nello stato corrispondente alla collezione che contiene solo lo
stato iniziale di N.

4. F' = {R € (| R contiene uno stato accettante di N}.
La macchina M accetta se uno dei possibili stati in cui NV potrebbe
essere a quel punto & uno stato accettante.

Ora dobbiamo considerare gli g-archi. Per farlo, introduciamo qualche ulte-
riore notazione. Per ogni stato R di M, definiamo E{R} come la collezione
di stati che possoneo essere raggiunti dagli elementi di R proseguendo solo
con e-archi, includendo gli stessi elementi di R, Formalmente, per RCQ sia

E{R) = {q! ¢ pud essere raggiunto da R atiraverso ( o pill g-archi}.

Poi modifichiamo la funzione di transizione di M ponendo dita supplemen-
tari su tutti gli stati che possono essere raggiunti proseguendo attraverso
g-archi dopo ogni passo. Sostituendo &(r.a) con E(8(r,a)) realizziamo
questo effetto. Quindi

§(R,a) = {q € Qi g € E(6(r,a)) per qualche r € R}.

Tnoltre, dobbiame modificare lo stato iniziale di M per muovere inizialmente
le dita su tutti i possibili stati che possono essere raggiunti dallo stato
iniziale di N attraverso gli e-archi. Cambiare ¢’ in E({q}) realizza questo
risultato. Ora abbiamo completato la costruzione del DFA M che simula
INFA V. .

Ovviamente ia costruzione di M funziona correttamente. A ogni passo
nella, computazione di M su un inpui, chiaramente entra in uno stato che
corrisponde al sottoinsieme di stati in cui N potrebbe essere a quel punto.
Quindi la nostra prova € completa.

1l Teorema 1.39 afferma che ogni NFA pud essere trasformato in un DFA
equivalente. Quindi gli automi finiti non deterministici forniscono ur modo
alfernative di caratterizzare i linguaggi regolari. Esprimiamo questo fatto
come corollario del Teorema 1.39.

COROLLARIO 1.40

Un linguaggio & regolare se e solo se qualche automa finito non
deterministico lo riconosce.

Una direzione della condizione “se e sclo se” afferma che un linguaggio &
regolare se qualche NFA lo riconosce. 1l Teorema 1.39 mostra che ogni NFA
pud essere trasformato in un DFA equivalente. Conseguentemente, se un
NFA riconosce un linguaggio, lo fa anche qualche DFA, e quindi il linguaggio
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¢ regolare. L’altra direzione della condizione “se e solo se” afferma che un
linguaggio & regolare solo se qualche NFA lo riconosce. Ciog, se un linguaggio
& regolare, qualche NFA deve riconoscerlo. Ovviamente, questa condizione
& vera perché un linguaggio regolare ha un DFA che lo riconosce e un DFA &
anche un NFA.

ESEMPIO  1.41 e e s e e et ts s

Mustriamo la procedura che abbiame dato nella prova del Teorema 1.39 per
trasformare un NFA in un DFA usando la maechina Ny che appare (presente)
nell’Esempio 1.35. Per chiarezza, abbiamo rinominato gli stati di Ny in
{1.2,3}. Quindi nella descrizione formale di Ny = (Q,{a,b},4,1,{1}),
Pinsieme degli stati @ & {1, 2,3} come mostrato nella Figura 1.42.

Per costruire un DFA D equivalente a N4, innanzitutto determiniamo gli
stati di D. Ny ha tre stati, {1,2, 3}, quindi costruiamo D con otto stati, uno
per ogni sottoinsieme dell’insieme degli stati di Ny, Etichettiamo ognuno
degli stati di [} con il corrispondente sottoinsieme. Quindi Pinsieme degli
stati di D &

{0.{13.{2}. 43}, 1,2}, {3.3}. {2.3}. {1,2.3} }.

FIGURA 1.42
L'NFA N.

Poi, determiniamo lo staio iniziale e gli stati accettanti di D. Lo stato
iniziale &€ E({1}), Pinsieme deghi stati che sono raggiungibili da 1 passando
attraverso e-archi, pit 1 stesso. Un e-arco va da 1 a 3, quindi F{{1}) =
{1,3}. I nuovi stati accettanti sono guelli che contengono lo stato accettante
di Ny quindi {{1},{1,2},{1,3},{1,2,3} }.

Infine, determiniamo la funzione di transizione di D. Ciascuno degli
stati di D va in una posizione sull’input a e in una posizione sull’input b.
Ilustriamo il processo di determinare la posizione degli archi di transizione
di 7 con pochi esempi.

In D, lo state {2} va in {2,3} sull’input a perché in Ny, lo stato 2 va
sia in 2 che in 3 sull’input a e non possiamo andare pit lontano da 2 o 3
attraverso e-archi. Lo stato {2} va nelle stato {3} sull'input b perché in
Ny, lo stato 2 va solo nello stato 3 suil’input b e da 3 non possiamo andare
piti lontano attraverso € archi.
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Lo stato {1} va in ) su a perché nessun arco etichettato con a esce da
esso. Va in {2} su b. Nota che la procedura nel Tecrema 1.39 specifica
cke seguiarno gh € archi dops ogni simbolo di input che viene letto. Una
procedura alternativa basata sul seguire gli & archi prima di leggere ogni
simbolo funziona ugualmente bene, ma questo metodo non & llustrato in
questo esempio.

Lo state {3} va in {1.3} su a perché in Ny, lostato 3vainlsuaela
sua volta va in 3 con un € arco. Lo stato {3} su b va in 0.

Lo stato {12} su a va in {23} perché t non punta ad alcuno stato con
a archi, 2 punta sia a 2 che a 3 con a archi, ¢ nessuno dei due punta altrove
con e archi. Lo stato {1,2} su b va in {2,3}. Continuando iz questo modao,
otteniamo il diagramma per 12 nella Figura 1.43.

FIGURA 1.43
Un DFA D che & equivalente all'NFA N,

Posstamo semplificare questa macchina osservando che nessun arco punta
agli stati {1} e {1.2}, quind} essi possono essere tolti senza ripercussioni
sulla prestazione della macchina. Facendo cosi si ottiene la figura seguente,

FIGURA 1.44
I} DFA D dopo aver tolte gli stati non necessari

Chiusura rispetto aile operazioni regolari

Ora torniamo alla chiusura della classe dei Hnguaggl regolari rispetto alle
operazioni regolari che abbiamo iniziato nella Sezione 1.1. 1l nostro scopo @
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provare che 'unione, la concatenazione, e lo star di linguaggi regolari sono
ancora regolari. Abbandonammo il tentative originario di farlo guando
trattare Poperazione di concatenazione risultava troppo complicato. L'uso
del non determinismo rende le prove molto pit semplici.

Innanzitutto, consideriamo di nuovo la chivsura rispetto all’'unione. Pri-
ma abbiamo provato la chiusura rispetto all’unione simulando deterministi-
camente e simultaneamente entrambe le macchine, attraverso la costruzione
di un prodotto cartesiano. Ora diamoe una nuova prova per illustrare la tecni-
ca del non determinismo. Riesaminare a prima prova, che & a pagina 48, pud
essere utile per vedere quanto pin facile e pil intuitiva sia la nmuova prova.

TEOREMA 1.45

La classe dei linguaggi regolari & chiusa rispetto all’operazione di unione.

IDEA. Abbiamo i linguaggi regolari 4, e Ay e vogliamo provare che A;UAs
& regolare. L'idea & prendere due NFA, Ny ed Ny per Ay e Ay, e comporli
in un nuovo NFA, N.

La macchina N deve accettare il suo input se Ny o N; accetta questo in-
put. La nuova macchina ha un nuovo stato iniziale che si dirama negli stati
iniziali delle vecchie macchine con € archi. In questo modo, la nuova mac-
china ipotizza non deterministicamente quale delle due macchine accetta
Pinput. Se una di esse accetta 'input, anche N lo accetterd.

Rappresentiamo questa costruzione nella figura seguente. Sulla sinistra,
indichiamo lo stato iniziale e gli stati accettanti delle macchine Ny ed Nz
con cerchi grandi e alcuni ulteriori stati con cerchi piceoli. Sulta destra,
mostriamo come comporre Np ed Np in N aggiungendo archi di transizione
supplementari.

"g | fog
08© 08©
. L___/

“l0o Moo
%6 %8
N [ NU———

FIGURA 1.46
Costruzione di un NFA N per riconoscere A; U As
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DIMOSTRAZIONE

Sia N = (@1,%,81,q1, F1) che riconosce A; ed
Ny = (Qg, &, 82, g2, F2) che riconosce Ay.

Construiamo N = (@, 3,6, go, F') per riconoscere Ay U As.

1.Q = {g}UQ1 U Q.
Qli stati di NV sono tutii gli stati di Ny ed Ny, con I'aggiunta di un
nuove stato iniziale go.

2. Lo stato gg & Jo stato iniziale di N.

3. L’insieme degli stati accettanti /' = Fy U Fy.
Gli stati sccettanti di N sono tutti gli stati accettanti di Ny ed Na.
In questo modo, N accetta se Ny accetta o No accetta.

4. Definiamo § in modo che per ogni ¢ € (J e ogni a € ¥,

&i{g.e) g€
b2{g.a) g€ Qs
{gi,;2} g=goea=e¢
] Gg=gpease.

é{g,a) =

Ora possiamo provare la chiusura rispetto alla concatenazione. Ricorda
che in precedenza, senza it non determinismo, completare la prova sarebbe
stato difficile. :

TEQREMA 1.47

La classe dei linguaggi regolari & chiusa rispetto all’operazione di
concatenatione.

IDEA. Abbiamo i linguaggi regolari A) e A; e vogliamo provare che 4304,
& regolare. I’idea & prendere due NFA, Ny ed Ny per A; ed As, e combinarli
in un nuove NFA N come abbiamo fatto nel caso dell’'unione, ma questa
voita in un modo diverso, come mostrato nella Figura 1.48.

Poniamo come stato iniziale di N lo siato iniziale di ;. Gli stati ac-
cettanti di Ny hanno degli ulteriori e-archi che non deterministicamente
permettono di diramarsi in V2 ogni volta che Nj & in uno stato accetiante,
indicando che ha trovato uh pezzo iniziale dell’input che costituisce una
stringa in A;. Gl stati accettanti di N sono solo gli stati accettanti di
Ns. Quindi, esso accetta quando I'input pud essere diviso in due parti, la
prima accettata da N; e la seconda da Ny. Possiamo pensare che IV non
deterministicamente ipotizza dove effettuare la divisione.
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f\fl 1\;'2

N
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o o ©

FIGURA 1.48
Costruzione di N per riconoscere 4; o Ay

DIMOSTRAZIONE

Sia N1 = (1, %, 81, g, F1) che ricomosce 4, ed
Ny = ((J2. £, 02, g2, F5) che riconosce As.

Costruiamo N = (Q, £,8,q1, F3} per riconoscere 4; o As.
1.@=0Qs
Gh stati di N sono tutti gli stati di Ny ed Na.
2. Lo stato ¢: & uguale allo stato iniziale di Ny,
3. Gli stati accettanti /5 sono ugnali agli stati accettanti di Ny.
4. Definiame & in modo che per ognig ¢ Qe ognia € X,,

81ig,a} gEG e qgg F

(s(q.{j) — 51((]:0) gelMeas#e

’ Siig,a) Ug} g Flea=¢
dalg, a) g€ Q.

TEOQOREMA 1.49 -

La classe dei linguaggi regolari & chiusa rispetto alloperazione star.

IDEA.  Abblamo un linguaggio regolare A; e vogliamo provare che anche
Aj € regolare. Prendiamo un NFA N; per A; e lo modifichiamo per ricono-
scere Ay, come mostrato nella figura seguente. L'NFA N risultante sccettera
il suo input quando esso pud essere diviso in varie parti ed N; accetia ogni
parte.
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Possiamo costruire N come Ny con g-archi suppiementari che dagli stati ac-
cettanti ritornano allo stato iziziale. In questo modo. quando 'elaborazione
giunge alla fine di una parte che N, accetta, la macchina N ha la scelta
di tornare indietro allo stato iniziale per provare a leggere un’altra parte
che Ny accetta, Inoltre, dobbiame modificare N in modo che accett] £,
che & sempre un elemento di A7, Un’idea (leggermente cattiva) & semplice-
mente aggiungere lo stato iniziale all insieme degli stati accettants. Questa
strategia certamente aggiunge e al linguaggio riconosciuto, ma pud anche
aggiungere altre stringhe non volute. L’Esercizio 1.15 chiede un esempio
che mostri Pinsuccesso di questa idea. 11 modo per correggerla € aggiungere
un nuovo state iniziale, che & anche uno stato accettante, e che ha un g-arco
entrante nel vecchio stato iniziale. Questa soluzione ha Pefletto desiderato
di aggiungere € al linguaggio senza agghungere gualcos’altro.

FIGURA 1.50
Costruzione di N per riconoscere 4*

DIMOSTRAZIONE  Sia Ny = (Q, %, &, ¢, F1} che riconosce A4;.
Costruiamo N = (Q, %, 8, qo, F) per riconoscere AL
1.¢ = {q0} U
Gli stati di N sono gli stati di Ny pitl un nuovo stato iniziale.
2. Lo stato gy & il nuovo stato iniziale.
3.1 = {qo} U F]
Gl stati accettanti sono i vecchi stati accettanti pid 1l nuove stato
iniziale.
4. Definiamo ¢ in modo che per ogni ¢ € Q ¢ ogni a & e,

dilg. a) qgereqgg I
d1(g.a) geEFease
6(ga) = { dilg.0)U{qp} geFRca=c¢
{1} G=gea=c¢
# g=qgseae,
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1.3 e
ESPRESSIONI REGOLARI

In aritmetica, possiamo usare le operazioni + e > per costruire espressioni

come
(5+3)x4.

Analogamente, possiamo usare le operazioni regelari per costruire espres-
sioni che descrivono linguaggi, che sono chiamate espressiont regolari.
Un esempio &:

(o U 1)0%.

1l valore dell’espressione aritmetica & il numero 32. 11 vajore di un’espres-
sione regolare & un linguaggio. In questo caso, il valore & il linguaggio che
consiste di tutte le stringhe che iniziano con uno 0 o un 1 seguito da un
qualsiasi numero di simboli uguali a 0. Otteniamo questo risultato divi-
dendo Vespressione nelle sue parti. In primo luogo, i simboli ¢ e 1 sono
abbreviazioni per gli insiemi {0} e {1}. Quindi (0U1) significa ({0} U {h.
11 valore di questa parte & il linguaggio {0,1}. La parte 0* denota {0}",
il suo valore & it linguaggio che consiste di tutte le stringhe contenenti un
numero qualsiasi di simboli uguali a 0. Inoltre, come il simbolo x in alge-
bra, il simbolo della concatenazione o & spesso sottinteso nelle espressioni
regolari. Quindi (0 U 1)0* & in realtd un’abbreviazione per (OU 1)00* La
concatenazione connette le stringhe dalie due parti per ottenere il valore
dell’intera espressione.

Le espressioni regolari hanno un ruolo importante nelle applicazioni del-
Pinformatica. Nelle applicazioni che coinvolgono testo, gli utenti possono
voler cercare stringhe che soddisfano alcuni schemi. Le espressioni regolari
forniscono un metodo potente per descrivere tali schemi. Alcune utility
come awk e grep in UNIX, linguaggi di programmazione moderni come Perl,
ed editor di testo, tutti forniscono meccanismi per la descrizione di schemi
usando espressioni regolari.

ESEMPIO 1.51

Un altro esempio di espressione regolare &
(ou1)*.

Fssa inizia con il linguaggio (0U 1) a cui applica I'operazione *. 11 valore di
(questa. espressione & il linguaggio che consiste di tutte le possibili stringhe
di simboli 0 e 1. Se & = {0,1}, possiamo usare Y. come abbreviazione per
Pespressione regolare (0 1). Pill in generale, se ¥ & un qualsiasi alfabeto,
I’espressione regolare 3 descrive il linguaggio che consiste di tutte le stringhe
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di lunghezza 1 su questo alfabeto e £* descrive il linguaggio che consiste di
tutte le stringhe su quell’alfabeto. Analogamente, £*1 & il linguaggio che
contiene tutte le stringhe che terminano con 1. 1l linguaggio (0X*) U (£*1)
consiste di tutte le stringhe che iniziano con uno 0 ¢ terminano con un 1.

In aritmetica, diciamo che x ha precedenza su + per intendere che, quan-
do ¢’& una scelta, eseguiamo prima U'operazione x. Quindiin 2+ 3 x 4, la
moltiplicazione 3 x 4 & eseguita prima dell’addizione. Per far si che I’addi-
zione sia eseguita prima, dobbiamo aggiungere delle parentesi per ottenere
(2+3} x 4. Nelle espressioni regolari, Poperazione star & eseguita per prima,
seguita dalla concatenazione e infine dall’unione, a meno che delle parentesi
non cambino P'ordine usuale.

Definizione formale di espressione regolare

DEFINIZIONE 1.52
Diciamo che R & un’espressione regolare se R &

1. a per qualche o nell’alfabeto I,

2. g,

3.0,

4.(R1 U Ry), dove Ry ed Ry sono espressioni regolari,
5. (Ry 0 Ra), dove Ry ed Ry sono espressioni regolari, o
6. (R;}, dove R; & un'espressione regolare.

Nei punti I e 2, le espressioni regolari a € € rappresen-
tano i lingnaggi {a} e {e}, rispettivamente. Nel punto 3,
I’espressione regolare i) rappresenta il linguaggio vuoto. Nei
punti 4, 5, e 6, le espressioni rappresentanc i linguaggi ot-
tenuti prendendo Punione o la concatenazione dei linguaggi
Ry ed Ry, o lo star del linguaggio R;, rispettivamente.

Non confondere le espressioni regolari € e . L’espressione £ rappresenta il
linguaggio che contiene una sola stringa — ossia, la stringa vuota — mentre
() rappresenta il linguaggio che non contiene alcuna stringa.
Apparentemente, sembra che stiamo definendo la nozione di espressione
regolare in termini di sé stessa. Se fosse vero, avremmo una definizione
circolare, che non sarebbe valida. Comunque, R ed R» sono sempre pit
piceole di B. Quindi in realth stiamo definendo le espressioni regolart in ter-
mini di espressioni regolari pitt piceole, evitando in tal modo la circolarita.
Una definizione di questo tipo & chiamata una definizione induttiva.
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Le parentesi in un’espressione possono essere omesse. Se lo sono, la valu-
tazione e fatta nell’ordine della precedenza: star, poi concatenazione, poi
unione.

Per comodita, usiamo R* come abbreviazione per RR*. In altre parole,
mentre B* contiene tutte le stringhe che sono concatenazione di 0 o pin
stringhe di R, il linguaggio ™ contiene tutte le stringhe che sono concate-
nazione di 1 o pilt stringhe di R. Quindi B Ug = B*. Inolire, denotiamo
con R* Vabbreviazione della concatenazione di k copie di R insieme.

Juando vogliamo distinguere tra un’espressione regolare R e il linguaggio
che descrive, denotiamo con L{R) il linguaggio di R.

ESEMPIC 1.53

Negli esempi seguenti, assumiamo che Valfabeto T sia {0,1}.

1.0"10* = {w| w contiene un solo 1},
2. Z"1%* = {w|w ha almeno un 1},
3, £7001%" = {w] w contiene ia stringa 001 come sottostringa}.
4.17(01% )" = {wlogni 0 in w & seguite da almeno un 1},
5. (X8} = {w]w ¢ wna stringa di lunghezza pari}.”
6. (XXE)" = {w]la langhezza di w & un multipio di 3}.
7.01U10 = {01, 10}.
8.0X"0 L 1X" 10U 1 = {w|w inizia e termina con lo stesso simbolo}.
g.{0Uel1*=01"U1"
L’espressione 0 U e descrive i} linguaggio {0, e}, quindi Poperazione di
concatenazione aggiunge 0 o € prima di ogni stringa in 17,
10.(0ue){iue) = {g,0,1,01}.
1.9 =10,
Concatenando Tinsieme vuolo a un qualsiasi insieme si ottiene
Pinsieme vuoto.
12,9 = {e}.
L’operazione star concatena un numero qualsiasi di stringhe del lin-
guaggio per ottenere una stringa nel risultato. Se il linguaggio ¢ vuoto,
I'operazione star pud concatenare 0 stringhe, dando solo la stringa
vaota.

Se R & un’espressione regolare qualsiasi, abbiamo le seguenti identith. Fsse
sono un buon test per controllare se hai capito la definizione.

5 - L N - . . .
“La lunghezza di una stringa & il numere di simboli che essa contiene,
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Ruf=R.
Aggiungere il linguaggio vuoto a un qualsiasi altro Hnguaggio non ia
carmbia.

Roe=R.
Concatenare la stringa vuota a una qualsiasi stringa non la cambia.

Tuttavia, scambiare § ¢ & nelle precedenti identita puo far si che le
uguaglianze non siano vere,

R e pud non essere uguale & R.
Per esempio, se B = 0, allora L(R) = {0} ma L{RUe) = {0,e}.

F o pud non essere uguale a K.
Per esempio, se B = 0, allova L{R) = {0} ma L(Ro @) = i

Le espressioni regolari sono un utile strunento nel progetto dei compilator]
per i linguaggi di programmazione. Gl oggeti elementari in un linguaggio
di programmazione, chiamati foken, come i nomi delle variabili e le co-
stantl, possone essere descritti con espressioni regolari. Per esempio, una
costante numerica che pud avere una parte decimale e /6 un segno pud essere
descritta come un elemento del linguaggio

(+U-ue) (DY UDT D' UD . DY)

dove D = {0.1,2,3,4,5.6,7,8,8) & Ualfabeto delle cifre decimali. Esempi
di stringhe generate sono: 72, 3.14159, +7.. e - .01,

Una volta che la sintassi i un linguaggio di programmazione & stata
descritta con un’espressione regolare in termini dei suoi token, dei siste-
mi automatici possono generare I’ analizzatore lessicale, la parte di un
corapilatore che elabora iniziaimente il programma input.

Equivalenza con gii automi finiti

Le espressioni regolari e gli antomi finiti sono equivalenti rispetto alla loro
potenza descrittiva. Questo fatto ¢ sorprendente perché gli automi finiti
e le espressioni regolari a prima vista sembrano essere piuttosto differenti.
Tuttavia, ogni espressione regolare pud essere trasformata in un auioma
finito che riconosce il linguaggio che essa descrive, e viceversa. Ricorda che
un linguaggio regolare & un linguaggio che & riconosciuto da qualche automa
finito.

TEOREMA 1.54

Un linguaggio & regolare se e solo se qualche espressione regolare lo descrive.
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Questo teorema deve essere dimostrato in entrambe le direzioni. Noi
enunciamo € proviamo ciascuna direzione in un lemma separato.

LEMMA 1.55

Se un linguaggio & descritto da un'espressione regolare, allora essoc &
regolare.

IDEA. Supponiamo di avere un’espressione regolare R che descrive un
linguaggio A. Mostriamo come trasformare R in un NFA che riconosce A.
Per il Corollaric 1.40, se un NFA riconosce A allora A & regolare.

DIMOSTRAZIONE Trasformiamo R in un NFa N. Consideriamo i sei casi
nelia definizione di espressione regolare.

1.R = a per qualche @ € %. Allora L(R) = {a} e il seguente NFA

riconosce L(R).
‘Ova_.©

Nota che questa macchina soddisfa la definizione di NFA ma non quella
di DFA perché ha qualche stato con nessun arco uscente per ognl possi-
bile simbolo di input. Naturalmente, qui avremmo potuto presentare
1un DFA equivalente; ma un NFA & tutto quello di cui abbiamo bhisogno
per ora, ed & pit: facile da descrivere.

Formalmente, N = ({g1,¢2}, . 0, 91, {g2}), dove descriviamo 4
dicendo che §{g1,a) = {g2} e 6{r.,b) =0 perr #qr 0 b # a.

2.R=¢. Allora L(R) = {€} e il seguente NFA riconosce L(R).

@

Formalmente, N = ({qi1}, 5,6, 41, {q1}), dove &{r,b) =0 per ogni r e b.
3.R=0. Allora L(R) = 0, e il seguente NFA riconosce L{R).

-

Formalmente, N = {{q}, %, d,q, @), dove &(r, b) = 0 per ogni r e b.
4. R = Ry U Ra.
5 R=R;oRs.
6. R =Ry
Per gli ultimi tre casi, usiamo le costruzioni date nelle prove che la classe dei
linguaggi regolari & chiusa rispetto alle operazioni regolari. In altre parole,
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costruiamo I'NFA per R dagli NFA per Ri ed Ry (o soio R, nel caso 6) e
mediante Uappropriata costruzione della chiusura. -

Questo termina la prima parte della prova del Teorema 1.54, dando la
direzione pilt facile della condizione “se e solo se”. Prima di passare all’altra
direzione, consideriamo alcuni esempi in cui usiame questa procedura per
trasformare un’espressione regolare in un NFA.

[ ] =0 T T - Tt

Trasformiamo 1'espressione regolare {ab U a}* in un NFA in una sequenza
di passi. Costruiamo l'automa dalle sottoespressioni pili piccole alle sot-
toespressioni pilt grandi finché abbiamo un NFA per I'espressione iniziale,
come mostrato nel diagramma seguente. Nota che questa procedura gene-
raimente non ¢a PNFA con il minor numero di stati. In questo esempio, la
procedura di un NFA con otto stati, ma il pili piccolo NFA equivalente ha
solo due stati. Riesci a trovarlo?

ab

abUa

(ablUa)*

FIGURA 157
Costruzione di un NFA dall'espressione regolare (abita)”
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ESEMPIO 1.58

Nella Figura 1.59, trasformiamo I'espressione regolare {a U b)*aba in un
NFaA. Alcuni dei passi meno Importanti non sono mostrati.

aUb

(alub)*

aba

(alib)™aba

FIGURA 1.59 .
Costruzione di un NFA dall'espressione regolare (aldb) aba

] 3 5 5 o =4
Ora veniamo all’altra direzione della prova del Teorema 1.54.

LEMMA 1,60 o

Se un linguaggio & regolare, allora & descritto da un’espressione regolare,

IDEA. Dobbiamo mostrare che se un linguaggio A & regolare, allora un’e-
spressione regolare lo descrive. Poiché A & regolare, esso e accettato‘ dq
un DFA. Descriviamo una procedura per trasformare i DFA in espressioni
regolari equivalenti. . .
Dividiamo guesta procedura in due parti, usando un nuovo tipo di auto-
ma finito chiamato automa finito non deterministico generalizzato,
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GNFA. Prima mostriamo come trasformare un DFA in un GNFA e poi come
trasformare un GNFA in un'espressione regolare.

Gli automi finiti non deterministici generalizzati sono semplicemente au-
tomi finiti non deterministici nei quali gl archi delle transizioni possono
avere espressiond regolari come etichette, invece che solo elementi dellalfa-
beto o €. 1 GNFA legge bloechi di simboli dall'input, non necessariamente
solo un simbolo alla volia come in un comune NFA. TI GNFA si muove lunge
un arco di transizione che collega due stati leggendo un blocco di simbo-
Ii dailinput che formano una stringa descritta dall’espressione regolare su
queli'arco. Un GNFA & non determiristico ¢ quindi pud avere diversi mo-
di di elaborare la stessa stringa di input. Esso accetta i1 suo input se la
sua claborazione pud far si che i} GNFA sia in uno stato accettante alla fine
dell'input. La figura seguente presenta un esempio di un GNFA.

FIGURA 1.61
Un automa finito non deterministico generalizzato

Per comoditd, richiediamo che i GNFA abbiano sempre una forma speciale
che soddisfi le seguenti condizioni.

¢ Lo stato iniziale ha archi di transizione uscenti verso un qualsiasi altro
stato ma nessun arco entrante proveniente da un qualsiast altro stato.

¢ Esiste un solo stato accettante, ed esso ha archi entranti provenienti da
un qualsiasi altro stato ma nessun arce uscente verso un qualsiasi altro
stato. Inoltre, lo stato accettante non & uguale allo stato iniziale.

* Eccetto che per lo stato iniziale e lo state accettante, un arco va da
ogni stato ad ogni altro stato e anche da ogni stato in sé stesso.

Possiamo facilmente trasformare un DFA in un GNFA nella forma speciale.
Aggiungiamo semplicemente un nuovo stato iniziale con un e-arco che entra
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nel vecchio stato iniziale e un nuovo stato accettante con s-archi entranti,
provenienti dai vecchi stati accettanti. Se alcuni archi hanno pit et'}che-tte {o
se ¢i sono pilt archi che collegano gli stessi due stati nella stessa d.1rez10ne),
sostituiamo ognuno di essi con un solo arco la cui etichetta & Pupione dell§
precedenti etichette. Infine, aggiungiamo archi con etichetta @ tra sta.tl
che non hanno archi. Questo ultimo passe non cambierebbe il linguaggio
riconoscizto perché una transizione etichettata con ) non pud mai essere
usata. Da qui in poi assumiamo che tuttl i GNFA sono neila forma spe-
ciale.

Ora mostriamo come trasformare un GNFA in un’espressione regolare.
Supponiamo che il GNFA abbia k stati. Allora, poiché un GNFA deve avere
uno stato iniziale e uno stato accettante ed essi devono essere diversi tra
loro, sappiamo che k& > 2. Se k& > 2, costruiamo un GNFA equivallente
con k — 1 stati, Questo passo pud essere ripetute sul nuove GNFA fino a
quando esso & ridotto a due stati. Se & = 2, il GNFA ha un solo arco Ch(?
va dallo stato iniziale allo stato accettante. L’etichetta di questo arco e
Pespressione regolare equivalente. Per esempio, le fasi per trasforme'we un
DFA con tre stati in un’espressione regolare equivalente sono mostrati nella
figura seguente.

DFA GNFA ; GNFA
con 3 stati 3 con 5 stati con 4 stati

GNFA GNFA
con 2 stati con 3 stati

espressione
regolare

FIGURA 1.62 )
Fasi tipiche nella trasformazione di un DFA in un'espressione regolare

1l passo cruciale & costruire un GNFA equivalente con uno stato in meno
quando k& > 2. Lo facciamo scegliendo uno stato, estraendolo dalla mac-
china, e modificando il resto in modo che sia ancora riconosciuto 10: s_te.sso
linguaggio. Ogni stato pud essere scelto, purché non sia lo stato iniziale
o lo stato accettante. Siamo certi che un tale stato esiste perché k& > 2.
Chiamiamo grp lo stato rimosso. .

Dopo aver rimosso grp modifichiame la macchina cambiando le (?spres—
sioni regolari che etichettano ciascuno dei restanti archi. Le nuove etichette

controbilanciano 'assenza di ¢rip reintegrando ie computazioni perse. La

nuova etichetta che va da uno stato g; a uno stato g; & un’espressione rego-
lare che descrive tutte le stringhe che porterebbero la macchina (?a giag;o
direttamente o tramite gup. Illustriamo questa strategia nella Figura 1.63.
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iy

O (Ry) (Ry)* (Ra) U (Ry) O
a; 4
R] @ R3

) Ry

before after

FIGURA 1.63
Costruzione di un GNFA equivalente con uno stato in meno

Nella vecchia macchina, se

1. ¢; va a gpp con un arco etichettato R;,

2. ¢rip va in ¢ stesso con un arco etichettato Ra,
3. g:sp va a g; con un arco etichettato iz,

4.q; va a g; con un arco etichettato Ry,

allora neila nuova macchina, I'arco da ¢; a g; riceve Petichetta
(£1){Rg)"(R3) U (Raq).

Facciamo questa modifica per ogni arco che va da un qualsiasi stato g a
un qualsiasi stato g;, includendo il caso in cui ¢; = ¢;. La nuova macchina,
riconosce il linguaggio di partenza.

DIMOSTRAZIONE,  Formalizziamo questa idea. In primo luogo, per ren-
dere piu facile la prova, definiamo formalmente il nuovo tipo di automa
introdotto. Un GNFA & simile a un automa finito non deterministice tranne
che per la funzione di transizione, che ha la forma

d: (Q - {Qaccept}) X (Q - {QStart})"—*’R--

Il simbolo R & la collezione di tutte le espressioni regolari sull’alfabeto T,
€ Gstart € Jaccept SONO gli stati iniziale e accettante. Se d(g;, ¢;) = R, Parco
dallo stato ¢; allo stato ¢; ha come etichetta 1'espressione regolare R. 1l
dominio della funzione di transizione & (€ — {gacoopt}) % (@ ~ {@start})
perché un arco collega ogni stato a un qualsiasi altro stato, tranne che
nessun arco & uscente da goeeept 0 & entrante in gegar.
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TTTIEFINIZIONE 1.64
Un gutoma finito non deterministico generalizzato &
una quintupla, {€}, X, &, gstart, Gaceept ) dove

1. (7 & I'insieme finito degli stati,

2. % & Palfabeto di input,

3.6:{Q - {Gaceeps }) % (@~ {Gstars }} = R & la funzione

di transizione,
4. gerare © lo stato iniziale e
5. accept € 10 stato accettanie.

TUn GNFA accetia una stringa w in X% se w = unwa - W, dove ogni w; € in
T ed esicte una sequenza di stati go, g1, -5 9k fale che

1. gy = gstars © lo stato iniziale,
2. g1 = Qaceept @ lo stato acceltante e -

3. per ogni ¢, risulta w; € L(R;). dove R; = 6(gi—1,6:): in altre parole,
R; & Yespressione suil’arco da ;1 8 ¢;- ‘
Tornando alla prova del Lemma 1.60, sia M il DFA per il %inguag:g].o_A.
Allora trasformiamo M in un GNFA G agglungendo un nuovo stato iniziale
e un nuovo stato accettante e i necessari archi di transizione sup;_)l.em‘env
tari. Usiamo la procedura CONVERT((), che prende un GNFA e 'restlt-ussce
un’espressione regolare equivalente. Quest.a' procedurg usa 1.3 'mcorsz}c))?le,
che significa che essa chiama sé stessa. Evitiamo un cicle infinjito perché la
procedura chiama sé stessa solo per elaborare un GNFA che ha uno stato

meno. I easo in cui il GNFA ha due stati ¢ tratéato senza ricorsione.

CONVERT{():

1. 8ia & il pumero di stati di G

2.8¢ k = 2, allora G deve consistere di uno stato iniziale, uno sta’t.o
accettante, e un singolo arco che 1t collega ed & etichettato con un'e-
spressione regolare K.
Restituisce 'espressione K.

3.Se k > 2, scegliamo un qualsiasi stato grp € @ diverso da Gsart ©
Gaccepr, © 8ia G il GNFA (Q. 5.8, Getart: Gaceept )> dove

Q' =Q—{4rip}s

¢ per ogni gi € Q' — {Gaccept} © 08Nt gj € Q' ~ {gstart }, poniamo

8{gi,q;) = (R1)(Rz2)"(Rs) U (Ra),
dove Ry = é(qi.qrap}, By = 5(qripeqrip)7 Ry = 5{qrip:9'j) ed

Ry = &(qi- g5).
4. Calcola CONVERT{G') e restituisce questo valore.

Di seguito proviamo che CONVERT restituisce un valore corretto.
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FATTO 1.65 -~

Per ogni GNFA 7, CONVERT(() & equivalente a (.

Proviamo quest’affermazione per induzione su &, il numero i stati del GNFA.

Base: Proviamo che affermazione & vera per k = 2 stati. Se (& ha solo due
stati, esso puo avere solo un singolo arco. che va dallo stato iniziale allo stato
accettante. 1’espressione regolare che & Petichetta di quest’arco descrive
tutte le stringhe che permettono a G i raggiungere lo state accettante.
Cruindi quest’espressione & equivalente a G,

Fasso induttivo: Assumiamo che Paffermazione sia vera per k — 1 stati
¢ usiamo questa ipotesi per provare che Paffermnazione @ vera per k stati.
in primo luogo mostriamo che G e 7 riconoscono lo stesso linguaggio.
Supponiamo che G accetti un input w. Allors in un ramo accettante della
computazione, (¢ entra in una sequenza di stati:

Gstart: 91 42, 93, - - -+ Gaccept-

Se nessuno di essi & lo stato rimosso Grip, evidentemente anche G accetta w.
La ragione & che ciascuna delle nuove espressioni regolari che etichettano gli
archi di G” contiene le vecchie espressioni regolari come parte di un’unione.

Se gy € presente, eliminando ogni sequenza. di stati grip CONBECULIVI Creia-
mo una computazione accettante per &', Gii stati ¢; e g; che raggruppano
una tale sequenza hanno una nuova espressione regoiare sull’arco tra essi,
la quale descrive tutte le stringhe che portano da ¢ a g altraverso ¢, in
. Quindi G’ accetta w.

Viceversa, suppeniamo che GY accetti un input w. Poiché ciascun arco
tra due qualsiasi stati ¢; e g; in &' descrive la collezione delle stringhe che
portano da g; & g; in G, o direttamente o attraverso Grip. anche G deve
accettare w. Quindi G e G sono equivalenti.

L'ipotesi induttiva afferma che quando Ualgoritrao chiama sé stesso ri-
corsivamente sullinput G’, il risuitato & un’espressione regotare che & equi-
valente a G7 perché G’ ha k — 1 stati. Quindi anche questa espressione
regolare & equivalente a G, e abbiamo provato che Ialgoritmo & corretto.

Questo conclude la prova del Claim 1.65, del Lemma 1.60, e del
Teorema 1.54.

ESEMPIO 1.66

In questo esempio, usiamo il precedente algoritme per trasformare un
DFA in un'espressione regolare. Iniziamo con il DFA con due stati nella
Figura 1.67(a).
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Nella Figura 1.67(b), creiamo un GNFA con quattro stati aggiungendo un
nuovao stato iniziale e un nuovo stato accettante, chiamati s e a invece di
Gstart € Qaccept 10 odo da poterli disegnare in modo conveniente. Per evitare
di ingombrare la figura, non disegniamo gli archi etichettati {0, sebbene essi
vi siano. Nota che sostituiamo le etichette a, b sul ciclo nello stato 2 del
DFA con letichetta a U b nel corrispondente punto del GNFA. Facciamo in
questo modo perché le etichette del DFA rappresentano due transizioni, una
per a e Y'altra per b, mentre il GNFA pud avere solo una singola transizione
che va da 2 a sé stesso.

Nella Figura 1.67(c), eliminiamo lo stato 2 e aggiorniamo le etichette
degli archi restanti. In questo caso, la sola etichetta che cambia & quella da
1 ad a. Nella parte (b) era 0, ma nella parte {c) essa & b{aUb)*. Otteniamo
questo risultato seguendo il passo 3 della procedura CONVERT. Lo stato g
& lo stato 1, o stato g; © a, e gup ¢ 2, quindi iy = b, By =aUb, Ry=eed
R, = (. Pertanto, la nuova etichetta sull'arco da 1 ad a & (b){aUb)* () U.
Semplifichiamo quest’espressione regolare in b(aUb)*.

Nella Figura 1.67(d), eliminiamo lo stato 1 dalla parte (c} e seguiamo la
stessa procedura. Poiché restano solo lo stato iniziale e lo stato accettante,
Vetichetta sull’arco che li collega & I'espressione regolare equivalente al DFA

iniziale.
(o
b
a,b
a*blalb}*
(d)
FIGURA 167

Conversione di un DFA con due stati in un’espressione regolare equivalente
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ESEMPIO 1.68

In questo esempio, iniziamo con un DFA con tre stati, I passi nella
trasformazione sono mostrati nella figura seguente.

(batta)(aa Ub)*ab U bb

(© {d)

~( ©
(a{aaUb)*abuib){{bat/a)(aaUb)*abUbb}* ({bala}{aaUb)* Ue)Ua(aa Ub)*

()

FIGURA 1.69
Conversione di un DFA con tre stati in un'espressione regolare equivalente

LINGUAGG! NON REGOLARI

Per comprendere il potere computazionale degli automi finiti dobbiamo
anche comprenderne i limitl. In questa sezione, mostriamo come provare
che alcuni linguaggi non possono essere riconosciuti da alcun antoma finito.
Consideriamo 1l linguaggio B = {0"1"| n > 0}, Se cerchiamo di trovare
un DFA che riconosca B, scopriamo che la macchina sembra aver bisogno ¢
di ricordare quanti simboli ugnali a 0 ha visto fin quando legge I'input.

Vi
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Poiché il numero di simboli ugnalt a 0 non & Hmitato, la macchina dovra
tenere traccia di ur numerc infinito di possibilith. Ma non puo farlo con
un numero finite di stati. ‘

Di seguito presentiamo un metodo per provare che linguaggi come B n})l\z
sono regolari. L’argomento prima presentato non prova la non regolarita
poiché il numero di simboli uguall a ¢ non & limitato? No, nox lf} ha
fatto. Seclo perché il linguaggio sembra richiedere memoria non limitata
non significa che sia necessariamente cosi. E vero per il ]ing}.{aggp B ; ma
altri linguaggl sembrano richiedere un numero nen limitato di po.fasﬂ_n.hta., €
tuttavia sorprendentemente essi sono regolari. Per esempio, consideriamo i
due linguaggi sull’alfabeto & = {0,1}:

C'={w]w ha lo stesso mmmero di simboli uguali a 0 e simboli uguali a 1}, e

D ={w| w ha un numero uguale di occorrenze di 01 e 10 come

sottostringhe}.

A prima vista, una macchina che riconosce sembra. aver hisogno di contare
in ciascun caso, e quindi nessuno dei due linguaggl sernbra essere rego]are(.'
Come previsto, C' non & regolare, ma sorprendentemente I & rcg(;)lare!’
Quindi la nostra intuizione pud a volte condurei nella dire_zio.ne sbaghatla, e
questo € il motivo per cul abbiamo bisogno di dimostrazioni matema‘tlchfj,
per la certezza. In questa sezione, mostriamo come provare che alcuni
linguaggl non sono regolari.

i pumping lemma per i linguaggi regolari

La nostra tecnica per provare la non regolaritid deriva da un teorema sui
" linguaggi regolari, tradizionalmente chiamato il pumping lerma. Qu_e.sto
. teorema afferma che tutti i linguaggl regolari hanpne una proprieta speciale.
’ Se noi possiamo mostrare che un linguaggio non ha questa proprieta, siamo
sicuri che esso non € regolare. La proprietd afferma che tutte le stringhe nel
]inguaggi(‘)rgﬁ?)'ésl(ﬁno essere “replicate” se la loro lunghezza raggiu-nge almenc
uno specifico valore speciale, chiamato la lunghezza del pumping. Questo
significa che ogni tale stringa contiene una parte che pué esse.re ripetuta un
numero qualsiasi di volte ottenendo una stringa che appartiene ancora al
linguaggio.

TEOREMA 170 -,

Pumping lemma  Se A4 & un linguaggio regolare, allora esiste un numero
P (la lunghezza del pumping) tale che se s & una qualsiasi stringa in A4

SVedi il Problema 1.53.

“Minghezza
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di lunghezza almeno p, allora s pud essere divisa in tre parti, s = Yz,
soddisfacenti le seguenti condizioni: '

l.perogni¢ >0, oyiz e A,
2.0yl >0, e
3. eyl < p.

Ricordiamo che || rappresents la unghezza della stringa s, 3 indica 7 copie
di y coucatenate insieme, e y° & uguale a £,

Chrando g ¢ divisa in zyz, x o 2 potrebbe essere €, ma la condizione 2
dice che|y £ ?{ Osserva che senza la condizione 2 i teorema sarebhbe
banalmente vé; A La conditione 3 afferma che le parti x e y insieme hanno
al pitt p. E una condizione tecnica supplementare che ogni tanto
troviamo uatile quando dimestriamo che alouni linguaggi non sono regolari.
Vedi I’Esempio 1.74 per un’applicazione della condizione 3.

IDEA. Sia M = {Q,%,6,¢1, F) un DFA che riconosce A, Assegniamo alla
lnghezza del pumping p i1 numero degli stati di M. Mostriamo che ogni
stringa s in A di langhezza almeno p puo essere divisa nelle tre parti zyz.
soddisfacent] le nostre tre condizioni. Cosa accade 8¢ nessuna stringa in
A ¢ di lunghezza almeno p? Alora i nostro compite & perfine pil facile ,
perché il teorema diventa banalmente vero: ovviamente le tre condizioni |
valgono per tutle le stringhe di lunghezza almeno p se non vi & alcuna di!
tali stringhe.

Se s in 4 ha lunghezza almeno P, consideriamo la sequenza di stati che
M attraversa nella computazione con input 5. Inizia con lo stato iniziale
g1, poi va per esempic in g3, poi per €Sempio in gz, poi in gg, ¢ cosi via,
finché raggiunge la fine di s nelle stato Gr3- Se £ & in A, sappilamo che M
accetta s, quindi g1z & uno stato accettante.

Se supponiamo che n sia la lunghezza di &, la sequenza di stati
91:G3, §20: 99, - - - . @23 ha lunghezza n + 1. Poiché n & almeno P, sappiamo
che -+ 1 & pint grande di p, il numero di stati di M. Quindi, la sequenza
deve contenere uno stato che si ripete. Questo risultato & un esempio del
principio della piccionaia {pigeonhole principle), un nome di fantasis
per i fatto piuttosto ovvio che se F biccioni sono messi in una piccionaia
con meno di p nicchie, qualche nicchia deve avere pilt di un piccione in essa.

La figura seguente mostra la stringa s e la sequenza di stati che M
attraversa quando elabora s. Lo stato gq & quelle che si ripete.

8 == 8] 89 83 84 &5 Sg &y,
P ot t
I % 9% G 0r @5 % G35 1z

FIGURA 1.71
Esempio che mostra lo stato ¢a che si ripete quande M legge s
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Ora dividiamo s nelle tre componenti %, ¥ € 2. La componente = ¢ la
parte di s che compare prima di ¢, la componente y & la parte tra le due
occorrenze di go e la componente z & la parte restante di s, che viene dopo
la seconda occorrenza di gg. Quindi z porta M dallo stato g1 8 g9, ¥ riporta
M da g a qq e z porta M da go allo stato accettante g3, come mostrato

nella figura seguente.

M [ a

FIGURA 1.72
Esempio che mostra |'effetto delle stringhe =, y e 2 su M

Vediamo perché questa divisione di s soddisfa le tre condizioni. Supponia-
mo di eseguire M sull'input zyyz. Sappiamo che z porta M da q; a 99, ©
poi il primo y lo riporta da gy a gg, come fa il secondo y e poi z lo porta in
¢13- Essendo ¢33 uno stato accettante, M accetta Uinput ryyz. Analoga-
mente, esso accettera zy'z per ogni i > 0. Nel caso ¢ = 0, zy'z = 2, che &
accettata per ragioni analoghe. Questo prova la condizicne 1.

Per verificare la condizione 2, vediamo che |y > 0, poiché era la parte di
5 tra due diverse occorrenze dello stato gg.

Per ottenere la condizione 3, ¢i assicuriamo che g sia la prima ripetizione
nella sequenza. Per il principio della piccionaia, 1 primi p + 1 stati nella
sequenza devono contenere una ripetizione. Quindi, lzy} < p.

DIMOSTRAZIONE Sia M = (@, Z,6,q1, F) un DFA che riconosce A esia
p il numero di stati di M.

Sia s = s189 - 8, una stringa in A di lunghezza n, dove n 2 p. Sia
Pi,. .., Tas1 la sequenza di stati attraversati da M mentre elabora s, quind}
Tap1 = 0{ri, 5) per 1 <i < n. Questa sequenza ha lunghezza n + 1, che &
almeno p + 1, Due tra i prim: p+1 elementi nella sequenza devono essere
lo stesso stato, per il principio della piccionaia. Chiamiamo il primo di
questi r; e il secondo ry. Poiché r; si presenta tra le prirr}e  + 1 posizioni
in una sequenza che inizia in 1, abbiamo [<p+1. Orasiaz =5 - 8-1,
Y=85 81 &z = 8§ 5n-
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Poiché  porta M dary ar;, y porta M darj arje zporta M dar; argq,
che & uno stato accettante, M deve accettare xy'z per i > 0. Sappiamo che
j # 1, percid lyt > 0; el < p+1, percid oy} < p. Quindi tutte le condizioni
del pumping lemma sono rispettate.

Per usare il pumping lemma per provare che un linguaggio B non & regolare,
in primo luogo si assuma che B sia regolare per ottenere una contraddizione.
Poi si usi il pumping lemma per assicurare Uesistenza di una lunghezza del
pumping p tale che tutte le stringhe di lunghezza maggiore o uguale a p
in B possanc essere iterate. In seguito, si trovi una stringa s in B che ha
lunghezza maggiore o ugnale a p, ma che non pud essere iterata. Infine, si
dimostri che s non pud essere iterata considerando tutti i modi di dividere s
in z, v e z (prendendo in considerazione la condizione 3 del pumping lemma
se ¢ utile) e, per ogni tale divisione, trovande un valore i tale che zytz ¢ B.
Questo passo finale spesso comporta i dover raggruppare i vari modi di
dividere s in diversi casi e I'analizzarli individualmente. L'esistenza di s
contraddirebbe il pumping lemma se B fosse regolare. QJuindi B non pud
essere regolare.

Trovare & a volte richiede un po’ di ragionamento creativo. Potresti do-
ver cercare tra diversi candidati per s prima di scoprirne uno che funzioni.
Prova, con elementi di B che sembranoc esibire 1 “essenza” della non regola-
ritd di B. Discutiamo ulteriormente il compito di trovare s in alcuni degli
esempi seguenti.

ESEMPIO 1.73

Sia B il linguaggio {¢"1"|n > 0}. Usiamo il pumping lemma per provare
che B non & regolare. La prova & per assurdo.

Assumiamo al contrario che B sia regolare. Sia p la lunghezza del pum-
ping data dal pumping lemma. Scegliamo s uguale alla stringa 0P17. Poiché
5 & un elemento di B ed s ha lunghezza maggiore di p, il pumping lemma
assicura che s puo essere divisa in ire parti, s = ryz, tali che per ogni
i > 0 la stringa 2z & in B. Consideriamo tre casi per mostrare che questo
risultato & impossibile.

1. La stringa y consiste solo di simboli uguali a 0. In questo caso, la
stringa ayyz ha piit simboli ugnali a 0 che simboli uguali a 1 e quindi
non & un elemento di B, violando la condizione 1 del pumping lemma.
Questo caso porta a una contraddizione.

2. La stringa y consiste solo di simboli uguali a 1. Anche questo caso
porta a una contraddizione.

3. La stringa y consiste sia di simboli ugnali a 0 che di simboli uguali a 1.
In questo caso, la stringa zyyz pud avere lo stesso numero di simboli
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uguali a ¢ e simboli uguali a 1, ma essi non saranno nelf’ordine corretto,
con qualche 1 prima di qualche 0. Quindi non & un elemento di B, i
che & una contraddizione.

Pertanto una contraddizione & inevitabile se assumiamo che B sia regolare,
quindi B non & regolare. Nota che possiamo semplificare questo mgioqa«
mento applicando la condizione 3 del pumping lemma per eliminare i casi 2
e 3. .

In questo esempic. trovare la stringa s era facile perché una q}l&]sia&
stringa in B di lunghezza p o maggiore avrebbe funzionato. Nel suc-
cessivi due esempi, alcune scelte per s non funzionano cuindi & richiesta
un’attenzione supplementare.

ESEMPEO 174 .............................................................. T

Sia € = {w| w ha lo stesso numero di simboli ugnali a 0 e simboli uguali a
1}. Usiamo il pumping lemma per provare che {’ non & regolare. La prova
& per contraddizione.

Asswniamo al contrario che ¢ sia regolare. Sia p la lunghezza del pum-
ping data dal pumping lemma. Come nell’Esempio 1.73, sia s la stringa
0P1F. Poiché s & un elemento di C che ha lunghezza maggiore di p, il pum-
ping lemma assicura che s pud essere divisa in tre parti, § = zyz, tali che
per ogai 7 > 0 la stringa ay*z ¢ in €. Ci placerebbe mostrare che questo
risultato & impossibile. Ma aspetta, esso ¢ possibile! Se prendiamo x e
uguali alla stringa vuota ¢ y uguale alla stringa 0F17, aliora xy’z ha sempre
1o stesse numero di simboli uguali a ¢ e simboli uguali 8 1 e quindi & in C.
Quindi sembra che s possa essere iterata,

Qui la condizione 3 nel pumping lemmna & utile.  Essa stabi}isge che
quando iteriamo s, essa deve essere divisa in mode che fryl < p. Questa
restrizione sul modo in cul 8 pud essere divisa rende pii facite mostrare che
ia stringa s = 0P1P che abbiamo scelto non pud essere iterata. Se leyt < 2
allora y deve consistere solo di simboli uguali a 0, percio zyyz € C. Quindi,
& non pubd essere iterata. Questo ci fornisce la contraddizione desiderata.

Scegliere la stringa s in questo esempio richiede piu attenzione che nel-.
PEsempio 1.73. Se invece avessimo scelto s = (01)7, avremmo avito dei
problemi perché abbiamo bisogno di una stringa che non puo essere iterata
e queila stringa puo essere iterata, perfino prendendo in considerazione ia
condizione 3. Riesci a vedere come iterarla? Un modo per farle & porre
p =g, y=01ez={01)F 1. Allora zy'z € C per ogni valore di . Se non
riesci & trovare upa stringa che non pud essere iterata al primo tentativo,
non disperare. Provane un’altral

Un metodo alternative per provare che € non @ regolare segue dal fatto
che sappiamo che B non & regolare. Se ¢ fosse regolare, anche ' 1071"
sarebbe regolare. Questo perché il linguaggio 971" & regolare e la classe dei
linguaggi regolari & chiusa rispetto ail’intersezione. come provammo nella
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nota a fondo pagina 3 (pagina 49). Ma C' 1 0%1" & uguale a B, e noi
sappiamo che B non & regolare dall’Esempio 1.73.

ESEMPIO  1.75 oo OO TO—

pumping lemma.

Assumiamo al contrario che F sia regolare. Sia p la lunghezza del pum-
ping data dal pumping lemma. Sia s la stringa 0P10P1, Poiché s & un
elemento di ' ed s ha lunghezza maggiore di p, il pumping lemma assicura
che s pud essere divisa in tre parti, s = zyz, che verificano le tre condizioni
del lemma. Mostriamo che questo risultato & impossibile,

La condizione 3 & ancora una volta cruciale perché senza di essa potrem-
mo iterare s se poniamo x ¢ z uguali alla stringa vuota. Con la condizione 3
la. prova segue poiché y deve consistere sole di simboli ugualt a 0, quindi
ayys & F.

Osserva che abbiamo scelto s = 071071 come stringa che esibisce
P“essenza” della non regolarita di F, invece per esempic della stringa 0P0P.
Sebhene 0POP sia un elemento di F, essa non riesce a dar hioge a una
contraddizione poiché pud essere iterata.

ESEMPIO 1.76 S

Mostriamo un linguaggio non regolare unario. Sia D = {1"|n > 0}
In altre parole, D.contiene tutte le stringhe di simbel ugnali a 1 la cui
lunghezza & un quadrate perfetto. Usiamo il pumping lemma per provare
che D non ¢ regolare. La prova & per contraddizione.

Asgumiamo al contrario che D sia regolare. Sia p la lunghezza del pum-
ping data dal pumping lemma. Sia s la stringa 17°. Poiché s & un elemento
di D ed s ha lunghezza almeno p, il pumping lemma assicura che s puo es-
sere divisa in tre parti, s = xyz, tali che per ogni { 2 0 la stringa 2y'z & in
D. Come negli esemnpt precedenti, mostriamo che questo risultate & impos-
sibile. I"arlo in questo caso richiede una piccola riflessione sulla successione
dei quadrati perfetti: '

0,1,4.9, 16,25, 36,49, . ..

Nota il divario crescente tra gli slementi successivi di questa sequenza.
Elementi grandi di questa sequenza non possono essere vieini Fun altro.
Ora consideriamo le due stringhe zyz e 23?2z, Queste stringhe differiscono
I'una dall’alira per una sola ripetizione di y, e conseguentemente le loro
lunghezze differiscono di una guantitd uguale alia hunghezza di y. Per
la condizione 3 del pumping Jemma, |yl < p e quindi |y] < p. Abbiamo
lryz| = p? e allora |zy?z] < pP+p. Map®ip < p?+2p-+1 = (p+1)2. Inocitre,
la condizione 2 implica che ¥ non & la stringa vuota e percio Lﬂ;yzzﬁ = pt
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Quindi, la lunghezza di zy®z & compresa strettamente tra i quadrati perfetti
consecutivi p? e (p+1)%. Percid questa lunghezza non pud essere essa stessa
un quadrato perfetto. Dunque arriviamo alla contraddizione che aylz ¢ D
e concludiamo che D) non é regolare.

ESEMPIO 1.77

Talvolta “cancellare” (“pumpmg down” } & utile quando applichiamo il
pumping lemma. Usiamo il pumping lemma per mostrare che E' = {0itd)i =
4} non & regolare. La prova & per contraddizione.

Assumiamo che E sia regolare. Sia p la lunghezza del pumping per £
data dal pumping lemma. Sia s = 077117, Allora s pud essere divisa in
zyz, dove le tre parti soddisfano le condizioni del pumping lemma. Per la
condizione 3, y consiste solo di simboli uguali a 0. Esaminiamo la stringa
ryyz per vedere ge essa pud essere in B, Aggiungere una copia supplemen-
tare di y aumenta il numero di simboli uguali 2 0. Ma E contiene tutte le
stringhe in 0*1* che hanno pili simboli uguali a 0 che simboli ugnali a 1,
quindi aumentando il humero di sirboli uguali a 0 otterremo ancora una
parola in E. Non vi & contraddizione. Dobbiamo provare qualcos’altro.

Il pumping lemma afferma che zy'z € E anche quando ¢ = 0, quindi
consideriamo la stringa xy’z = zz. Eliminare la stringa y fa diminuire il
numero di simboli uguali a 0 in 5. Ricorda che s ha solo uno 0 in pilt det
simboli uguali 2 1. Pertanto, £z non pud avere pitl simboli uguali a 0 di
quelli uguali a 1, di conseguenza non pud essere un elemento di E. Quindi
otteniamo una contraddizione.

ESERCIZI

A1.1 Di seguito sono riportati i diagrammi di stato di due DFA, My ed M». Rispondere
alle domande seguenti per ognuna di queste macchine.
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Qual & lo stato iniziale? J -

Qual & linsieme degli stati accettanti? * - -

Il

La macchina accetta la stringa aabd? . ., s

g R TP

La macchina accetta la stringa €? MO S

41.2 Dare la descrizione formale delle macchine M, ed Ma disegnate nell'Esercizio 1.1.

1.3 La descrizione formale di un DFA M & ({gz, g2, 3,94, 5}, {©, 4}, 8, g3, {gs}), dove §
& data dalla tabella seguente. Dare il diagramma di state di questa macchina.

1.4 Ci&scuﬁo dei'!séguénti lingm;ggi ¢ I'intersezione di due Hnguaggi pitt semplici. Per
ognuno di essi, costruire 1 DFA per i linguaggi pit semplici, poi comporli usando a
costruzione discussa nella nota a fonde pagina 3 (pagina 49) per dare il diagramma,
di statc di un DFA per il linguaggio dato. Per ognuno di essi, ¥ = {a, b}.

a. {w{w ha almeno tre a e almeno due b}
Ab. {w|w ha esattamente due a e almeno due b}
c. {w]w ha un numero pari di a e uno o due b}
Ad. {w]w ha un numero pari di a e ogui a & seguita da almeno una b}
e. {w]w inizia con una a e ha al pi una b}
f. {w!w ha un numerc dispari di a e termina con una b}

g. {w!w ha lunghezza pari e un numero dispari di a}

1.5 Ciascuno del seguenti inguagei ¢ i} complemento di un linguaggio pit semplice.
Per ognune di essi, costruire un DFA per il linguaggio pia semplice, poi usarlo per
dare il diagramma di stato i un DFA per il linguaggio dato. Per ognuno di essi,
Y = {a,b}.

Aa, {w|w non contiene la sottostringa ab}

%b. {w]|w non contiene la sottostringa baba}
¢. {w|w non contiene la sottostringa ab né la sottostringa ba}
d. {w]w & una stringa non in a*b*}
e. {w]w & una stringa non in {(abT}*}
f. {w]w ¢ una stringa non in a* Ub"}
g. {w|w & yna stringa che non contiene esattamente due a}
{w|w & una stringa diversa da a e b}

1.6 Dare i diagrammi di statoe di DFA che riconoscono i seguenti lingnaggi. Per ciascuno
di essi, I'alfabeto & {0,1}.

a. {w|w iniziz con un 1 e termina con unoc 0}
b. {w|w contiene almeno tre simboli nguali a 1}
{w| w contiene la sottostringa 0101 {cio®, w == x0101y per qualche r e y¥)}

Qual & la sequenza di stati che la macchina attraversa suli"mput aabb? 4L 21

e
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d. {w]w ha lunghezza shneno 3 e i suo terzo sinbolo & uno 0}

e. {wlw inizia cor uno O e he lunghesza dispari, oppure inizia con un 1 e ha
lunghezza pari}

{w|w non contiene la sottostringa 110}

{10] la. Tunghesza di w & al pih 5}

Fmo

{aw]w & una stringa diversa da 11 e 111}

i. {w}in ogni posizione dispari di w ¢*& 1l sirnbelo 1}

j- {w!w contiene aimene due simboli uguali 2 0 e al pilr un 1}

k. {e.0}

1. {wl w contiene un uvumero pari di simboli uguali a 0. oppure contiene

esattamente due simbeli uguali & 1}
1w, Llinsierne vuolo
n. Tutte le stringhe eccetto i stringa vuota
1.7 Dare i diagrammi di stato di NFA con il numero indicato di stati, che riconoscono
i seguenti linguagg:. Per ognuno di essi; Yalfabeto & {0,1}.

2t}

a. 1l linguaggio {w]w fermina con 00} con tre
b. I linguaggic dell’Esercizio 1.6c con cingue stati
c. 1l linguaggio dell’Esercizio 1.6] con sei siati
d. ] linguaggio {03} con due st
e. il linguaggio 0"1*07" con tre stati
Af, 11 linguaggio 17(001 )" con tre stati

. Tl lingnaggio {} con uno stato

g
h. [ linguaggio 0 con uno stato

1.8 Usare la costruzione nella prova del Teorema 1.45 per dare i diagrammi di stato
degli NFA che riconoscona P'unione dei linguaggi descritti negli
a. PBsercizi 1.6a e 1.6b.
b. Esercizi 1.6¢ e 1.6f
1.9 Usare la costruzione nella prova del Teorema 1.47 per dare i diagrammi di stato
degli NFA che riconoscono la concatenazione dei linguaggi descritti negli
a. Hsercizi 1.6g e 1.61,
b. Isercizi 1.6b e 1.6m.
1.10 Usare la costruzione nella prova del Teorema 1.49 per dare i diagrammi di stato
degli NFA che riconoscono lo star del linguaggt descritti in
a. Isercizio 1.6b.
b, Esercizio 1.6j.
o, Esercizio 1.6m.
A1.11 Provare che ogni NFA pud essere trasformato in uno eguivalente che ha un solo
stato accetiante.
1.12 8ia D = {w| w contiene un numero pari di a ¢ un numerc dispari di b e non
conticne la sottostringa ab}. Fornire un DFA con cinque stati che riconosce
[} e un'espressione regolare che genera I3, (Suggerimento:  Descrivere D pil
semplicemente. )
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1.13 Sia I il lingnaggio di tutte le stringhe su {0,1} cle nor contengono una coppia di
siroboli nguali a 1 separati da up numero dispari di simboli. Fornire il diagramma
di stato di un DFA con cingue stati che ricanosce F. (Potresti trovare utile trovare
prima vn NFA con 4 stati per il complemento di F.}

1.14  a. Mostrare che se M & un DFA che riconosce il linguaggio B, scambiare gh
stati accettanti con gli stati non accettanti in M definisce nun nuovo DFA che
riconosce il complemento di B. Concludere che la classe dei Hinguaggi regolari
& chiusa rispetic al complemento.

b. Mostrare con un esempio che se M & un NFA che riconosce i} lingnaggio (7,
scambiare gli stati accettanti con gl stati non accettanti in Af non neges-
sartamente definisce un nuovo NFA che riconosce i complemento di (7. La
classe dei inguaggi riconoscinti da NFA & chiusa rispetto al complemento?
Giustifica Ia tua risposta.

1.15 Dare un confroesempio per mostrare che la costruzione segnente non dimostra il
Teorema 1.49, Ia chiusura della classe dei Bngnaggi regolari rispetto all'operazione
star.” Sia Ny = (@, %, &,01, F1) un automa che riconosce A,. Costruire N =
(Q1. 5,8, 1. F) come segue. N dovrebbe riconoscere A7,

a. Gl stati di NV sono gh stati i Ny,
b. Le stato iniziale di N & lo stato iniziale di Ny,
e Fe{gptUF.
i Gh stati accettantl F' sono 1 veochi stati accettanti pin il suo stato iniziale,

d. Definire 4§ in modo che per ogni ¢ € @ e ogni a € L.,

di{g.a Fioa#e
Sig.a) = 4000 ) qg Fiooas#
flgalui{q} ge Fea=¢.
(Suggerimento: Mostrare questa costruzione graficamente, come nella Figura 1.50.)

1.16 Usare ls costruzione data nel Teorema 1.3% per trasformare i due antomi finiti non
deterministici seguenti in automi finiti deterministici equivalenti.

{a) (b}

1.17  a. Dare un NFA che riconosce il linguaggio (01U 001 L 010)".
b. Trasformare questo NFA in un DFA equivalente. Dare solo la parte del DFA
che & raggiungibile dallo stato iniziale.

1.18 Fornire espressioni regolari che generinoe 1 lingnaggi dell'Esercizio 1.6.

Mu altre parole, devi esibire un amtoma finko, Ny, per it guale Fautoma N ottenuto
mediante la costruzione non riconosce lo star del linguaggio di V).
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1.19 Usare la procedura descritta nel Lemma 1.55 per trasformare le espressioni regolars
seguenti in automi finiti non deterministici.

01U 1)*000(01U 1)
((o0y* {11y U o1}
m*

—

a.
b.
c.

1.20 Per clascuno dei seguenti linguaggi, fornire due siringhe che ne sono elementi
due stringhe che non lo sono — un totale di quattro stringhe per ogni linguaggio.
Asswmere che I'aliabeto sia = {a,b} per ognunc di essi.

a. a"b’ e. L ab"bX"al"
b. af{ba}"b f. abalibab

c. a"ub” g (eUalp

d. (ama)’ h. (aUbaUbb)EL”

1.21 Usare la procedura descritta nel Lemma 1.60 per trasformare gli automi finiti
seguenti in espressioni regolari.

{a) G}

1.22 In alcuni linguaggi di programmazione, i commenti appaiono tra delimitatori come
/¥ e #/. Sia il il linguaggio di tutte le stringhe di commenio correttamente
delimitate. Un elemento di € deve iniziare con /# e terminare con #/ ma non
deve avere alcun #/ intermedio. Per semplicita, assumere che I'alfabeto per C sia
X = {a,b,/,#}.

a. Dare un DFA che riconosce C.

b. Dare un'espressione regolare che genera C.

A1.23 Sia B un linguaggic sull'alfabeto ©.. Provare che B = BT seesolose BBECR.

1.24 Un trasduttore @ stati finiti {FST) & uno tipo di automa finito deterministico il
cui output & una stringa e non solo accetla o rifiute. Di seguito sono riportati i
diagrammi di stato dei trasduttori a stati finiti Ty e To.

1.25

1.26

1.27

1.28
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o/o 1/1
150 2?1 a/0

AT A

0/0 a/t

T T;

Ogni transizione di un FST & etichettata con due simboli, di cui uno dencta il
simbolo di input per guella transizione e Paltro denota il simbolo in uscita. 1 due
simboli sono separati da una barra, /. In 71, la transizione da ¢: a ¢z ha come
simbolo di input 2 & come simbolo di uscita 1. Alcune transizioni possono avere pill
coppie input-output, come la transizione in 71 da g1 a sé stesso, Quando un F5T
esegue una computazione su una stringa in input w, esso prende i simboli input
Wi Wy UNO a uno e, partendo dallo stato inizisle, segue le transizioni facendo
corrispondere le etichette di input con la sequenza di simboli w; -+ ws = w. Ogni
volta che effettua una transizione, esso fornisce in uscita il corrispondente simbolo
di output. Per esempio, sull'input 2212611, la macchina 17 passa attraversc la
sequenza di stati g1, g2, gz, g2, g2, 1, q3, G2 € produce in cutput 1111000, Sulfinput
abbb, T, fornisce in output 1011, Dare la sequenza degli stati attraversati e 'output
prodotto in ciascuno dei casi seguenti,

a. Ti sullinput 011 e. 15 sull'input b

b. T sull’input 211~ f. T3 sull’input bbab
c. 11 sull’input 121 g. Ty sull'input bbbbbb
d. 7y sull’imput 0202 h. T, sull’input &

Leggere la definizione informale del trasduttore a stati finiti data nell'Esercizio 1.24.
Dare una definizione formale di questo modello, seguendo lo schema nelia Definizio-
ne 1.5 {pagina 38). Assumere che un FST ha un alfabeto di input % e un alfabeto
di output I ma non ha un insieme di stati accettanti. Includere una definizione
formale della computazione di un FST. (Suggerimento: Un FST & una quintupla.
La sua funzione di transizione & della forma §: @ x T— @ x ')

Usando la soluzione data all’BEsercizio 1.25, dare una descrizione formale delle
macchine T3 e T2 disegnate nell’Esercizio 1.24.

Leggere la definizione informale di trasduttore a stati finiti data nell'Esercizio 1.24.
Dare i} diagramma di stato di un FST con il seguente comportemento. 1 suoi
alfabeti di input e cutput sono {0,1}. La stringa in output & identica alla stringa di
input nelle posizioni pari ma complementata nelle posjzioni dispari. Per esempic,
sull'input 0000111 dovrebbe dare in uscita 1010010,

Trasformare le espressioni regolari seguenti in NFA usando la procedura data nel
Teorema 1.54. In tutti i casi, & = {a,b}.

a. af{abb)" Ub
b. at uU(abyt
e, (auvhiatet
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1.29

1.30

Usare il pumping lemma per mostrare che 1 lnguaggi seguenti non sono regolari.

Aa, 4; = {0"1"2% n > 0}
b. 4z = {www|w & {a,b}"}

Ao, Az ={a¥"[n >0} (Qui, 2% indica una stringa di 2" simboli uguali a.)
Descrivere Verrore nella seguente “prova”™ che 071" non & un linguaggio regolare.
(Un errore deve esserci perché 0°17 € regolare.) La prova & per centraddizione.
Assumere che 0"1" sia regolare. Sia p Ja Junghezza del pumping per 0*1* data dal
pumping lemma. Scegliere s uguale alla sirings 0°1*. Sai che s & un elemento
di 01", ma 'Esempio 1.73 mosira che s non pud essere iteratsz. Allora hai una
contraddizione. Quindi 0°1" non @ regolare.

PROBLEMI

1.31

1.32

1.33

A1.34

*1.35

1.36

1.37

Dati | linguaggl A e A, lo shuffle perfette di A e B & il linguaggio
{w|w=0a1bs - arby, dovedr---ar € A el b & B, oguia;, by € T}

Mostrare che la classe del linguaggi regolari & chiusa rispetto allo shuffle perfetso.

Dati i linguaggi A e B, lo shuffle di A ¢ B & il lingnaggio
fwiwe=mby - axby, dove gy -ax € Aed by € B, ogni a,. b € 7).

Mostrare che la classe dei linguaggl regolart & chiusa rispetto allo shuffle.

Sia A un lingwaggio. 5i definisca DROFP-OUT(A) come il linguaggio contenente
tutte le stringhe che possono essere ottenute toghiende un simbelo da una stringa
in A, Quindi, DROP-OUT(A) = {zzl xyz € A dove 5,2z € £%,y € ©}. Mostrare
che la classe dei linguaggi regolari & chiusa rispetio all’operazione DROP-OUT.
Dare sia una prova mediante un disegno, sia una prova piu formale mediante una
costruzione come nel Teorema 1.47.

Sianc B e C' linguaggl su & = {0,1}. Si definisca

B& = {w € B} per quaiche y € (7. le stringhe w0 e y hanno un ugual numero di 13,

.y . s N - . 1
Mostrare che la classe dei linguagg regeolari & chiusa rispetto alP’operazione -

Sia A/B = {w|wz € A per qualche x € B}, Mostrare che se A & regolare ¢ B & un
linguaggio qualsiasi, allora A/ B & regolare.

Per una stringa w == urws - - - wn, Vinversae di w, denotata w™, & la stringa w in
ordine inverso, wy, - - - wpws. Per ogni lingusggio 4, sia A® = [w®{w e A}
Mostrare che se¢ A @& regolare, o @ anche A™.
Sia

= {[1. 1.1 1]}

%3 contiene tutte le colonne di simboli 0 e 1 di dimensione 3. Una stringa di simboli
in 23 di lnogo a tre righe di simboli € e 1. Considerare ogni riga come un numero
binario e sia

L = {w € T3l la riga inferiore di w & la somma delle due righe superiori}.

1.38

1.39

1.40

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

A1.46

PROBLEMI 083

Per esempio,

[

Qs m (e

Mostrare che B & regolare. (Suggerimento: Lavorare con B™ & pits facile. Puei
assumere vero il risnltato affermato nel Problema 1.36.)
Sia

n_ [0 10 (1Y fi3

By = {LO}, 1l I‘oj! iﬁj} :
in questo caso, Lz contiene tutte le colonne di simboli 0 ¢ 1 di altezza due. Una
stringa di simboli in ¥; da luogo a due righe di simboli 0 € 1. Considerare ciascuna
riga come un numerc hinario ¢ sia

C = {w € L3l ta riga inferiore di w & tre volle la riga superiore}.

Per esernpio, [g\ {?} ‘Li] igw‘ £, ma [‘;] ! SE i“ljj & . Muostrare che {7 & regolare,

{(Puoi assumere vero 1l risullato affermato nel Problema 1.36.)

Sia By lo stesso del Problema 138, Considerare ciascuna riga come un pumero
binario e s

I = {w € 23] a riga superiore di w & un numero pil grande della riga inferiore}.
. weraryie TEITITI8IT9] - L TOTT97[1119] =
Per esempio, [5] [11[11[5] € Doma [5][9][13(0] ¢ D. Mostrare che D & regolare.
Sia Ep lo stesso del Problema 1.38. Considerare le righe superiore e inferiore come
stringhe di simboli 0 e 1, e sia

E = {w & %3] la riga inferiore di w & Vinversa della riga superiore di w}.

Mostrare che E non & regolarc.

Sia. B, = {a*] k & un wultiplo di n}. Mostrare che per ogni n > 1, i linguaggio B.,
& regolare.

Sia (O, = {x]x & un numero binario multiplo di n}. Mostrare che per ogni n 2 1,
il inguaggic O € regolare.

Un all-NFA M & una quintupla (Q, 5.8, g5, F} che accetia © € T se ogni possihile
stato in cul A potrebbe essere dopo aver letto Pinput z & uno stato in F. Nota,
invece, che un NFA qualsiasi accetta una stringa se guelche stalo tra questi possibili
stati & une stato acceliante, Provare che gli all-NFA riconoscono la classe dei
lnguaggl regolari.

La costruzicne nel Teorema 1,54 mostra che ogni GNFA & equivalente a un GNFA con
solo due stati. Possiamo mostrare che-si verifica un fenomeno opposto per i DFA.
Provare che per ogni & = 1, esiste un lingnaggio Az C {0,1}" che & riconosciute da
un DFA con k stati ma non da uno con solo k& ~ 1 stati.

Ricorda che una stringa & & un prefisso di una stringa y se esiste una stringa z
tale ¢he =z = y. ¢ che & & un prefisso proprio di y se incltre © % 3. In ognuno
dei punti seguenti, definiamo w’operazione su un linguaggio 4. Mostrare che la
classe dei linguage regotari ¢ chinsa rispetto a guesta operazione.

Aa. NOPREFIX(A) = {w £ Alnessun prefisso propris di w & un elemento di A}.

b, NOEXTEND{A)} = {w & Alw non & prefisso proprio di aleuna stringa in 4},

Leggere Ja definizione informale di trasduttore a stati finiti data nell’Esercizio 1.24.
Provare che nessun FST pud dare in nscita w™ per ogni input w se gh alfabeti di
inpui ¢ cutput sono {0,1}.
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1.47

A*y.48

1.49

1.50

1.51
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Sianc z e y stringhe e sia L un Hnguaggio. Diciamo che x e y sono distinguibili
da L se esiste una stringa z tale che esattamente una delle stringhe 1z € yz & un
elemento di [; altrimenti, per ogni stringa z, abbiamo zz € L ogni voltacheyz € L
e diciamo che = e y sono indistinguibili da L. Se z e y sono indistinguibili da L,
scriviamo © =g y. Mostrare che =; & una relazione di equivalenza.

Myhill-Nerode theorem. Riferirsi al Problema 1.47. Sja L un linguaggio e sia
X un insieme di stringhe. Diciamo che X & distinguibile @ coppie da L se tutte
le coppie di stringhe distinte in X scono distinguibili da L. Definire indice di L
come il nurnero massimo di elementi in un insieme che & distinguibile a coppie da
L. L'indice di I pud essere finito ¢ infinito.

a. Mostrare che se L & riconoscinto da un DFA con & stati, L ha al pifi indice k.

b. Mostrare che se P'indice di L & un mamero finito &, esso & riconosciuto da un
DFA con k stati.

¢. Concludere che L & regolare se e solo se ha indice finito. Inoltre, i suo indice
& la dimensione del pit piccolo DFA che lo riconosce.

Considerare il linguaggio F = {a"b7c®l 4,5,k > Dese i =1 allora j = k}.
a. Mostrare che F non & regolare.
b. Mostrare che F si comporta come un linguaggio regolare rispetto al pumping
lemma. In altre parole, dare una lunghezza del pumping p e dimostrare che
F soddisfa le ire condizioni del pumping lemma per questo valore di p.
c. Spiegare perché i punti (a) e {b) non contraddicono il pumping lemma.

Tl pumping lemma afferma che ogni lingnaggioc regolare ha una lunghezza del pum-
ping p, tale che ogni stringa del linguaggio pud essere iterata se ha lunghezza
maggiore ¢ uguale a p. Se p & una lunghezza del pumping per il linguaggio A, tale
& ogni lunghezza p' > p. La lunghezza minima del pumping per A & il pin picco-
lo p che & una lunghezza del pumping per A. Per esempio, se A = 017, la lunghezza
minima del pumping & 2. Questo perché la stringa s = 0 & in A, ha lunghezza 1
ed s nop pubd essere iterata; ma ognt stringa in A di lunghezza maggiore o uguale
a 2 contiene un % e quindi pud essere iterata dividendola in modo che x =0, y =1
e z sia la restante parte della stringa. Per ognunc dei linguaggi seguenti, dare la
lunghezza minima del pumping e giustificare la risposta.

Aa. o001* f e

Ap, 0"1* g 17017017
c. 00101 h. 10{1170)"0
Ad. o*1totit 10t i, 1011

e. (017 jo£

Provare che i knguaggi seguenti non sono regelari. Puoi usare il pumping lemma e
la chiusura della classe dei linguaggi regolazi rispetto all’'unione, all’intersezione e
a} compiemento.
a. {0"1™0"|m,n = 0}
b, {0™1% m # n}
c. {wlw € {0,1}" non & palindroma}®
“d. {wtw|w,t € {0,117}

8Una stringa & palindrome se rimane uguale letta da sinistra a destra e da destra a
sinistra.

1.52

1.53

1.54

1.55

*1.57

1.58

*1.69

1.60
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Sia & = {1,#] esia
Y = {w|w = wi#og# - #xx con k 2 0, clascun @; € 17 ez 5f x5 per i F it
Provare che Y non é regolare.
Sia % = {0,1} e sia
D = {aw]w contiene un ugual numero di occorrenze delle sottostringhe 01 ¢ 10},

Quindi 101 € D perché 101 contiene 1na sola occorrenza di 01 e una sola occorrenza
di 10, ma 1010 ¢ D perché 1010 contiene due occorrenze di 10 € una di 01. Mostrare
che D & un linguaggio regolare.

Sia ¥ = {a,b}. Perogni k > i, sia Cy il inguaggio che consiste di tutte le stringhe
che contengono una a ssattamente nella k-esima posizione dalla destra. Quindi
Cp = S*aX* 1, Descrivere un NFA con k + 1 stati che riconosce (. sia attraverso
un diagramma di slato sia mediante una descrizione formale.

Considerare i linguaggi Cp definiti nel Problema 1.54. Provare che per ogni k,
nessun DFA pud riconoscere Cr con meno di 2% stati,

Sia £ = {a,b}. Per ogni k > 1, sia D¢ i linguaggio che consiste di tutte le
stringhe che hanno almenc una a tra ghi wltimi & simboli. Quindi Dy = Z'a(X U
£3%1. Descrivere un DFA con al pili k+ 1 stati che riconosce Dy, sia attraverso un
diagramma di stato sia mediante una descrizione formale,

a. Sia A un linguaggio regolare infinite. Provare che A pud essere diviso in due
sotioinsiemi disgiunti infiniti regolari.

b. Siano B e D due linguaggi. Scriviamo B € D se B C D e I contiene infinite
stringhe che non sono in B. Mostrare che se B e [ sono due linguaggi regolari
tali che B & D, allora possiamo trovare un linguaggio tegolare £ tale che
BeCegD.

Sia N un NFA con k staii che riconosce un linguaggio A.

a. Mostrare che se A non & vuote, A contiene qualche stringa di lunghezza al
pitl k.

b. Mostrare, dandc un esempio, che il punto {a} non & necessariamente vero se
sostituisci entrambi gli 4 con A,

e. Mostrare che se 4 non & vuoto, A contiene qualche siringa di lunghezza &l
pin 2%,

d. Mastrare che il limite dato nel punto (¢} & guasi stretto; cioé, per ogni &,
esibire un NFA che riconosce un linguaggio Ay, tale che Ar non & vuoto e dove
le stringhe pilt corte di Ay sono di lunghezsa esponenziale in k. Avvicinati
al limite in (¢} pi che puoi.

Provare che per ogni n > 0, csiste un linguaggio B, tale che

a. B, &riconosciuto da un NFA che ha n stati e
b. se By = A1 U -+ U Ag. per linguaggi regolari A;, allora almeno uno degli A;
richiede un DFA con un numero di stati esponenziale.

Un emomorfismo & una funzione f: 3—T" da un alfabeto all'insieme delle
stringhe su un altro alfabeto. Possiamo estendere f per operare sulle strin-
ghe definendo flw) = Flwi)f{we)}-- f(we), dove w = wywz---uwn @ ciascun
w; € 3. Possiamo ulteriormente estendere f per operare suj linguaggl definendo
F(AY = { f{w) w € A}, per ogni linguaggio A.
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*1.61

1.62

*1.63

*1.64

*1.65

*1.66

1.67

1.68
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a. Mostrare, dando una costruzione formale, che la classe dei linguaggi regolari
¢ chinsa rispetto agli omomorfismi. In altre parole, datc un DFA M che
riconosce B e un omomorfismo [, costruire un automa finito A4’ che riconosce
F{I). Considera 1a macching M’ che hai costruito. ¥ un DFA in ogni caso?

b. Mostrare, dande un esempio, che la classe dei linguaggi non regolari non &
chinsa rispetto agli omomorfismi.
Sia RC(A) = {yz] xy € A} la chiusura rotazionale del hinguaggio A.
a. Mostrare che per ogni linguaggio 4. risulta RC{A} = RC(RC(A)).
b, Mostrare che la classe del nguaggi regolari & chiusa rispetto alla chivsura
rotazionale.
Sia = {0,1.+.=} e

ADD = {e=grz| ,y, 2 sono interd binari e 2 & la somma di y e 2},

Mostrare che AD non & regolarc.

Se A & un insieme di numerd naturali e k @ un numero naturale pit grande di 1, sia
Bi(A) = {w|w & la rappresentazione in base k di un sumero in A}

fn questo caso non pertettiamo O iniziali nella rappresentazione di un numers. Per
esempio, Bz({3,5}) = {11,101} e B3({3,5}) = {16,12}. Dare un esempio di un
insieme A per tale che Ba{A) sia regolare ma Bz(4) non sia regolare. Provare che
Tesemnpio funzions.

Per un lingnaggio A, sia A%_ Vinsieme delle prime meta delle stringhe in A, ossia
Afa* = {x| per qualche v, |z| = |yl e zy € A}.

Mostrare che se A & regolare, allora lo @ anche A%_.

Per un lingnaggio A, sia 4; 3 Vinsieme di tutfe le stringhe in A in cui sia stata
eliminato il loro terzo medio (ciod la parte tra la prima e 'nitima della stringa
divisa in tre parti uguali}, ossia

Ap 1
K

1oy = {zz| per gqualche y, |zi = |yl = |2l ¢ zyz £ A}.

Mostrare che se A ¢ regolare, allora A%7% 1non € necessariamente regolare.

Sia M = (), X,8, g0, F) un DFA ¢ sia & uno stato di M. Una sequenza sinecro-
nizzante per M ¢ fi & una stringa ¢ € 7 tale che §(g, ¢} = k per ogni ¢ € @. (Qui
abbiame esteso § alle stringhe, per cui 8(g, s) & lo stato in cui M si trova alla fine
quando M inizia nello stato ¢ e legge Pinput 5.} Diclamo che M & sincronizzabile
se ha una sequenzs sincronizzante per qualche stato h. Provare che se M & un DEA
sincronizzabile con k stati, allora ha una sequenza sincronizzante di lunghezza al
pitt ¥ Riesci a migliorare quesso mite?

Definiamo Voperazione evite per linguaggi A e B nel modo seguente
A evita B = {wiw € Aew non ha alcuna sotsostringa che appartiene a B}.

FProvare che la classe dei linguaggi regolari & chiusa rispetto all'operazione ewita.
Sia ¥ = {0,1}.

a. Sia A= {0Fu0%|k 2 1 e w g £} Mostrare che 4 & regolare.

b. Sia B = {0%100* £ = 1 e » € £*}. Mostrare che B non & regolare,
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Stano My ed Ma due DFA che hanmo k; e ko stati, rispettivamente, ¢ inoltre sia
U = L(M)) U L(}M;).
a. Mostrare che se U # @, allora 7 contiene qualche stringa s, tale che [s{ <
max{ky, k).
b. Mostrare che se I7 # 27, allora U7 esclude qualche stringa s, tale che |s| <
vk
Sia ¥ = {01, #}. Sia O = {o#x"#x| 2 £ {0.2}"}. Mostrare che C & un CFL.
a. 8ia B = {1*yl y ¢ {0,141} e y contiene almeno k simboli uguali a 1, per
=1}
Maostrare che B & un linguaggio regolare.
b. Sia C = {1yl v € {0,1}" ¢ y contiene al pitt k simboli nguali a 1. per k > 11,
Mostrare che ' non & un linguaggio regolare.
Nel metodo tradizionale per tagliare un mazzo di carie da gioco, il mazzo & arbi-
trariamente diviso i due parti, che sono scambiate prima di ricostituire il mazzo.
In un taglio pin complesso, chiamato taglio di Scarne, il mazzo & divise in tre
parti e la parte centrale & posta per prima nel ricomporlo. Ci ispireremo al ta-
ghio di Scarne per defipire un'operazione sul linguaggi. Per un linguaggio 4, sia
CUT{AY = {yxz| zyz € A}
a, Esibire un linguaggio B per il quale CUT(R) £ CUT{CUT{B)).
b. Mostrare che la classe det linguaggi regolari & chinsa rispetto o CUT.

Sia B = {0,1}. Sia W, = [ww|w € £° ¢ w ¢ ha lungheszza k}.

a. Mostrare che per ogni £, nessun DFA pud riconoscere W, con meno di 2*
stati.

b Descrivere un NFA molto pin piceolo per WW,., i} complemento di W,

SOLUZIONI SELEZIONATE

1.1

1.2

1.4

Per Mit (a) g1 (k) {g2}: () v, 92, 43 g1, 1 (d) No;  {e) No
Per My: (a) qi; (B) {g1. 4}y {c) o, o o1, g0, qa; (d) 5i: (e) S
My = ({q.q2, 93}, {a. b} 61,0, {gu})-

A‘Mf2 - ({fh 1 g2, 493, q4}: {a: b}: 62' 4. {G’_\-, [1'4})
Le funziont di transizione sone

& “L a b dola b
g i gz @ a4z
a2 ; R gz 1 43 4s
g3l g2 ¢ 93 | G2 41

Ga | 43 s

{b) Di seguito sono riportati i DFA per i due linguaggl {w]w ha esattamente due
a} & {w}w ha almeno due b},
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Sebbene il problema non richieda che tu semplifichi it DFA, alenni stati possono
essere fusi dando luogo al seguente DFA.

{d) Questi sono ; DFA per i due linguaggi {w}w ha un numero pari di a} e {w|ogni
a in w & seguita da almeno una b}.

Comporli usando la costruzione per l'intersezione da il seguente DFA.

SOLUZIONI SELEZIONATE 99

Sebbene il problema non richieda che tu semplifichi il DFA, alcuni stati possono
essere fusi dando luogo al seguente DFA.

1.5 {a) Il DFA sul lato sinistro riconosce {w] w contiene ab}. 11 DFA sul lato destro
riconosce il suo complemento, {w!| w non contiene ab}.

b 2 a,b ] a a,b
) £ £ N n

OO0

(b) Questo DFA riconasce {w} w contiene baba},

buambua@

a

Questo DFA riconosce {w| w non contiene baba}.

(=2

b a,b

Oy T T T A

a
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(a) 0,1 (f)

B0

Sia N = (Q. T, 8, g0, F) un NFA. Costruire un NFA N’ con un solo stato accettante
che Ticoposce fo stesso linguaggio di N. Informalmente, N’ & esattamente come N
sranne che ha g-transiziond dagll stati corrispondents agli stati accettanti di N, a
un nuove stato acoeilante, Gaccept. 1.0 SHALO Gaceep: MON ha transiziond uscenti. Piu

formalmente, N’ = (U {Guccent b 5.6, g0 {accept }}, dove per ogni ¢ © Qeac

§ig.a) = 8{q.a) seafeoggF
T = 5. a) U {gaeeom ) sea=segqe F

€ & {Gucoept, 1) = @ per ognl @ € Y.

Proviamo entrambe le direziont del “se ¢ solo se.”

{—} Asswmiamo che B = B e mostriamo che BB C B.

Per ogni linguaggio risulte BB C Bt quindise B = BT, allora BB C .

{+) Assumiamo che BB C B ¢ mostriamo che B = Bt

Per ogni linguaggio B C Bt poi debbiamo quindi solo mostrare BY C B Se
w6 B+, allora 1 = 422 - -~ Tr dove claseun 7; € Be k 2 1. Poiché x1, 02 € B
e BB C B, abbiamo zze € B. Analogamente, poiché z1zz 2 in B ers &in B,
abbiamo 1 rers € 8. Continvande in guesto modo, 2y -1 € B. Quindi w € B,
& cost possiamo concludere che gt CB.

1 uktimo ragionamento pud essere formalizzato con la seguente prova per induzione.
Assumiamo che BB C B

Ernunciclo: Perognt bk 2 1, semy, ... %k € B, alloraxy - xr € B

Base; Provarle per k= 1. In gueste caso Penunciato & ovviamente vero.

Passo induttive: Per ogni k > 1. si assuma che Penunciato sia vero per k & si mostri
che & vero per k+ 1.

Se ..., Tr Tee1 € B, allora per Pipotesi induttiva, @1+ Tk € B. Quindi,
2y aetri1 € BB, ma BB € B, dunque 73 - Tuer € B. Questo prova 1l passo
induttivo e Penunciato. Questo emneiato implica che se BB © 12, allora Bt CB.

{a) Assumiamo che A; = {0"172%|n 2 0} sia regolare. Sia p la lunghezza del
pumping data dal pumping lemma. Seegliamo s uguale alla stringa 071727, Poiché
s & un slemento di A; ed s & piu lunga di p, i pumping lerama garantisce che s
pud essere divisa in tre parti, s = ayz, tali che per ogni 4 = 0 la stringa 2y’z & in
Ay. Copsideriamo Je due evenlualiti:

1. La stringa y consiste solo di simboli uguali 0, solo di simbeli nguali a 1, o
solo di simboli uguali a 2. In ogrune di questi casl, la stringa ryyz non avra
16 stesso numero di simboli ugusli a 0, uguali a 1 ¢ nguali a 2. Quindi Tyyz
non & nn elemmente di Ay, unas contraddizione.

2. La stringa y non consiste di un salo tipo di simbelo. In questo caso, zyye
avra i simboli nguali a 0, a 1, & & 2 nox nel corretto ordine. Quindi zyyz non
& un elemento di Ay, una contraddizione.

In ogni caso giungiamo a una centraddizione. Quindi, A; non & regolare.

{c) Assumiamo che Az = {azn In = 0} sia regolare. Sia p la lunghezza del pumping
data dat pumping lemma. Sia s la stringa a*”. Poiché s & un elemento di Az ed s
& piir lnnga di p. i} pumping lemma garantisce che s pud essere divisa in tre pasti,
& = zyz, che verificano le tre condizioni del pumping lemma.

1.34

1.45

1.48
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La terza condizione ¢t dice che leyl < p. Inoltre, p < 27 e guindi |yj < 2%, Quindj,
lryyzt = leyz| + ly| < 27 4+ 27 = 27 La seconds condizione impone |y} > G
quindi 2° < lryyzl < 287, La lunghezza di ayyz non pub ¢ssere una potenza di
2. Quindi Tyyz non & un elementc di As, una contraddizione. Quindi, Az non &
regolare.

Siano Mp = {Qa, 5,0, q8. Fp) ed Mc = {(Qo.Z,dc,q4c, Fo) due DFA che ri-
conoscono B e (&, rispettivamente. Costruiamo an NFA M = (Q. 5,8, g0, F) che
ticonosce B £ C come segue. Per decidere se il suo input w & in B & la
macchina M verifica che w € B, e in parallelo non deterministicamente ipotizza
una stringa y che contiene lo stesso numero di simbeoli ugualt a 1 di w ¢ verifica che
ye .

1. Q = er o (Q(,
2. Per {g.7) € Q o a € B, definiamo

{{dg(yg,0),7)} ge a =0
3ig,r).a) = ¢ {{8plg, 1).dc(r.i))} sca=1
Ha, de{r. 0} $€ = g

3. go = {4r. 9c)-

4, F = Fy » Fe.
(a) Sia M = {(Q,%.6,90. F) un DFA che riconosce A, dove A & un linguaggio
regolare. Costruiamo M’ = (@', 2.8, q'. F') che riconosce NOFPREFIX(A) come
segue:

Q=0 5 -
2. Perr € Q' ¢ a € I, defintamo §'(r.a) = tora)) serd

. @ ser € F.
3. g = g
4, ' = F.

Assumiamo al comtrario che quaiche FST 7' dia in uscita w™ sull'input w. Conside-
riama le stringhe input 00 ¢ 61, Sullinpim 00, T deve dare in uscita 00, e sullinput
01, T deve dare in uscita 10. In entrambi i casi, il primo bit di input & vno O ma i
primi bit di uscita sono diversi. Operare in questo modo & impossibile per un FST
poiché esse produce il suo primo bit &i uscita prima che abbia letio il suo secondo
input. Quindi un tale FST non pud esistere.

{a) Proviamo guesta asserzione con una prova per assurdo. Sia M un DFA a K
statl che riconosce L. Supponiamo per assurdo che L abbia un indice maggiore
di k. Questo significa che gualche ingieme X con pil di k elementi & distinguibile
a coppie da L. Poiché M ha k stati, il principio della piccionaia implica che X
contiene due diverse stringhe r e y, tali che d{go,z) = &{go.¥). Qui d(go,z) & lo
stato in cui si trova M dopo che, partendo dallo stato ge, ha letto Ja stringa di input
. Allora, per ogni stringa z € &7, 8(ge. 72) = 8{gp. y2). Quindi, o entrambe xz e
yz sono in L ¢ nessuna defle due & in L. Ma allora # e y non sarebbero distinguibili
da L, contraddicendo la nostra ipotesi che X sia distingnilile a coppie da L.

{b) Sia X = {s1,..., s} distinguibile a coppie da L. Costruiame un DFA M =
(2,5, 8,q0, F) con k stati che riconosce L. Sia @ = {q...., g}, ¢ definiame
8qi,¢) uguale allo stato g, tale che s; =p &4 (la relagione = & definita nel
Preblema 1.47). Si osservi che s; =1 si0 per quaiche s; € X; altrimenti, X U s:a
avrebbe k + 1 elementi ¢ sarchbbe distinguibile a coppie da L, il che contraddirebbe
Vassunzione che I abbia indice k. Sia F = {gi] s € L}. Sia lo stato injziale
go uguale a g tale che s; = €. M & costruite in modo che per ogni state g,
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{s] 8{go,5) = ¢} = {s] s =¢ s:}. Quindi M riconosce L.

{c) Supponiamo che L sia regolare e sia k it numero di stati in un DFA che riconosce
L. Aliora dal punto (a), L ha indice al pit k. Viceversa, se L ha indice k, allora per
il punto {(b) & riconosciuto da un DFA con k stati e quindi & regolare. Per mostrare
che Tindice di L & la dimensione del pit piccolo DFA che lo accetta, supponiamo
che Tindice di L sia esattamentc k. Allora, per i punto (b), esiste un DFA con k
stati che accetta L. Quuesto & iI pitt piccolo di tali DFA perché se ce ne fosse uno pii1
piceolo, allora potremmo mostrare mediante il punto (a) cke Uindice di L & minore
di k.

(a} La lunghezza minima del pumping & 4. La stringa 000 & nel linguaggio ma non
pud essere iterata, quindi 3 non & una lunghezza del pumping per questo linguaggio.
Se s ha lunghezza maggiore o uguale a 4, contiene dei simbali uguali a 1. Dividendo
s in zyz, dove z & 000 e y & il primo 1 e z & tutte quello che segue, le tre condizioni
del pumping lemma sono soddisfatte.

(b) La lunghezza minima del pumping ¢ 1. La lunghezza del pumping non pud
essere {) poiché la stringa e & nel linguaggio e non pud essere iterata. Ogni stringa
non vucta nel linguaggio pud essere divisa in zyz, dove x, y, e z sono &, il primo
simbolo, e il resto, rispettivamsnte. Questa divisione soddisfa le tre condizioni.
(d) La lunghezza minima del pumping & 3. La lunghezza del pumping non pud
essere 2 poiché la stringa 11 & nel linguaggio e non pud essere iterata. Sia s una
stringa nel linguaggio di lunghezza almeno 3. Se s & generata da 6*170F 1" ed s
inizia o con 0 o con 11, scriviamo s = xyz dove ¥ = €, y € il prime simbolo, e z 2 il
resto di 5. Se s & generata da 0°110F 1% ed s inizia con 10, seriviamo s = xyz dove
T =10, y & il simbolo seguente, e z & il resto di 5. Queste divisioni di s mostrano
che essa pud essere iterata. Se s & generata da 1071, possiamo scriverla come zyz
dovew = 1, y = 0, e z & il resto di 5. Questa divisione fornisce un modo per iterare
s.

{(b) 8ia B = {0™1"| m % n}. Osserviamo che BN o*1* = {0*1*| k > 0}. Se B
fosse regolare, allora. B sarebbe regolare e ugualmente lo sarebbe BN 0*1*. Ma gia
sappiamo che {0*1*| & > 0} non & regolare, quindi B non pud essere regolare.
Alternativamente, possiamo provare che B non & regolare usande il pumping lemma
direttamente, sebbene far cosi sia piti difficile. Assumiamo che B = {071 |m # n}
sia regolare. Sia p la lunghezza del pumping data dal pumping lemma. Si osservi
che p! & divisibile per tutti gli interi da 1 a p, dove p! = p(p— 1){p~2).-.1. La
stringa s = 0F1°*? ¢ B ed {s] = p. Allora it pumping lemma implica che s pud
essere divisa in zyz con = 0%, y = 0%, e 2 = 091”7 dove b > lea-+b+c=p.
Sia s' la stringa zy* 2, dove i = pl/b. Allora y' = 6* quindi y™* = 0! ¢ quindi
§" = ot Pt Oiesto di 5' = 0PPP1PHP @ B una contraddizione.

LINGUAGG!I
CONTEXT-FREE

Nel Capitolo 1 abbiamo introdotto due diversi, ma equivalenti, metodi per
descrivere linguaggi: gli automi finiti e le espressioni regolari. Abbiamo
mostrato che molti linguaggi possono essere deseritti in questo modo ma
che questo non & possibile per alcuni semplici linguaggi, come {0%1%n > 0}.

In questo capitolo presentiamo le grammatiche context-free, un me-
todo pill potente per descrivere linguagpi. Queste grammatiche possono
descrivere alcuni aspetti che hanno una struttura ricorsiva. Cid le rende
utili in una varieta di applicazioni.

Inizialmente le grammatiche context-free furono usate nello studic dei
linguaggi naturali. Un modo per capire le relazioni tra termini quali nome,
verbo, preposizione e 1 loro rispettivi sintagmi, conduce a una ricorsione
naturale poiché sintagmi nominali possono apparire al'interno di sintagmi
verbali e viceversa. Le grammatiche context-free aiutano a organizzare e
capire queste relazioni.

Un’importante applicazione delle grammatiche context-free si presen-
ta nella specifica e nella compilazione dei linguaggi di programmazione.
Spesso una grammatica per un linguaggio di programmazione costituisce
una referenza per colore che provano ad apprendere la sintassi del linguag-
gio. Progettisti di compilatori e interpreti per linguaggi di programmazione
spesso iniziano con I'ottenere una grammatica per il linguaggio. La maggior
parte dei compilatori e degli interpreti contiene una componente chiama-
ta parser che estrae il significato di un programma prima di generare i
codice compilato o di eseguire il programma interpretato. Diversi metodi
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facilitano ia costruzione di un parser quando ¢ disponibile una grammatica
context-free. Alcuni strumenti generano perfino automaticamente il parser
dalla grammatica.

I linguagpi associati alle grammatiche context-free sono chiamati lin-
gunggi context-free. La classe dei linguaggi contexti-free include tutti
i inguaggi regolari e molti ulteriori linguagei. In questo capitols, diamo
una definizione delle grammatiche contexi-free e studiamo le proprietd dei
linguaggi context-free. Introduciamo anche gli automi a pila (pushdown
automata), una classe di macchine che riconoscono i lingnaggt context-free,
Gl antomi a pila sono utili perché permettono dj acquisire una maggiore
comprensione del potere delle grammatiche context-free.

2.1
GRAMMATICHE CONTEXT-FREE

Un esempio di grammatica context-free, che chiamiame 1, & il seguente

A= 0A1
A—B
B—#

Una grammatica consiste di un insieme di regole di sostituzione, anche
chiamate produzioni. Ogni regola appare come una linea netla grammati-
ca, costituita da un simbolo e una stringa separati da una freccia. H simbolo
& chiamato una variabile. La stringa consiste di variabili e altri simboli
chiamati terminali. Le variabili sono spesso rappresentate da lettere ma-
juscole. 1 terminali sono analoghi ai simboli delValfabeto di input e sono
spesso rappresentati da lettere minuscole, numeri o simboli speciali. Una
delle variabili & chiamata la variabile iniziale. Essa generalmente si trova
sul lato sinistro della regola piti in alto. Per esempio, la grammatica G ha
tre regole. Le variabili di (71 sono 4 e B e A & la variabile iniziale. I suoi
terminali sono 0, 1 e #.

Una grammatica pud essere usata per descrivere un linguaggio generando
ogni stringa del linguaggio nel seguente modo.

1. Scrivi la variabile iniziale. E la variabile sul lato sinistro della regola
pilt in alto, a meno che non sia diversamente specificato.

2. Trova una variabile che & stata scritta e una regola che inizia con
quella variabile. Sostituisci la variabile scritta con il lato destro di
quella regola.

3. Ripeti il passo 2 fino a guande non vi sono pilt variabili.
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Per esempio, la grammatica 7y genera la stringa 000#111. Una sequenza
di sostituzioni per ottenere una stripga & chiamata una derivazione. Una
derivazione della stringa 000#111 nella grammatica G e

A= 0A1 = 00411 = 0004111 = 0002111 = GOO0#111.

La stessa informazione pud essere anche rappresentata mediante un disegno
con un albere sintatlico (parse tree). Un esempio i albero sintattico &
mostrato in Figura 2.1.

A

e /11 \‘\
N\

/ | // ﬁ»\ \ \\

! P
0O 0 0 #

FIGURA 2.1
Albero sintattico per 000#111 nella grammatica (7,

Tutte le stringhe generate in questo modo costituiscono il linguaggio della
grammatica. Denoteremo con L(Gy) il linguaggio della grammatica ;.
Alcume prove con la grammatica (7; mostranc che L(Gy) & {om17 0 =
0}. Ogni linguageio che pud essere generato da una grammatica context-
free & chiamato un lngueggio context-free (CFL). Nel presentare una
grammatica context-free, & conveniente abbreviare le diverse regole con la
stessa variabile & sinisira, come 4 — 041 e A4 — B3, in una singola linea
A~ 0A1L | B. usando il simbolo “ | come un “oppure”.

Quello che sesue & un secondo esempio di grammatica contexi-free.
chiamata (3, che descrive un frammento della lingua inglese.

(SENTENCE) — {NOUN-PHRASE}{VERB-PHRASE}
(NOUN-PHRASE) — {CMPLX-NOUN) | {(CMPLX-NOUN){PREP-PHRASE)
(VERB-PHRASE) — {CMPLX-VERE) | (CMPLX-VERB}(PREP-PHRASE)
(PREP-PHRASE) — (PREP} (CMPLX-NOUN)

{CMPLX-NOUN) — (ARTICLE} (NOUN)
{CMPLX-VERB) — (VERB} | (VERE) {(NOUN-PHRASE)
(ARTICLE) — a | the
{NOUN) — boy | girl | flower
{(VERB) — touches | likes | sees
{PREP} — with
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La grammatica Gz ha 10 variabili (i termini grammaticali scritti n lette-
re maiuscole e tra parentesi); 27 terminali (i simboli dell’alfabeto inglese
standard pill un carattere spazio); e 18 regole. Tra le stringhe di L{G2} vi

sonag!

a boy sees
the boy sees a flower
a girl with a flower likes the boy

Ognuna di queste stringhe ha una derivazione nella grammatica G, Una
derivazione della prima stringa su questa lista & fornita di seguito.

{SENTENCE) = {(NOUN-PHRASE} (VERB-PHRASE}
= (CMPLX-NOUN}{VERB-PHRASE)
= {ARTICLE){NOUN) (VERB-PHRASE)
= a {NOUN){VERB-PHRASE)
= a boy (VERB-PHRASE)
= a boy (CMPLX-VERB)
= a boy (VERB)
= a boy sees

Definizione formale di grammatica context-free

Formalizziamo la nostra nozione di grammatica contexi-free (CFG).

T DEFINIZIONE 2.2
Una grammatica contert-free e una quadrupla (V, X, R, §),
dove
1.V & un insieme finito i cul element: sono chiamati
variabili,
2.3 & un insieme finito, disgiunto da V, i cui elementi
sono chiamati terminali,

3. R & up insieme finito di regole, dove ciascuna regola e
una variabile e una stringa di variabili e terminali, ed

4.8 ¢ V & la variabile iniziale.

Se u, v e w sono stringhe di variabili e terminali e A — w & una regola
della. grammatica, diciamo che uAv produce uwvy, ¢ lo denotiamo con
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wAv = uwv. Diciame che u derive v, e lo denotiamo cor u = v, se u = v
o se esiste una sequenza uy, uz,..., U, con k >0 e

U= Uy = Uy = ... = Up = U

1l linguaggio della grammatica & {w € £*/ § = w}.
Nella grammatica G1, V = {A, B}, Z = {0,1,#}, S = 4 ed R & l'insieme
delle tre regole che compaionoe a pagina 104. Nella grammatica Gy,

V = {(SENTENCE}, (NOUN-PHRASE}, (VERB-PHRASE),
(PREP-PHRASE}, {CMPLX-NOUN), (CMPLX-VERR},
{ARTICLE}, (NOUN}, (VERB}, {PREP} },

eX ={ab,c,...,z "} I simbolo “” & il simbolo vuoto (blank}, posto
senza essere visto, dopo ciascuna parola (a, bey, ecc.), in modo che 1:3 paroli;
nen siano unite.

Spesso specifichiamo una grammatica scrivendo solo le sne regole. Possia-
me identificare le variabili nei simboli che compaione sul lato sinistro delle
?egole e i terminali nei rimanenti simboli. Per convenzione, la variabile
iniziale € la variabile sul lato sinistro della prima regola. ’ ‘

Esempi di grammatiche context-free

ESEMPIO 2.3 - -

Consideriamo la grammatica Gz = {{S},{a,b}, R, 5). L'insieme delle
regole, R, &

5 a8p| 55 €.

Q_L\lesta grammatica genera stringhe come abab, aaabbb, e aababb. Si pud
pitt facilplente vedere qual & questo linguaggio pensando ad a come una
parentesi aperta. “(” e a b come una parentesi chiusa “)”. Visto in questo
mod.o, L{G3) & il linguaggio di tutte le stringhe di parentesi correttamente
annidate. Si osservi che il lato destro di una regola pud essere la parola
vuota g.

ESEMPIO 2.4  -oommrememees

Si consideri la grammatica G4 = (V, X, R, (EXPR)).
V & {{ExPR}, (TERM), (FACTOR)} e & & {a,+, x, {,) }. Le regole sono

{EXPR} -
(TERM} —
(FACTOR) —

{EXPR}+(TERM} | {TERM)
{TERM) x {FACTOR) | (FACTOR})
({EXPR)) | a
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Le due stringhe a+axa e (a+a) xa possono esscre generate dalla grammatica
€35, Gli alberi sintattici sono mostrati nella figura seguente.

{EXPR}
4

{TERM}

{EXPR) “}?Rg} \
/ /(nzm} ,/(Exp}z) \
{TERM) / \ \ ﬁxm{ f !
VR RGN
— / ; <FACTJDR»’ | (o) / (FACTOR) J ,J
] i

x

{' [ (FACTOR) | I ]

VF\CIOR‘\ \ ]

1 { [ / / \\i L /
» a

a + a { a + a 3

FIGURA 2.5
Alberi sintattici per le stringhe ataxa e (a*a) xa

Un compilatore traduce codice scritto in un lingl‘iagg‘io di p‘mgrammazione
in un’altra forma, solitamente una pitt adatta per 1’es§cumr_me, Per farlo,
il compilatore estrae il significato del codi(:(—‘.da compl.ia.r(_: in p]:ocesso
chiamato parsing. Una rappresentazione di questo sxgmﬁ.ca?o & lai})erg
sintattico per il codice, nella grammatica, c:ontext:free per i 1.1ngua.ggio df
programmazione. In seguito discuteremo un algoritmo che fa il parsing de
linguaggi context-free nel Teorema 7.16 e nel P'mble%na 7.22: -

La grammatica (74 descrive un frammente di un hnguaggw di program-
mazione che riguarda le espressioni aritretiche, Si osservi come gli alberi
sintattici nella Figura 2.5 “raggruppino” le r);)ear?,zioall. L’aﬂ.)ero per ataxa
raggruppa loperatore x e i suoi operandi (Ee uitime due a} in un ?perax?(lo
dell’operatore +. Nell'albero per (a+a)xa. il raggruppamento e invertito.
Questi raggrupparenti corrispondono alla precedenza sta.r}da.rd della mol-
tiplicazione rispetto all’addizione e al}’uso delle parentest per scava.lcar(:z
questa precedenza. La grammatica (74 & progettata per tenere conto di
queste regole di precedenza.

Progettare grammatiche contexti-free

Come con la progettazione di automi finitl, discussa Be}]'fl S'ezion(r }.1_ (pa-
gina 43}, la progettazione di grammatiche c)cmtexlt\.-free richiede creatlvﬁt.a..
Anzi, le grammatiche context-{ree sono pex:ﬁno piit complesse da costrutre
degli autormni finiti poiché noi siamo pin a.bzt.uatl 8 Programimare una mac-
china per compiti specifici che a descrivere hnguf%ggx con grammatlche_z. Le
tecniche seguenti sono utili, singolarmente o combinate, guando affrontiamo
il problemé di costriire una CFG.
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Inmangitutto, molti CFL sono Punione di CFL pitt semplici. Se devi cogtruire
una CFG per un CFL che puoi dividere in componenti pid semplici, fallo
€ poi costruisci grammatiche separate per ciascuna componente. Queste
singole grammatiche possono facilmente essere fuse in una grammatica per
il linguaggio iniziale unendo e loro regole e poi aggiungendo la nuova regola,
S =85 [ 82 - | S, dove le variabili S; sono le variabili iniziali per e
grammatiche individuali. Risolvere diversi problemi pilt semplici & spesse
pit: facile che risolvere un problema complicato.

Per esempio, per ottenere una grammatica  per 1 lnguaggio
{01 0 > 0} U {170 > ¢}, costruiame prima la grammatica

by = 0551 J €
per il lingnaggio {0™17]n > D} e 12 grammatica
Sz — 150«

per il linguaggio {170™ n = 0} e poi agginngiamo la regola S — 51 | &
ottenendo la grammatica

§ = 85| 8
51— 0511 J £
59— 15,0 i £.

In secondo luogo, costruire una CFG per un lingnaggio che sia regolare &
facile se si pud prima costruire un DFA per quel linguaggio. Si pud trasfor-
mare un DFA in una CFG equivalenie nel modo seguente. Si introduca una
variabile R; per ogni stato g; del DFA. Si aggiunga la regola R, — aR; alla
CFG se d{gy, ) == g; & una transizione nel DFA. Si aggiunga la regola R; — €
se g; & uno stato accettante del DFA. Si assuma Ry come variabile iniziale
della grammatica, dove gy & lo stato iniziale delia macchina, Si puo verifi-
care che la CFG risultante genera lo stesso linguaggic di quello riconoscinto
dal DFA,

Inoltre, alcuni Hnguaggi context-free contengono stringhe con due sot-
tostringhe che sono “collegate’”. nel senso che una macchina per un tale
lingnaggio avrebbe bisogno di ricordare una quantitd non limitata di in-
formazione su una delle sottostringhe per verificare che essa corrisponde
correttamente allaltra sottostringa. Questa situazione si verifica nel lan-
guaggio {0"1™n > 0} poiché nuna macchina avrebbe bisogno di ricordare i
numerc di simboli uguali a 0 per verificare che esso & uguale al numero di
simboli uguali a 1. Si pud costruire una CFG per gestire questa situazione
usando una regola della forma R — wRe, che genera stringhe nelle quali la
porzione contenente le « corrisponde aila porzione contenente le .

Infine, in linguaggi pid complessi, le stringhe possonc contenere alcune
strutture che compaiono ricorsivamente come parte di altre strutiure {0
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della stessa). Questa situazione si verifica nella grammatica che genera le
espressioni aritmetiche neli’Esernpio 2.4, Ogni volta c¢he compare il sim-
bolo a, al suo posto potrebbe invece comparire ricorsivamente un’intera
espressione parentesizzata. Per ottenere questo effetto, si ponga nelle re-
gole il simbolo di variabile che genera la struttura in questione, laddove la
struttura pud apparire ricorsivamente.

Ambiguita

Gualche voita una grammatica pud generare la, stessa stringa in pitt modi
diversi. Una tale stringa avra diversi aiberi sintattici e guindi diversi signi-
ficati. Questo risultato pud essere indesiderabile per alcune applicazioni,
come 1 linguagei di programmazione, dove un programima dovrehbe avere
un’unica interpretazione.

Se una grammatica genera la stessa stringa in pi modi diversi, diciamo
che la stringa & derivata ambiguemente in quella grammatica. Se una gram-
matica genera alcune stringhe ambiguamente, diciamo che la grammatica
& ambiguo.

Per esempio, consideriamo la grammatica Gi:

(FXPR) — (EXPR)+{EXPR} | (EXPR)x (EXPR) | ({EXPR)) | a

Questa grammatica genera la stringa ataxa ambiguamente. La figura
seguente mostra i due diversi alberi sintattici.

(EXPR} ({EXPR)
™ /7
(EXPR) (EXFR) (EXPR} (EXPR}
/( y \ / / )\
(FXPR) | (EXPR} (EXPR} | (EXPR)
[ \ / )
a + a X 2 a + a X a

FIGURA 2.6
| due alberi sintattici per la stringa a+axa nella grammatica G

Questa grammatica non tiene conto delie usuali regole di precedenza e quin-
di pud raggruppare + prima di x o viceversa. Al contrario, la grammatica
(4 genera esattamente lo stesso linguaggio, ma ogni stringa generata ha un
solo albero sintattico. Quindi (74 non & ambigua, mentre (s & ambigua.

La grammatica Gy (pagina 106) & un altro esempio di gramatica am-
bigua. La frase the girl touches the boy with the flower ha due
differenti derivazioni. Nell’Esercizio 2.8 ti viene richiesto di fornire i due
alberi sintattici e osservare la loro corrispondenza con i due diversi modi di
leggere quella frase.

Ora formalizziamo la nozione di ambiguithd. Quando diciamo che una
grammatica genera ambiguamente una stringa. intendiamo che la stringa
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ha due diversi alberi sintattici, non due differenti derivazioni. Due deriva-
zioni possono differire solo neli’ordine in cui esse sostituiscono le variabili
ma non nella loro struttura complessiva. Per concentrarci sulla struttura,
definiamo un tipo di derivazione che sostituisce le variabili con un ordine
stabilito. Una derivazione di una stringa w in una grammatica G & una
derivazione a sinistra {leftmost derivation) se a ogni passo la variabile
sostituita & quella che si trova pil a sinistra. La derivazione che precede la
Definizione 2.2 (pagina 106) & una derivazione a sinistra.

DEFINIZIONE 2.7

Una stringa w & derivata embiguamente in una gramma-
tica context-free G se essa ha due ¢ pin diverse derivazioni
a sinistra. Una grammatica G & ambigua se essa genera
qualche stringa ambiguamenie.

Qualche volta quando abbiamo una grammatica ambigua, possiamo trova-
re una grammatica non ambigua che genera lo stesso linguaggio. Tuttavia,
alcuni linguaggi context-free possono essere generati solo da grammatiche
ambigue. Tali linguaggi sono chiamati inerentemnente ambigui. 1l Pro-
blema 2.41 chiede di dimostrare che il lingnaggio {a'b/c*|i = j oppure
j = k} & inerentemente ambiguo.

Forma normale di Chorﬁsky

Quando si lavora con le grammatiche context-free, & spesso conveniente
averle in forma semplificata. Una delle forme pili semplici e utili & chiamata
la forma normale di Chomsky. La forma normale di Chomsky & utile nel
dare algoritmi che lavorano con grammatiche context-free, come facciamo
nej Capitoli 4 e 7.

DEFINIZIONE 2.8

N

Una grammatica context-free & in forma normale di
Chomsky se ogni regola & della forma

A— BC
A-ra

dove a & un terminale e A, B e C sono variabili qualsiasi
- tranne che B e C non possone essere la variabile iniziale.
Inoltre, permettiamo la regola § — ¢, dove § & la variabile
iniziale.
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TEQOREMA 2.8 o

Ogni linguaggio context-free & generato da una grammatica context-free in
forma normale i Chomsky.

IDEA.  Possiamoe trasformare ogni grammatica G in forma normale di
Chomsky. La trasformazione ha diversi passi nei guali Je regole che violano
le condizioni sono rimpiazzate con regole equivalenti che sono adeguate.
Innanzitutto, aggiungiamo una niova variabile iniziale. Poi, eliminiamo
tutte le e-regole della forma 4 — &. Eliminiamo anche tutte le regole
unitarie della forma A — B. In entrambi i casi, modifichtamo la gramina-
tica in modo da essere sicuri che generi ancora lo stesso linguaggio. Infine,
trasformiamo le restanti regole nella forma adeguata.

DIMOSTRAZIONE  In primo luogo, aggiungiamo una nuova variabile ini-
ziale Sy e Ja regola Sy — S, dove S era la variabile iniziale di partenze.
Questo cambiamento garartisce che la variabile iniziale non compare sul
lato destro di una regola.

In secondo luogo, ¢i occupiamo di tutie le e-regole. Eliminiamo una &-
regola A — €, dove A non & la variabile iniziale. Poi, per ogni occorrenza i
A sul iato destro di una regols, aggiungiamo una nucva regola con quell’oc-
correnza cancellata. 1n altre parcle, s¢ B~ vAv @ unaregolaincuive v
sono stringhe di variabili e terminali, aggiungiamo la regola R — uv. Fac-
ciamo questo per ogni oceorrenza di A, in modo che la regola B — vAvAw
faccia s che vengano aggiunte # — wvAw, B — vdvw ed R - uvw. Se
abhiamo la regola B — A, aggiungiamo R — ¢ a meno che non avevamo
precedenternente rimosso la regola A — &. Ripetiame guesti passi fine a
eliminare tutte le e-regole che non coinvolgono la variabile iniziale.

Inoltre. ¢i occupiamo deile regole unitarie. Eliminiamo una regola uni-
taria A — B. Poi, per ogni regola B - u, aggiungiamo la regola A4 — u
a meno che questa non sia una regola unitaria precedentemente cancellata.

‘ome prima, © & una stringa di variabili e terminali. Ripetiamo guesti
passi fino a eliminare tutte le regole unitarie.

Infine. trasformiamo tutte le restanti regole nella forma appropriata.
Rimpiaziiamo ogni regola A — wiug- -y, dove kB > 3 e clasenn wu; &
una vamabile o un simbolo terminale, con le regole 4 — w1 Ay, A1 —
ugda, Az — uzds. ... and Ap_o o Up g Le A; sono miove \{ariabili.
Rimpiazziame ogni lerminale u; nelle precedenti regole (o regola} con la
nuova variabile U; e aggiungiamo la regola U; — w;.

ESEMPIO 2'10 .....................................

Congideriamo la seguente CFG Gg ¢ trasformiamola in forma normale di
Chomsky usando la procedura di conversione appena foraita. La sequen-
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za di grammatiche presentate illustra i passi netla conversione. Le regole

mostrate in grassetto sono queile appena aggiunte. Le regole mostrate in
grigio sono quelle appena rimosse.

1. La CFGiniziale G & mostrata sulla sinistra. 11 risultato dell’applicazio-
re del prime passo, che crea una nuova variahile iniziale, & mostrato sulla
destra.

S -3 ASA | aB So— 8
PRI S AS4 | a8
B—=ble A= BIS5

B —=5vie

2. Eliminiamo le e-regole 3 — £, come mostrato sulla sinisira, e 4 — £,
come mostrato sulla destra.

5o -+ S S — 8§

S+ ASAlaB |a S-rASAlaBla|SA1AS| S
A= BlSle A-sBlSije

B-ble B —5p

3a. Eliminiame le regole unitarie S -+ 8, come mostrato sulla sinistra, e
5¢ —+ S, come mostrato sulla destra.

S — 8 So— S1ASA|aB}ia|SA|AS
S AS5AlaBlalSA[ASIY S ASA|aB|a|S4|AS
A+ B|S A— B|S

E—=v B —b

3b. FEliminiamo le regole unitarie 4 - Be 4 — S.
Sp > ASAaBla|SA[AS  S;— ASA[aBla|SA|AS
S§— ASA|aBial S4| AS 5 — ASAlaB|a|S54]|AS

A= i2i51b A—Sip|ASA|aB|a|SA|AS
B-b B—+b

4. Trasformiamo le rimanenti regole nelia forma corretta, aggiungendo
variabili e regole supplementari. La grammatica finale in forma normale di
Chomsky & equivalente a (s, (In realtd la procedura fornita nel Teorema 2.9



114 CAPITOLO 2 — Linguaggi context-free

crea diverse variabili U; e diverse regole U; — a. Abbiamo semplificato
la grammatica risultante usando una sola variabile I/ e una sola regola
U—a)

Sp — AA, |UB |a] SA| AS
S -+ AA I UB|a| SA| AS
Ao b|AA |UBjalSAAS
Ay = SA

UV—a

B-—=b

2.2
AUTOMI A PILA

In questa sezione introduciamo un nuovoe tipo di modello computazionale
chiamato automa a pila (pushdown automata). Questi a.utoml_ 50RO come
gli automi finiti non deterministici ma hanno una componente in piu ch'la:
mata pila (stack). La pila fornisce memoria aggiuntiva oltre alla quanfnta.,
finita di essa disponibile nel controllo. La pila consente a tali automi di
riconoscere alcuni linguaggi non regolari. _

Gl automi a pila sono computazionalmente equivalenti alle grammatiche
context-free. Questa equivalenza & utile poiché essa ci da due aiternative per
provare che un linguaggio & context free. Possiamo dare una grammatlca_
context-free che lo genera oppure un automa a pila che lo riconosce. Alcun}
linguaggi sono pili facilmente descritti in termini di generatori, mentre altri
sono pit facilmente descritti da riconoscitori. .

La figura seguente & una rappresentazione schematica di un au‘toma fi-
nito. II controllo rappresenta gli stati e la funzione di transizione, il nastro
contiene la stringa di input, e la freccla rappresenta la testina sull’input,
che indica il successivo simbolo di input da leggere.

3

controllo )
aia|bjb! input

FIGURA 2.11
Schema di un automa finito
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Aggiungendo 'elemento pila, otteniamo una rappresentazione schematica
di un automa a pila, come mostrato nella figura seguente.

controffo
Eanﬂ input

X

¥
z

pila

FIGURA 212
Schema di un automa 3 pila

Un automa a pila {PDA) pud scrivere simbeli nella pila e rileggerli in se-
guito. Scrivere un simbolo “spinge git’” tutti gli altri simboli nella pila.
In un qualunque momento il simbole sulla cima (top) della pila pud es-
sere letto e rixnosso. 1 rimanenti simboli allors ritornano pitt in alto.
L’operazione di scrivere un simbolo sulla pila & spesso chiamata push,
quella di eliminare un simbolo dalla pila & spesso chiamata pop. No-
ta che ogni accesso alla pila, sia per leggere che per scrivere, pud essere
fatto solo sulla. somumitd. In altre parole, una pila & un dispositivo di
memoria “last in, first out” (ultimo entrato, primo uscito). Se alcuni da-
ti sono scritti nella pila ¢ dati aggiuntivi sono scritti in seguito, 1 dati
precedenti diventano inaccessibili fino a quando quelli successivi vengono
rimossi.

I piatti sul bancone di servizio di un bar forniscono un esempio di pila.
La pila di piatti si trova su una molla in modo che, quando un nuovo piatto
& posto sulla sommita della pila, i piatti che sono sotto di esso, si spostano
verso il basso. La pila di un automa & come una pila di piatti, dove ciascun
piatto ha un simbolo scritto su di esso.

Una pila & molte importante perché pud mantenere una quantiti non
limitata di informazioni. Ricordiamo che un automa finito non pud rico-
noscere il linguaggio {0™1™ n > 0} poiché non pud memorizzare numeri
molto grandi nella sua memoria finita. Un PDA & in grado di riconoscere
questo linguggio poiché pud usare la sua pila per memorizzare il numero
di simboli uguali a 0 che ha visto. Quindi, la natura non limitata di una
pila permette al PDA di memorizzare numeri di dimensioni non limitate,
La seguente descrizione informale mostra come opera 'automa per questo
linguaggio.

Legge i simboli in input. Scrive clascuno 0 letto sulla pila. Non appena
vede simboli uguali a 1, cancella uno 0 dalla pila per ogni 1 letto. Se
la lettura dell’input termina esattamente quando la pila diventa priva
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di simboli uguali a 0, accetta I'input. Se la pila si svuota ma restano
simboli uguali & 1 o se 1 simboli uguali a 1 sono finiti ma la pila
contiene ancora simboli uguali a ¢ o se gualche 0 appare nell'input
dopo i simboli uguali a 1. rifiuta U'mput.

Come menzionato prima, gli automi a pila possono essere non determi-
nistici. Automi a pila deterministici e non deterministici non sono com-
putazionalmente equivalenti. Gli automi a pila non deterministici rico-
noscono alcuni linguaggl che nessun automa a pila determiniséico pud
riconoscere, come vedremo nella Sezione 2.4, Esibiamo linguaggi che ri-
chiedono il non determinismo negli Esemnpt 2.16 e 2.18. Ricordiamo che
gli automi finiti deterministici e non deterministicl riconoscono Ja stes-
sa classe di linguaggi, quindi la situatione per gli avtomi a pila & di-
versa. (4 concentreremo sugli antomi a pila non deterministici perché
questi automi sono computazionalmente equivalenti alle grammatiche
context-free.

Definizione formate di automa a pila

La definizione di automa a pila & simile a quella di un antoma finito, tranne
che per la pila. La pila & un dispositivo che contiene simboli presi da un
qualche alfabeto. La macchina puo usare differenti alfabeti per il suo input
e la sua pila, quindi ora specifichiamo sia un alfabeto di simboli di input X
sia un aifabeto di pila I

Nel cuore ¢i ogni definizione di automa c’¢ la funzione di transizio-
ne, che descrive il suo comportamento. Ricordiamo che B, = Y U {&}
e I. = Tt {e}. Il dominio della funzione di transizione ¢ ¢ x 2o x T¢.
Quindi lo stato corrente, it prossimo simbolo di input letto, e il simbolo
sulla cima della pila determinano la mossa seguente di un automa a pila.
Lune o I'altre simbolo pud essere £, il che determina che la macchina si
muova senza leggere un simbolo di input o senza leggere un simbolo dalla
pila.

Per gquanto riguards il codominio delia funzione di transiziene, dobbia-
mo considerare cosa pud fare lautoma quando & in una specifica situa-
ziome. Fsso pud trovarsi in un nuove stato ed eventualmente scrivere un
simbolo sulla cima della pila. La funzione § pud indicare quest’azione re-
stituende un elemento di @ insieme a un elemento di T;, cio# un elemento
di @ x L., Poiché permettiamo i) non determinismo in guesto modello,
una situazione pud avere diverse mosse successive lecite. La funzione di
transizione ingloba il non determinisme nel modo usuale, restituendo un
insieme di elementi di ¢ x T, ciog un elemento di P{Q x I.). Mettendo
tutto questo insieme, 1a nostra funzione di transizione § assume la forma

8 QXEE XFF#“%P(QXI«{)-

[ —,
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T DEFINIZIONE 2.13

Un automa a pila & una sestupla (. 2,7, 6, g4, F'}, dove
&, 2, T ed F sono tutti insiemi finiti, e

1. & & l'insieme degli stati,

2. T & Valfabeto dell’input,

3. T & Palfabeto della pila,

4.8 Q@B xT.—P(Q)xT,) & la funzione di transizione,

5. qp € §J & lo stato iniziale, ed

8. F' C (J & I'insleme degh stati accettanti.

Un automa a pila M = {2, 2,1, 4, g0. F} computa come segie. Accetia un
nput w se w PUO esseTe SCritto come w = wiws - - - Wy, dove clascun uy € 5,
ed esistono sequenze di stati rg,ry, .. .. 7y, € @ e di stringhe s, 81,..., 8m €
I che soddisfano le tre condizioni seguenti. Le stringhe s; rappresentano
la sequenza. del contenuto della pila che A ha su un ramo accettanie della
computazione,

Lorg = go and sy = e, (QQuesta condizione significa che M inizia
correitamente, nello stato iniziale ¢ con una pila vuota.

ed 5,41 = Bt per qualche a, b € I e ¢ € I, Questa condizione afferma
che M si muove correttamente in base allo stato, al simbolo di pila,
al prossimo simbolo in input.

2.Peri=0....,m— 1, abbiamo {ri.;.b) € d(r;, wizq,a), dove 8, = af

3. rm € F. Questa condizione afferma che alla fine dell’input M si trova
in uno stato accetiante,

Esempi di automi a pila

ESEMPIO 2-14 .............................................. R LCL Ll LT T T T R P P O P P P PP TSP P DU RRER

Queilo che segue @ la descrizione formale del PDA {pagina 116) che riconosce
il lingnaggio {0"1"%| n > 0}. Sia M la sestupla (@, ,T, 4, 1, I}, dove

Q=1{q1.92.935. 1},
5 = 0.1},
r={0,s},
F={q,qu}e

4 & data dalla seguente tabella, nella quale le vodi vuote indicano @,
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Input: 0 1 €
Pila: [C[$! ¢ 0 [$]ejol 8 ] e
! (g2, $)}
g2 {(g2.0)} {(g3,€)}
4 {(g3,€)} {(g4. )}

a4

Possiamo anche usare un diagramma di stato per descrivere un PDA, come
nelle Figure 2.15, 2.17 e 2.19. Tali diagrammi sono simili ai diagrammi di
stato usati per descrivere gli automi finiti, modificati per mostrare come il
PDA usa la sua pila quando passa da uno stato a un altro. Seriviamo “a,b —
¢” per indicare che, quando la macchina sta leggendo una a dall’input, essa
pud sostituire il simbolo b sulla sommitd della pila con una c¢. Ogruno dei
gimboli a, b e ¢ pud essere &. Se a & €, la macchina pud effettuare questa
transizione senza leggere alcun simboio dall'input. Se b & ¢, la macchina
pud realizzare questa transizione senza leggere ed eliminare aleun simbolo
dalla pila. Se ¢ & e, la macchina non scrive alcun simbolo sulla pila durante
questa transizione.

FIGURA 215
Diagramma di stato per il PDA M; che riconosce {0™1"% n > 0}

Ta definizione di un PDA non contiene alcun meccanismo esplicito per per-
mettere al PDA di controllare se la pila & vuota. Questo PDA & in grado di
ottenere lo stesso effetto inserendo inizialmente un simbolo speciale $ nella
pila. Allora, nel caso in cui veda il $ di nuovo, sa che la pila & di fatto
vuota. In seguito, quando in una descrizione informale di un PDA faccia-
mo riferimento al controllo se la pila & vuocta, implementiamo questa stessa
procedura.

Analogamente, i PDA non passono controllare esplicitamente se hanno
raggiunto la fine della stringa di input . Questo PDA & in grado di ottenere
lo stesso risultato poiché lo stato accettante potrebbe essere eventualmente
raggiunto solo guando la macchina & alla fine dell'input. Quindi, d’ora in
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poi, assumiamo che i PDA possono controllare la fine dell'input e sappiamo
che possiamo implementarlo nello stesso modo.

ESEMPIO 2.16

Questo esempio illustra un automa a pila che riconosce it Hnguaggio
{a'v {4, 4.k > 0 ei=j oppure i = k}.

Informalmente, i} PDA per questo linguaggio opera dapprima leggendo e
inserendo le a neila pila. Quando le a sono terminate, la macchina le ha
tutte nella pila, quindi pud abbinarle con le b o con le ¢. Quest’operazione &
un pé complicata poiché la macchina non sa in anticipo se far carrispondere
le a2 con le b o con le c. In questo caso il non determinismo risulta utile.

Usando il suo non determinismo, il PDA pud ipotizzare di far corrispon-
dere le a con le b o con le ¢ come mostrato in Figura 2.17. Si pensi alla
macchina come se avesse due rami del suo non determinismo, uno per ogni
possibile ipotesi. Se il numero di una delle due lettere b o c corrisponde
&) numero di a), quel ramo accetta e l'intera macchina accetta. Il Pro-
blema 2.27 chiede di mostrare che il non determinismo & necessario per
riconoscere questo linguaggio con un PDA.

b,a— € c,e—+E

€,6—€ /q_s\ £,EE /(_16\\ £,$e @

u

a,E—ra b,e— ¢ . c,a—rE

FIGURA 2.17
Diagramma di stato per il PDA Mz che riconosce {a'b?c| 4,5,k > 0 e i = j oppure i = k}

ESEMPIO 2.18

In questo esempio diamo un PDA M3 che riconosce il linguaggio {ww™w €
{0,1}*}. Ricordiamo che w® significa w scritta al contrario. Nel seguito
diamo la descrizione informale e il diagramma di stato del PDA.

Inizia inserendo netla pila i simboli letti. In qualunque momento ipotizza
non deterministicamente di aver raggiunto la prima meta della stringa e
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quindi cambia azione, eliminando dalla pila un simbolo per ciascun simbolo
letto, se essi coincidono. Se essi coincidono sempre e la pila si svuota nello
stesso momento in cul Vinput & terminato, accetta; altrimenti rifiuta.

FIGURA 2.19 7
Dizgramma di stato per il PDA My che riconosce {unw™]w € {0,1}"}

It Problema 2.28 mostra che questo linguaggio richiede un PDA non
deterministico.

Equivalenza con le grammatiche context-free

In questa sezione mostriamo che grammatiche context-free e automi a
pila sono computazionalmente equivalenti. Entrambi sono in grado di
descrivere la classe dei linguaggi contexi-free. Mostrererao come trasfor-
mare ogni grammatica context-free in un automa a pita che riconosce lo
stesso linguaggio e viceversa. Ricordiamo che abbiamo definito un lin-
gnaggio context-free come un linguaggio che pud essere descritto con una
grammatica context-free. Quindi, il nostro obieftivo & il teorema seguente.

TEOREMA 220 oo o bt b T s

Un linguaggio & context free se ¢ solo se esiste un automa s pila che lo
riconosce.

Come al solito, per i teoremi “se e solo se”, abbiamo due enunciati da
provare, nelle due direzioni. In questo teorema, entrambi gli enunciati sono
interessanti. Innanzitutto trattiamo la direzione piil facile, la diretta.

LEMMA 2-21 .........................................

Se un linguaggio & context-free, allora esiste un automa a pila che lo
riconosce.

IDEA. Sia A un cFit. Dalla definizione sappiamo che esiste una CFG, G,
che genera A. Mostriamoe come trasformare G in un PDA equivalente, che
chiamiamo F.
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11 PDA P che ora descriviamo, opererd accettando il suo input w, se G ge-
nera tale input, determinando se esiste una derivazione per w. Ricordiamo
che una derivazione & semplicemente la sequenza di sostituzioni fatte nel
processo di generazione di una stringa mediante una grammatica. Ogni
passo di una derivazione produce nna stringa infermedia di variahili e
terminali. Noi progettiamo P in modo che possa stabilire se una serie di
sostituzioni che usano le regole di 7 possa condurre dalla variabile iniziale
a w.

Una delle difiicoita nell’esaminare se esiste una derivazione per w con-
siste nel capire quali sostituzicni fare. I non determinismo di un PDA gli
consente di ipotizzare la sequenza di sostituzioni giuste. In ogni passo del-
la derivaziome, nna delle regole per una particolare variabile & scelta non
deterministicamente e usata per sostituire quella variabile.

[t PDA P inizia scrivendo fa variabile iniziale sulla sua pila. Esso passa
attraverso una serie di stringhe intermedie, facendo una sostituzione dietro
'altra. Infine pud giungere a una stringa che contiene solo simboli terminali,
il che significa che ha usato la grammatica per derivare una stringa. Allora
F accetia se questa stringa & identica alla stringa che ha ricevuto in input.

Implementare questa strategia su un PDA richiede un’idea supplementare.
Dobbiamo capire come il PDA immagazzina le stringhe intermedie quando
passa dall'una ali’altra. Usare semplicemente la pila per immagazzinare
ciascuna stringa intermedia & allettante. Tuttavia non funziona del tutio
poiché il PDA ha bisogno di trovare le variabili nelle stringhe intermedie
¢ fare sostituzioni. Ii PDA pud accedere solo al simbolo sulia cima della
pila e questo potrebbe essere un simhole terminale e non una variabile. 11
modo per aggirare questo problema & mantenere solo parte deila stringa
intermedia sulla pila: i simboli che iniziano con la prima variabile nella
stringa Intermedia. Tutti i simboli terminali che compaiono prima della
prima variabile sono subito abbinati con i simboli neila stringa di input.
La figura seguente mostra il PDA P.

controllo

FIGURA 2.22
Come P rappresenta {a stringa intermedia 014140
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Quello che segue & una descrizione informale di P.

1. Inserisce il simbolo marcatore $ e la variabile iniziale sulla pila.
2. Ripete i seguenti passi.

a. Se zulla cima della pila ¢’& il simbolo di una variabile A, sceglie
non deterministicamente una delle regole per A e sostituisce 4
con la stringa sul lato destro della regola.

b. Se sulla cima della pila ¢’@ un simbolo terminale a, legge il simbolo
seguente dall’input e lo confronta con a. Se essi sono uguali,
ripete. Se essi non soro uguali, rifiuta su questo ramo dei non
determinismo.

¢. Se sulla cima della pila ¢’ il simbolo $, entra nello stato accettan-
te. In questo modo accetta I'input se esso & stato completamente
letto.

DIMOSTRAZIONE Ora diamo i dettaghi formali della costruzione dell’au-
toma a pila P = (Q, I,T1, 4, gstart, ). Per rendere pil: chiara la costruzione,
usiamo una notazione abbreviata per la funzione di transizione. (Questa
notazione fornisce un modo per scrivere un’intera stringa sulla pila in un
passo della macchina. Possiamo simulare quest’azione introducendo stati
aggiuntivi per scrivere la stringa un simbole alla volta, come realizzato nella
seguente costruzione formale.

Siano ¢ ed r stati del PDA e siano ¢ in X, ed s in [;. Supponiamo di vo-
lere che il PDA vada da g a r quando legge a ed elimina s. Inoltre, vogliamo
che esso inserisca l'intera stringa u == uy ---y sulla pila simultaneamen-
te. Possiamo eseguire questa azione introducendo nuovi stati g1,...,q-1 €
definendo la funzione di transizione come segue:

6(9’ aﬁs) contiene (q}'aul)7
8(g1,¢,8) = {(g2, w-1)}
5(@2,51 E) i {(q3s7‘51—2)}&

&Hgp1,6,€) = {(r,u)}.

Useremo la notazione (r,u) € (g, . s} per denotare che quando g & lo stato
in cui sl trova Pautoma, a & il prossimo simbolo di input ed s & il simbolo
sulla. cima delia pila, il PDA pud leggere a ed eliminare s, poi inserire la
stringa u nella pila e passare nello stato r. La figura seguente ne mostra la
realizzazione.
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FIGURA 2.23
Implementazione dell'abbreviazione {r, xyz) € §(q,a,s)

Gli stati di P sono @ = {dstart: Gloops Gaccept } U E, dove E & Uinsieme degli
stati necessari per realizzare I'abbreviazione appena descritta. Lo stato
iniziale & gaiars. L'unico stato accettante & Gaccept-

La funzione di transizione & definita come segue. Cominciamo inizializ-
zando la pila inserendo i simboli § and S, realizzando cosi i] passo 1 nella
descrizione informale: &(gstart. €,€) = {(i00p,.58)}. Poi aggiungiamo le
transizioni per il ¢iclo principale del passo 2.

In primo luogo, trattiamo il caso (a) in cul la cima della pila contiene una
va}ria,bile. Poniamo §{gioop; €, A) = {{gioop, W)} dove A -+ w & una regola in
R}

In secondo luogo, trattiamo il caso (b} in cui la cima della pila contiene
un terminale. Poniamo §(¢ioop, @, @) = {{¢ioap, €)}.

Infine, trattiamo il caso (¢} in cul il marcatore scelto per indicare la pila
vuota § & sulla cima della pila. Poniamo é(giop, £, $) = {(Gaccept- €)}-

1l diagramma di stato & mostrato nella Figura 2.24.

€,A—w  periaregola Ao w

a,a—& per ii terminale a

FIGURA 2.24
Diagramma di stato di P

Questo completa la prova del Lemma 2.21.
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I N R — i

Usiamo la procedura sviluppata nel Lemma 2.21 per costruire un PDA Py

dalla seguente CFG G.
S —albib

T—+Tale

La funzione di transizione & mostrata nel diagramma seguente.

£,£a

€,50b o~ g,e—T
Ny -

g,0=a N e,e—T
./

FIGURA 2.26
Diagramma di stato di P4

Ora dimostriamo la direzione inversa del Teorema 2.20. Per la direzione
diretta. abhiamo dato una procedura per trasformare una CFG in un PDA,
L'idea principale era progettare automa che simula la grammatica. Ora
vogliamo dare una procedura per andare nella direzione opposta: trasforma-
re un PDA in una CFG. Progettiamo la grammatica per simulare 'automa.
Questo compito & impegnativo perché “programmare” un autora & piu
facile che “programmare” una grammatica.

LEMIMIA 2,27 rooeressrmnmssseses

Se un linguaggio & riconosciuto da un automa a pila, allora esso & context-
{ree.

IDEA. Abbiamo un PDA P e vogliamo costruire una CFG (7 che genera
tutte le stringhe che P accetta. In alire parole, (7 dovrebbe generare una
stringa se queila stringa fa andare il PDA dal suo stato miziale a uno stato
accetiante.

Per raggiungere guesto risultato, progettiamo una grammatica che fa un
pb in pit. Per ciascuna coppla distafl pe ¢ in P, la grammatica avra una

2.2 - Automia pila 125

variabile Ap,. Questa variabile genera tutte le stringhe che possano portare
P da p con pila vuota a ¢ con pila vuota. Siesservi che tali stringhe possono
anche condurre P da p a g, indipendentemente dal contenuto della pila in
p, lasciando la pila in g nella stessa condizione in cui era in p.

Innanzitutto, semplifichiamo il nostro compite modificando leggermente
£ per munirlo delle seguenti tre caratterigtiche.

1. Ha un unico stato accetiante, gaceept-
2. Svuota la sua pila prima di accettare.
3. Ciascuna transizione inserisce un simbolo sulla pila {effettua un push)

o pe elimina uno dalla pila {effettua un pep), ma non fa entrambe le
azioni confemporaneamente.

Dare a P le caratteristiche 1 e 2 & facile. Per munirlo della caratteristica 3,
sostituiamo ciascuna transizione che contemporaneamente elimina ed inse-
risce simboli con una sequenza i due transizioni che atiraversa un nuove
stato, e sostifuiameo ogni transizione che non elimina né inserisce simboli
con una sequenza di due transizioni che inserisce e poi elimina un simbolo
arbitrario della pila.

Per progettare G in modo che A,, generi tutte le stringhe che portano
P da p da g, iniziando ¢ terminando con una pila vuota, dobbiamo capire
come P agisce su queste stringhe. Per ognuna di tali stringhe z, la prima
mossa di P su z deve essere un push, poiché ogni mossa & un push o un pop
e F non pud eliminare da una pila vucta. Analogamente, I'ultima mossa
s« deve essere un pop perché alla fine la pila deve essere vuota.

Drurante Ia computazione di P su z si presentano due eventualitd, O
il simbolo eliminato alla fine é il simbolo che era stato inserito all’inizio,
oppure no. Nel primo caso, la pila potrebbe essere vucta solo all’inizio e
alla fine della computazione di P su z. Altrimenti, il simbolo iniziahnente
inserito deve essere stato eliminato in qualche punto prima della fine di x
e guindi la pila si svuota in questo punto. Simuliamo la prima possibilita
con la regola Apy -+ adrsh, dove a & Pinput letto nella prima mossa, b &
Pinput letto pell'ultima mossa. r & lo stato che segue p ed s & 1o stato che
precede ¢. Simuliamo la seconda possibilitd con la regola Apg ~ Apr Ay,
dove r & lo stato in cud la pila diventa vuota.

DIMOSTRAZIONE. Sia P = {3, 5,14, 90, {qaccers ) € costruiamo G,
L'insieme delle variabili di G & {Apl p.¢ € @}. La variabile iniziale &

Agagaceeps- O descriviame le regole di G nel seguenti tre punti,

I.Perogni p,g,r,s € Q. ue ¥ eabe X, sed(pa e} contiene (r u) e
d(s, b, u) contiene {g, &), poni la regola Apy — aAydin G,

2. Per ogni p,q,7 € (2, poni la regola Apy = AprArg in G,

3. Infine, per ogni p € ), pord la regola Ay, - & in G
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Si pud intuire guesta costruzione dalle figure seguenti.

Altezza
della pila generato da
Apg
Stringa di inpud P r q
\ I\ J
Y Y
generato da generato da
Agr Arg
FIGURA 2.28

La computazione del PDA corrispondente alla regola Agpg — Aprdsg

Altezza

della pila
generato da

Apg

Stringa di input

¥
generato da
A 5

FIGURA 2,29
La computazione del PDA corrispondente alia regola Apq — aArsh

Ora proviamo che questa costruzione funziona dimostrando che Ap, genera
x se e solo se © porta P da p con la pila vuota a g con la pila vuota.
Consideriamo ogni direzione del “se e solo s¢” come un enunciato separato.

FATTO 230

Se Apq genera , allora z pud portare P da p con la pila vuota a g con la
pila vuota.

Dimostriamo questo enunciato per induzione sul numero dei passi nella
derivazione di z da Ap,.

Base: La derivazione & in un solo passo.
Una derivazione in un sclo passo deve usare una regola il cui lato destro
non contenga, variabili. Le uniche regole in G con nessuna variabile sul lato
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destro sono A,, — €. Ovviamente, 'imput & porta P da p con la pila vuota
a p con la pila vuota quindi la base & dimostrata.

Passo induttive: Assumiamo che Penunciato sia vero per le derivazioni di
lunghezza al pill k, dove k > 1, e proviamo che esso & vero per le derivaziont
di lunghezza k + L.

Supponiamo che Ay = 1 in k + 1 passi. Il primo passo in questa deri-
vazione & Ay, = aAnsb oppure Apg = AprArg. Trattiamo questi due casi
separatamente.

Nel primo caso, consideriamo la parte y di 2 che A,s genera, quindi
xr = ayb. Poiché A, = y in k passi, 'ipotesi induttiva ci dice che P pud
andare da r con la pila vucta a s con la pila vuota. Poiché Ay, — adA.sb
& una regola di G, d{p,a,&) contiene (r,u) e &(s,b,u) contiene {g,&}, per
qualche simbolo di pila u. Quindi, se P inizia in p con la pila vuota,
dopo aver letto a pud andare nello stato r e inserire u in cima alla pila.
Poi, la lettura della stringa y pud portarlo in s e lasciare u sulla pila. In
seguito dopo aver letto b pud andare nello stato g ed eliminare u dalla piia.
Pertanto, £ pud portare P da p con la pila vuota a g con la pila vuota.

Nel secondo caso, consideriamo le parti y e z di = che Ay e Ayg ispet-
tivamente generano, quindi ® = yz. Poiché Ay = y in al piit k passi e
Arg & 2 in al pit k passi, Vipotesi induttiva ci dice che y pud portare P
da p a r ez pud portare P da r a g, con la pila vuota all’inizio e alla fine
della computazione. Quindi  pud portare P da p con la pila vuota a g con
la pila vuota. Questo completa la prova del passo induttivo.

FATTO 231

Se z pud portare P da p con la pila vuota a ¢ con la pila vuota, Ay, genera z.

Dimostriamo questo enunciato per induzione sul numero dei passi nella
computazione di P da p a g con pile vuote sull'input .

Buase: La computazione € in 0 passi.
Se una computazione & in 0 passi, essa inizia ¢ termina nello stesso stato -
diciamo, p. Quindi dobbiamo mostrare che Ay, = z. P non pud leggere
alcun carattere in 0 passi, quindi z = e. Per costruzione, G ha la regola
App — €, percid la base & dimostrata.

Passo induttive: Assumiamo Penunciato vero per le computazioni di lun-
ghezza al pill k, dove k > 0, e dimostriamo che & vero per le computazioni
di lunghezza k -+ 1.

Supponiamo che P abbia una computazione dove 2 porta da p a ¢ con pile
vuote in k + 1 passi. O la pila & vuota solo all’inizio e alla fine di questa
computazione oppure essa si svuota anche altrove.
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Nel primo caso, il simbolo che & stato inserito nella prima mossa deve
essere 1o stesso simbolo che @ stato rimosse nell’ultima mossa. Chiamiamo
u questo simbolo. Sia e il simbolo di input letto nella prima mossa, b il
simbolo di input letto nell'ultima mossa, r lo stato dopo la prima mossa
ed s lo stato prima dellzltima mossa. Allora 6(p,a,e) contiene {r,u) e
8(s, b, ) contiene (g,£)} e quindi ia regola Ay —+ ad b ein G

Sia y la parte di 2 senza a e b, quindi z = ayb. L'input y pud portare P
da r a s senza toccare il simbolo « che & sulla cima della pila e guindi P pud
andare da r con una pila vuota a s con una pila vuota sull'input y. Abbiamo
eliminato il primo e 'ultimo passo dei k41 passi nella computazione iniziale
su z, percid la computazione su y ha {k+ 1} — 2 = & — 1 passi. Quindi
Pipotesi induttiva i dice che A, Ry . Allora A, = o

Nel secondo caso, sia 7 uno stato in cui la pila st svuota oltre che all’inizio
o alla fine della computazione su 2. Allora le parti della computazione da
paredaragcontengono al pin & passi. Sia y Pinput letto nella prima
parte e sia z Vinput letto nella seconda parte. L'ipotesi induttiva (‘.i* dice
che Ay, % y e Ayg = 2. Poiché la regola Apg — Apdyg 2 in G, Ay = e
la dimostrazione & completa.

Questo completa la prova del Lemma 2.27 e del Teorema 2,20

Abhiame appena dimostrato che gli automi a pila riconoscono la classe
dei linguaggi context-free. Questa dimostrazione ci consente di stabilire
una relazione tra i linguaggl regolari e i linguaggi context-free. Poiché
ogni linguaggio regolare & riconosciuto da un automa finito e ogni automa
finito & automaticamente un automa a pila che semplicemente ignora la
sua pila, ora sappiamo che ogni Jinguaggio regolare & anche un linguaggio
context-free.

COROLLARIQ 2,32 -

Ogni linguaggio regolare & context-free.

linguaggi
contex!-free

linguaggi
regolar

FIGURA 2.33
Relazione tra i linguaggi regolari e i linguaggi context-free
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9.3 __ o
LINGUAGGI NON CONTEXT-FRE

In guesta sezione presentiamo una tecnica per dimostrare che alcuni lin-
guaggi non sono context-free. Ricordiamo che nella Sezione 1.4 introdu-
cemmmo 1l pumping lemma per dimostrare che alcuni Hnguaggi non sono
regulart. A questo punto presentiamo un pumping lerama simile per i lin-
puaggi context-free. Esso stabilisce che per ogni Hnguaggio context-free
esiste un particolare valore chiamato la lunghezza del pumping tale che
tutie le stringhe pilt Junghe nel linguaggio possono essere “iterate.” Questa
volta il significato di #erazione © un po pil complesse.  Significa che la
stringa pud essere divisa in cingue parti in modo tale che la seconda ¢ la
guarta parte possono insieme essere replicate un numero qualsiasi di volte
ottenendo una stringa che appartiene ancora al linguaggio.

Il pumiping femma per i linguaggl context-free

TEOREMA 2.34 ....................................................................................................................................

Il pumping lemma per i linguaggi context-free  Se 4 & un linguaggio
context-{ree, allora esiste un numero p (la lunghezza del pumping) tale che,
se s © una qualsiasi stringa in A di lunghezza almenc p, allora s pud essere
diviga in cinque parti s = uvzyz che soddisfano le condizioni

L. per ogni i > 0. wlazytz € A
2. |lvyl > 0¢
3. jvzyl < p.

Quando s & divisa in uvzyz, la condizione 2 afferma che v oppure y non
& la stringa vuota. Altrimenti it teorema sarebbe banalmente verc. La
condizione 3 afferma che le parti v. » e y insieme hanno lunghezza al pitt p.
Questa condizione tecnica a volte & utile per dimostrare che alcuni linguaggi
non sone context-free.

IDEA.  Sia A un CFL e sia G una CFG che lo genera. Dobbiamo mostrare
che ogni stringa sufficientemente lunga s in A pud essere iterata e restare
in A. L'idea dietro questa strategia & semplice.

Sia s una stringa molto lunga in A. (Chiariremo in seguito cosa intendia-
mo con “molto lunga.”} Poiché s & in A, essa & derivabile da & e quindi ha
un atberc sintattico. L'albero sintattico per s deve essere molto alto perché
s & molto lunga. Ciet Falbero sintattico deve contenere un cammino lungo
dalla varjabile alla radice dell’albero a uno dei simbali terminali su una
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foglia. Per il principio della piccionaia, qualche simbolo di variabile R s
deve ripetere in questo cammino lungo. Come mostra la figura seguente,
questa ripetizione ci permette di sostituire il sottoalbero sotto la seconda
occorrenza di B con il sottoalbero sotto la prima occorrenza di R e otte-
nere ancora un alhero sintattico consentito. Pertanto, possiamo dividere
s in cinque parti wuzyz, come indicato nella figura, e possiamo replicare
il secondo e quarto pezzo e ottenere una stringa ancora nel linguaggio. In
altre parole, uvlzy’z & in A per ogni i = 0.

T

FIGURA 2.35
Operazioni sugli alberi sintattici

Veniamo ora ai dettagli per ottenere tutte e tre le condizioni del pumping
lemnma. Mostreremo anche come calcolare la lunghezza del pumping p.

DIMOSTRAZIONE  Sia (G una CFG per il CFL A. Sia b il massimo numero
di simboli nel lato destro di una regola (assumiamo che sia almeno 2). Sap-
piamo che, in ogni albero sintattico costruito usando guesta grammatica,
un nodo non pud avere pili di b figli. In altre parole, ci sono al pit b foglie
in un passo dalla variabile iniziale; ci sono al pits b% foglie in 2 passi dalla
variabile iniziale; e ci sono al pini b* foglie in h passi dalla variabile iniziale.
Quindi, se I'altezza deli’albero sintattico & al pilt &, la lunghezza della strin-
ga generata & al pib B®. Viceversa, se una stringa generata ha lunghezza
maggiore o uguale a b® + 1, ciascuno dei suoi alberi sintattici deve avere
un’altezza maggiore o uguale a b 4+ 1.

Sia |V| il numero delle variabili in G. Poniamo p, la lunghezza del pum-
ping, uguale a bVl Ora se s & una stringa in A e la sua lunghezza &
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maggiore o uguale a p, il suo albero sintattico deve avere altezza maggiore
o uguale a |V| -+ 1, poiché bVI+1 > plVT 4 1,

Per vedere come iterare una tale stringa s, sia 7 uno dei suoi alberi
sintattici. Se s ha diversi alberi sintattici, scegliamo un albero sintattico
7 che abbia il pii piccolo numerc di nodi. Sappiamo che 7 deve avere
altezza maggiore o uguale a |V} + 1, quindi il sue cammino pil lungo dalla
radice a una foglia ha lunghezza almeno (V| + 1. Questo cammino ha
almeno |V| + 2 nodi; uno etichettato da un terminale, gli altri etichettati
da variabili. Quindi questo cammino ha almenc [V} + 1 variabili. Poiché
 ha solo |V| variabili, qualche variabile R & presente pilt di una volta su
questo cammino. Per un utilizzo successivo, scegliamo R in modo che sia
una variabile che si ripete tra le 1V} + 1 variabili pilt in basso su questo
cammine.

Dividiamo s in uvzyz come nella Figura 2.35. Ogni occorrenza di R ha un
sottoalberc sotto essa che genera una parte della stringa s. L'occorrenza pit
in alto di R ha un sottoalbero piti grande e genera vzy, mentre oceorrenza
pinl in basso genera solo z con un sottoalbero pity piccolo. Entrambi questi
sottoalberi sono generati dalla stessa variabile, quindi possiamo sostituire
P'uno con laltre e ottenere ancora un albero sintattico corretto, Sostituire
ripetutamente il pit piccolo con i pill grande fornisce gli alberi sintattici
per le stringhe uv’zy’z per ogni @ > 1. Sostituire il pin grande con il piu
piccolo genera la stringa wxz. Questo dimostra la condiziene 1 del lemima.
Ora veniamo alle condizioni 2 e 3.

Per ottenere la condizione 2, dobbiamo essere sicuri che » e y non sono
entrambe €. Se lo fossero, I'albero sintattico ottenuto sostituendo il pid
piccolo sottoalbero al pit grande avrebbe meno nodi di 7 e genererebbe
ancora s. QQuesto non & possibile perché abbiamo scelto 7 in modo che sia
un albero sintattico per s con il pit piccolo numero di nodi. Questa ¢ la
ragione per aver selezionato cosi 7.

Per ottenere la condizione 3, dobbiamo essere sicuri che vry ha lunghezza
al pitt p. Nell’albero sintattico per s Foccorrenza pit in alto di R genera
vry. Abbiamo scelto R in modo che entrambe le occorrenze di essa cadano
nelle |V} +1 variabili pitt in basso de! cammine e abbiamo scelto i pitt lungo
cammino neli’albero sintattico, in modo che il sottoalbero in cui R genera
vry sia alto al pitt [V] + 1. Un albero con questa altezza pud generare una
stringa di lunghezza al pitt BV = p,

Per alcuni suggerimenti sull’uso del pumping lemma per dimostrare che
alcuni linguaggi non somo context-free, rivedi il testo che precede 'Esem-
pio 1.73 (pagina 83} dove trattiamo il problema correlato di provare la non
regolaritd con il pumping lemmma per i linguaggi regolari.
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ESEMPIO  2.36 oo

Usiamo il pumping lemma per mostrare che il linguaggio B = {a™"c|n =
0} non & context-free.

Assumjamo che B sia un CFL e giungiamo a una contraddizione. Sia p
la lunghezza del pumnping per B la cui esistenza & garantita dal pumping
lemima. Scegliamo la stringa s = aPbPc?. Ovviamente s & un elemento di
B e di lunghezza almeno p. I} pumping lemma afferma che s pud essere
iterata, ma noi mostriame che non pud esserio. In altre parole, mostriamo
che, non importa come dividiamo s in wvryz, una delie tre condiziont del
lemma & violata.

In primo Inogo, la condizione 2 stabilisce che v 0 y non & vuota. Allora
consideriamo due casi, a seconda che le sottostringhe v e y contengano pii
di un tipo di simbolo deli’aifabeto o no.

1. Quando entrambe © e y contergono solo un tipe di simbolo dell’alfa-
beto, v non contiene entrambi 1 simboli 2 ¢ b o entrambi i simboli b
e ¢ e lo stesse vale per y. In questo caso, la stringa uvzy?z non pud
contenere o stesso numero di a, b e <. Quindi, essa non pud essere
un elemento di B. Questo vicla ta condiziene 1 del lemma e allora
abbiamo una contraddizione.

2. Quande © o ¥ contengono pit di un tipo di simbole, wutay?z pud con-
tenere un ugual numero dei tre simboli deil’alfabeto ma non nell’ordine
corretto. Percid essa non puo essere un elemento di B e si verifica un
assurdo.

Uno di questi casi deve verificarsl. Poiché entrambi i casi conducono a un

assurdo, la contraddizione & inevitabile. Quindi I’assunziove che B sia un
CFL deve essere falsa. Pertanto abblameo provato che B non @ un CFL.

ESEMPIO 237

Sia ¢ = {ach| 0 < i < j < k). Usiamo il pumping lemma per mo-
strare che ¢ non e un CFL. Questo linguaggio & simile al linguaggio B
nell’Esempio 2.36, ma provare che esso non & context-free ¢ un po pilt
complicato.

Asswniamo che € sia un CFL e otteniamo una contraddizione. Sia p
la lunghezza del pumping fornita dal pumping lemma. Usiamo la stringa
s = aPb¥cP che abbiamo usato prima, ma guesta volta dobbiamo eliminare
(“pump dows™) oltre & iterare (“pump up”). Sia s = wezyz e consideriamo
nuovamente i due casi presenti nell’Esempio 2.36.

1. Quando » e y contengono solo un tipo di simbolo deli’alfabeto, v non
contiene entrambi i simboli a e b o entrambi i simboli b e ¢ e lo stesso
vale per y. Nota che il ragionamento usato in precedenza nel caso 1
non & pitt utilizzabile. Tl motivo & che ¢ contiene stringhe con numeri
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diversi di a, b, e ¢ se la sequenga di tall aumeri & non decrescente.
Dobbiame analizzare la situazione con pill attenzione per mostrare
che s non pud essere iterata. Osserviamo che, poiché v e y contengono
solo un tipo di simbole deli’alfabeto, uno del simboli a, b ¢ ¢ non
& presente in v ¢ y. Suddividiamo ulteriormente questo caso in tre
sottocasi, a seconda di quale simbolo non sia presente.

a. Il simbolo a non & presente. Allora proviamo a eliminare ( “pum-
ping down”) ottenendo la stringa un%ry"z = vz, Questa stringa
contiene lo stesso numero di a che ha s, ma contiene meno b o
meno c. Percio essa non & un elemento di ¢ e abbiamo una
contraddizione,

b. Il simbolo b non é presente. Allora del simboli uguali ad a o5 ¢
devono apparire in » o y poiché esse non possono essere entrambe
la stringa vuota. Se sono presenti delle a, la stringa uv?zy®z
contiene pit a che b, quindi essa non & in C. Se sono presenti
delle ¢, la stringa we"zy%z contiene pilt b che ¢, quindi essa non

& in . In ogni caso abbiamo una contraddizione,
c. Il simbolo ¢ non ¢ presente. Allora la stringa wo’zy®z contiene
Pt a o pin b che ¢, guindi essa non & in ), e abbiamo un assurdo.

2. Quando v o y contengono pitt di un tipo di simbolo, wiry?z non
conterra i simhboll nell’ordine corretto. Perci® essa non pud essere un
elemento di € e giungiamo a una contraddizione.

Pertanto abbiamo mostrato che s non pud essere iterata in contrasto con il
pumping lemma e chie C non & context-free.

ESEMP'O 2.38 ..................................................................................................

Sia I’ = {ww|w € {0,1}"}. Usiamo il pumping lemina per mostrare che D
non & un CFL. Assumiamo che DD sia un CFL e otteniamo una contraddizione.
Sia p la lunghezza del pumping fornita dal pumping lemima.

(Questa volta scegliere la stringa s & meno ovvio. Una possibilita & la
stringa 071071, E un elemento di D e ha lunghezza maggiore di p, quin-
di sembra essere un buon candidate. Ma questa stringa si pud iterare,
dividendola come segue, percio non ¢ adeguata per il nostro scopo.

0Py o1
000-‘-000\_3/\_\1/ G 000--.0001
u vy z

Proviamoe con un altro candidato per s. Intuitivamente, la stringa OP1PQP 1P
semmbra catturare maggiormente 1" “essenza” del linguaggio D di quanto fa-
cesse il precedente candidato. In effetti, possiamo mostrare che guesta
stringa funziona nel mode segnente.

Mostriamo che la stringa s = OP1P0%1% non pud essere iterata. Questa
volta usiamo la condizione 3 del pumping lemma per limitare i modo in
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cui s puo essere divisa. Essa afferma che noi possiamo iterare s dividendo
s = uvyyz, dove jury| < p.

Innanzitutto, mostriame che la sotiostringa vry deve stare a cavalio del
punto centrale di s, Altrimenti, se la sottostringa & presente solo nella
prima meta di s, la stringa uv?zy?z sposta un 1 nella prima posizione della
seconda metd. e quindi essa non pud essere della forma ww. Analogamente,
se vxy € presente nella seconda metad di s, la siringa wrzy*s sposta uno
0 nell'ultima posizione della prima meta e quindi essa non pud essere della
forma ww.

Ma se la sottostringa vry & a cavallo del punto centrale di s, la stringa
wxz ha la forma 0P1°0717, dove i e j non possono essere entrambi p. Questa
stringa non & della forma ww. Quindi s non pud essere iterata e [} non &
un CFL.

24
LINGUAGGI CONTEXT-FREE DETERMINISTICI

Come ricorderai, ghi automi finiti deterministici ¢ ghi automi finiti non de-
terministici sono equivalenti dal punto di vista del potere riconoscitivo di
linguaggi. Invece gli automi a pila non deterministici sono pil potenti della
loro controparte deterministica. Mostreremo che alcuni lingnaggi context-
free non possono essere riconosciuti da PDA deterministici — questi linguaggi
richiedono PDA non deterministici. T linguaggi che sono riconosciuti da
automi a pila deterministici (DPDA) sonc chiamati linguaggi context-free
deterministici (DCFL). Questa sottoclasse dei lingnaggi context-free & im-
portante per le applicazioni, come il progetto di parser nel compilatori per
i linguaggi di programmazione, perché il probiema del parsing & general-
mente pit facile per i DCFL che per i CFL. In questa sezione diamo una breve
panoramica di tale importante e bella tematica.

Nel definire un DPDA, ci atteniamo al principio di base del determini-
smo: in ogni passo della sua computazione, il DPDA ha al pilt un modo di
procedere in base alla sua funzione di transizione. Definire i DPDA & pil
complicato che definire i DFA perché i DPDA possono leggere un simbolo di
input senza eliminare un simbole dalla pila e viceversa. i conseguenza,
permettiamo e-mosse nella funzione di transizione di un DPDA sebbene le e-
mosse siano proibite nei DFA. Queste e-mosse assumono due forme: mosse
e-input che corrispondono a 8(g, £, x) e rosse e-pila che corrispondonc
a &{g,a,€). Una mossa pud assumere entrambe le forme, in corrispondenza
con §{g,&,£). Se un DPDA pud fare una £-mossa in una certa situazione, ghi
& vietato fare una mossa in quella stessa situazione che comporta elaborare
un simbolo invece di €. Altrimenti potrebbero verificarsi rami di computa-
zioni lecite parallele, conducendo a un comportamento non deterministico.
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La definizione formale segue.

DEFINIZIONE 239

Un autome o pile deterministico & una sestupla
(5, T,6,q0, F), dove ¢}, £, I' ed F sono tutti insiemi
finiti e

1. ¢ & Vinsieme degli stati,
. 2 & Valfabeto dell'input,
. I & lalfabeto della pila,
L@ x B x B——{@ x I.) U {6} & la funzione di

transizione,

[ ]

5.¢p € @ & lo stato iniziale ed
6. F' C () & insieme degli stati accettanti.

La funzione di transizione ¢ deve soddisfare 1a seguente con-
dizione. Perogni ¢ € (J, a € ¥ e z € I', esattamente uno
dei valori

6((17 a"l m)? (S(q? a? E)? 5(QJ 873) e 6(QS E? E)

& diverso dal .

La funzione di transizione puo dare in uscita una singola mossa della forma
{r, y) o pud indicare nessuna azione dando in uscita §. Per illustrare queste
possibilita, consideriame un esempio. Supponiamo che un DPDA M con
funzione di transizione & sia nello stato ¢, abbia a come suo successivo
simbolo di input e abbia il simbolo z sulla cima della sua pila. Se d{q, a,z) =
(r,y) allora M legge a, elimina z dalla pila, passa nello staio r ed inserisce
y sulla pila. Invece, se 8(g, a, ) = & allora quande M & nello stato ¢, non ha
nessuna mossa per leggere a ed eliminare z. In questo caso, la condizione
su & richiede che uno tra 8(q,£,z), 4(¢q,a,€}, o &(g,&,e) sia diverso dal
vuota, e allora M si muove di conseguenza. La condizione obbliga a un
comportamento deterministico impedendo al DPDA di fare due azioni diverse
nella stessa situazione, come sarcbbe il caso se 8(g,a,z) # 0 e 8(g,a,&} # B.
Un DPDA ha esattamente una mossa lecita in ognl situazione in cui la sua
pila non & vuota. Se la pila & vuota, un DPDA pud fare mosse solo se la
funzione di transizione specifica una mossa che elimina €. Altrimenti il
DPDA non ha mosse lecite ed esso rifiuta senza leggere il resto dell'input.
L’accettazione per i DPDA funziona nello stesso modo che per § PDA. Se
un DPDA entra in uno stato accettante dopo aver letto 'ultimo simbolo
di una stringa di input, esso accetta quella stringa. In tutti ghi altri casi,
rifiuta quella stringa. Si verifica un rifiuto se il DPDA legge tutto Pinput ma
non entra in uno stato accettante quando & alla fine, oppure se il DPDA non




136 CAPITOLO 2 — Linguaggi context-free

riesce a leggere Vintera stringa di input. Quest’ultimo case pud presentarsi
se il DPDA prova a eliminare simboli da una pila vuota o se il RPDA fs una
sequenza infinita di mosse e-input senza leggere Pinput oltre un certo punto.

II linguaggio di un DPDA & chiamato un linguaggio context-free
deterministico.

ESEM P;O 2.40 .......................................................................................................................................

1l inguaggio {0"1"| n > 0} nell’Esempio 2.14 & un DCFt. Possiamo facil-
mente trasformare il suo PDA My in un DPDA aggiungendo, per ogni com-
binazione di stato, simbolo di input e simbolo di pila mancante, transizioni
a uno stato “trappola” da cui Paccettazione non ¢ possibile.

Gli Esempi 2.16 e 2.18 forniscono i CFL {a’'d/c¥|i, j, bk > 0ei = joi =k}
e {uww™| w € {0,1}*}. che non sono DCFL. I Problemi 2.27 e 2.28 mostrano
che il non determinismo ¢ pecessario per riconoscere guesti lingnaggl.

I ragionamenti che coinvolgono 1 DPDA tendono a essere piuttosto tecn.ic%
per -:mtura? e sebbene ¢ slorzererno di enfatizzare le idee fondz.nmentaj]\l
che somo dietro le costruziond. 1 lettor] possono trovare questa sezione pilt
onerosa delle altre sezioni nel primi capitoli. Il materiale nel seguito del
libre non dipende da questa sezione, quindi essa pud ecssere saltata se lo si
desidera.

Inizieremo con un lermma tecnico che nel seguito semplifichera la discussio-
ne. Come osservato, i DPDA possonc rifintare un input poiché non riescono a
leggere Uintera stringa di input, ma questi DPDA introducono casi C(?mples—
si. Fortunatamente, i lemma seguente mostra che possiamo trasformare
un DPDA in uno che evita questo comportamento non conveniente.

LEMMA 241 - S

Ogni DPDA ha un DPDA equivalente che legge sempre Uintera stringa di
input.

IDEA. U DPDA pud non riuscire a leggere tuita la stringa di input se pro-
va a eliminare simboli da una pila vuota o se effettua una sequenza Infinita
di mosse e-input. Chiamiamo la prima situazione hanging e la seconda si-
tuazione looping. Risclviamo il problema dell’hanging inizializzando la pila
con un simbolo speciale. Se questo simbolo ¢ in seguito eliminate dalla pila
prima della fine dell'input, il DPDA legge fino alla fine del’input e rifiuta.
Risolviamo il problema de} looping identificando le situazioni di looping,
ciog quelle da cui nessun ulteriore simbelo & pit letto, e riprogrammando
il DPDA in modo che esso legga e rifiuti I'input invece di essere in looping.
Dobbjamo sistemare queste modifiche per risolvere il caso in cui Phanging
o0 il looping si presenta sull’ultimo simbole dell'input. Se i DPDA entra in
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uno stato acceftante in un qualsiasi momento dopo che ha letto 'utimo
simbolo, il DPDA modificato accetta invece d3 rifiutare.

DIMOSTRAZIONE. Sia P = (@, 5,1, 4, g0, £} un DPDA. Innanzitutto ag-
giungiamo un nuovo stato iniziale Qstart. UN Ulteriore stato accettante Gaccept
Ul NRoVo 58810 rejecy, ¢ anche altri nuovi stati come descritto nel seguito.
Eseguiamo le seguenti variazioni per ogni r € (), o € Ye,ex,ye Il

In primo lvogo medifichiameo P in modo che, non appena entra in uno
stato accettante, resta in stati accetéanti fino a quando non legge il simbolo
di input successivo. Agginngiamo un puovo stato accettante (s DEr ogni
g€ Q. Perognige @ sedlge )= (r, ¥}, poniamo 8{g,, €, 2) = (rg,y) e
poi se g € F, modifichiamo anche § ponendo d(g,e.x) = (ra.y). Per ogni
e Qea€l, sedgax)={ry) poniamo Mg, ) = {r,y). Sia F'
Pinsterne del nuovi e vecchi stati aceettanti.

Poi, modifichiamo P in modo che rifiuti quando prova a eliminare gsimboli
da una pila vuota, izializzando la pila con un miovo simbolo di nila spe-
ciale §. Se successivamente P rileva $ in uno stato non accettante, entra in
Greject £ scandisce U'input fino alla fine. Se P rileva & in uno stato accetbante,
entra in Gaccept - In seguito, se resta mnput non letto, entra in Greject. € SCAl-
disce Vinput fine alla fine. Formalmente, poniamo $gsiar, €,€) = (go, $).
PerweT e dlg,a,x) # 0, se g ¢ F' allora poniamo 6(g, 4, $) = {Greject €).
ese g € I allora poniamo §(q,a,$) = {Guccept, €). Per a € I, poniamo
6(%&_}'@@1 @, 5) = (Qreg'ecf:a E) = '5(q:u:(:ept\a: E) = (q}‘eject-:s)~

Infine, modifichiamo P in modo che rifiuti invece di fare una sequenza
infinita di mosse g-input prima della fine dell'input, Perognige Qex e T,
chiamiamo (g, ) una situazione di looping se, quando P & nello state ¢ con
z € I' sulla cima della pila, non elimina mai milla sotto = ¢ non legge mai
un simbolo di input. Diciamo che la sitnazione i leoping & accettante se
F entra in uno stato accettante durante le sue mosse siccessive, altrimenti
essa & di rifiuto. Se (g, r) & una situazicne di looping accettante, poniamo
g, e.x) = (Gaccept £), mentre se (g, @) & una situazione di looping di rifiuto,
poniamo &{q,€,2) = (Greject, £)-

Per semplicitd, assumeremo d’ora in avanti che i DPDA teggano il loro input
fino alla fine.

Proprietd dei DCFL

Bsamineremo proprietd di chiusura e di non chiusura della classe des DCFL
e le useremo per esibire un CFL che non & un DCFL.

TEOREMA 2.42

La classe dej DCFL & chiusa rispetto al complemento.
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IDEA. Scambiando gli stati accettanti e non ac.cettanti.di un DFA s; ot.t1e;1c€i
un nuove DFA che riconosce ii complemento del hnggagglo, mctstran1 oin ta
modo che 1a classe dei linguaggt regolari & chiusa rispetto al comp}emen (;1
La stessa strategia funziona per i DPDA tran.ne_che per un probtfamlz:é a
DPDA pud accettare il suo input entr‘ar%do sia In stati accelt‘itantl_c e
stati non accettanti in una sequenza di mosse alla. ﬁ1ne della s r:it?gcato
input. Scambiando stati accettanti € non accettanti l'automa mods

ora in questo caso. o
acﬁgc?f:it:;soaziesto p?oblema modificando il DPD.A i'n mododdlz;_hmli:arﬁ
quando si pud presentare I'accettazione. Per ogni simbolo de igﬂpé ,S A
DPPA modificato pud entrare in uno stato accettante solo qu?n t0ti i
punto di leggere il simbolo seguente. In altr(? parole, .59?0 gli sta o
lettura” — stati in cui viene sempre letto un s1mb9io di input - ptossfone
essere stati accettanti. Allora, scamb?ando ?ccettazmne e non accettazio
solo tra questi siati di lettura, invertiamo I'output del DPDA.

DIMOSTRAZIONE. In primo luogo modifichiamo P come descritto nella
prova del Lemma 2.41 ¢ sia (@Q,2.1,6,q0, F) la macchina risultante. Questa

i i ii volta entrata
macchina legge sempre l'intera stringa di input. Inoltre, una

in uno stato accettante, resta in stati accettanti fino a quando legge i

successivo simbolo di input. . - B . ' .
Per effettuare 1"idea della prova, abbiame bisogno di identificare gli stati

di lettura. Se il DPDA neilo stato g legge un simbolo di input a e ts’eilt;
za eliminare simboli dalla pila, cio® Slg,a,e) # @, allv?ra q saraﬁmo.is al
di lettura. Invece, se esso legge e rimuove a:nche un s_s;n'.abolo da a c};z Z? f
decisione nella lettura pud dipendere d-al mmbolp eliminato, quin l d_l\ Sle
diamo questo passo in due: una rimozmne‘e poi una lettura. (?31}:;1 i ¢
8(g,a,z) = (r,y)cona € Tex € I, aggiungiamo uri nuovo ';*) ﬁnigj;no
modifichiamo & ponendo 6(g,€,2) = (gz, €)e 5(q?., q,s) = (1",_;1;): be niamo
g, come uno stato di lettura. Gl stati g, non eliminano nﬁal s:;n c};} i dala
pila, guindi la loro azione & indipendente dal contenut.o de .a; pi al.o dfstato
mo ¢, come uno stato accettante se g € F. Ir}ﬁne, togiiamo il ruo 0 1 sato
accettante a ogni stato che non & uno stato di 1et}tura. Ii pPDA m‘:t i a0’
equivalente a P, ma esso entra al pit una voltfa i une f.sta‘?o acn;,eJ F=ha) Iie
ogni simbolo di input, quando € in procinto di leggere il simbolo .segéui' d.i
Ora, scambiamo accettazione ¢ non accett'a.zmne tra questi stati

lettura. Il DPDA risultante riconosce il linguaggio complemento.

Questo teorema implica che alcuni CFL non scino'DCFL. 0;5;1]1 gFL il c'u;
complemento non & un CFL non € un DCFL. Quindi A = {?j{? c®| zbtejun
j # k coni,j,k = 0} &un CFL ma non un DCFL. A}tnme'nti s_aiz be un
CFL, quindi il risultato del Problema 2.30 implicherebbe in manie

che Ana*brc* = {a"b"c"| n > 0} & context-free.
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Il Problema 2.23 chiede di mostrare che la classe dei DCFL non & chiusa
rispetto ad altre cormuni operazioni come Punione, Vintersezione, lo star e
I'inversione.

Per semplificare i ragionamenti, considereremo occasionalmente input
con simbolo di fine stringa dove il simbolo speciale di fine stringa 4 &
aggiunto alla stringa di input. A questo punto aggiungiamo - all’alfabeto
dellinput del DPDA. Come mostriamo nel teorema seguente, aggiungere
simboli di fine stringa non cambia la potenza dei DPDA. Tuttavia, progettare
DPDA su input. con simbolo di fine stzinga & spesso piit facile perché possiamo
sfruttare la circostanza di sapere quando la stringa di input termina. Per
ogni linguaggio A, definiamo il linguaggio con simbolo di fine stringa
(o linguaggio marcato) A come la collezione delle stringhe w- dove
w € A

TEOREMA  2.43 oot

A & un DCFL se e solo se A & un DCEL,

IDEA.  Provare la direzione diretta di questo teorema & facile. Sia P un
DPDA che riconosce A. Allora il DPDA P riconosce A+ simulando P fino
a quando P’ legge 4. A questo punto, P’ accetta se P era entrato in uno
stato accettante leggendo il simbolo precedente. P’ non legge alcun simbolo
dopo .

Per provare la direzione inversa, sia P un DPDA che riconosce A- e co-
struiamo un DPDA P’ che riconosce A. Mentre P’ legge il suo input, esso
simula P. Prima di leggere ogui simbolo di input, P’ determina se P ac-
cetterebbe qualora quel simbolo fosse 4. Se cosi fosse, P entrebbe in uno
stato accettante. Osserva che P pud agire sulla pila dopo che ha letto 4,
quindi stabilire se accetta dopo aver letto -4 pud dipendere dal contenuto
della pila. Naturalmente, P/ non & in grado di rimuovere simboli in tutta
la pila su ogni simbolo di input, quindi deve stabilire cosa farebbe P dopo
aver letto -, ma senza rimuovere simboli dalla pila. Invece, P’ memorizza,
informazioni supplementari sulla pila che consente a P’ di stabilire subito
se P accetterebbe. Questa informazione indica da quali stati P alla fi-
ne accetterebbe mentre (eventualmente) utilizza la pila, ma senza leggere
ulteriore input.

DIMOSTRAZIONE. Diamo i dettagli solo della prova dells direzione in-
versa. Come descritto nell’idea della prova, sia P = (), TU {4}, 1,4,q0, F)
il DPDA che riconosce A~ e costruiamo un DPDA P’ = (¢, T8, q, F)
che riconosce A. In primo luogo, modifichiamo P in modo che ciascuna
delle sue mosse faccia esattamente una delle operazioni seguenti: leggere
un simbolo di input; inserire un simbolo sulla pila; o eliminare un simbolo
dalla pila. Fare questa modifica & semplice introducendo nuovi stati.
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P’ simula P, mantenendo una copia del suo con.tenuto deila ’p?la con mfor{;
mazione supplementare inserita sulla pila. Ogni yoita che‘P 1n§erl;5(:le m}j}.e
dei simbol di pila di P, P' fa segll%re a ques.to il _pu'sh di un s:im or::iwafno
rappresenta un sottoinsieme dell'insieme degh. st?,%l di P. 1(;lmutil é)lop(Q)
I" = I UPQ). Lapilain P altc:_ma. element.x di [ con ‘o (—3[{3116!1 a7 um;
Se R € P{Q) & il simbolo sulla cima della pila, ailo_;”fa. se ) parte da
degli stati di R, P alla fine accettera senza legge_re pin input. y y
Tnizialmente, P’ inserisce 'insieme [g sulla ]rnia3 dove Hp C(?I:i .1&;1}11er oﬁgle
state g tale che, guando P si trova in g con 12; Plla’ \uotd, esio dl c;e }3
accetta senza leggere alcun simbolo di m}?ut. Poi P inizia ?} b]\l-]ju ad. .}f
Per simulare una mossa di pop, P prima a’m.move (?d eium.na‘ 1 11?51(,m(t-3 \ ei ;
stati che appare come simbolo in cima alla pila, poi ef_segue‘ 1]1}()\@1‘11_?11 tul;m}
mossa di pop per ottenere if simbolo ch(-'a P a?rre:)hhe 1‘!112(.35,501& F;u(;& :o ]]; Ogs,(l
e lo usa per stabilire la messa succetc;swa.ld] F. P(_er s ale :imﬁ qt;ﬁ;
di push d(q,e.€) = {r.z). in cul F7 inserisce & quand(: passa a}o Vl,_.
. anzii es a Vinsierne
g allo stato r, procediamo come segue. Izlndfaflmtt?o P Lb&.l;ﬂ.n]d | onsteme
degli stati R suila cima della sua pila, e pol inserisce z e]( 0?}2 :ré)]p
S dovege Sseqgée Fosed(gen)= (*r'gfs) ed » € R. n };Ll re pa m)
S & l'insieme degh stati che sono acc\ettantll o che condune‘”)e;.olattu {(.
stato in K dopo aver eliminato . Infine, P supu]a. una 111_cl}bbad(‘1 tc_; alllld:;
(g, a,€} = (r,€), esaminando J'insieme }?’, f&\;]la. cima della pi ae L;_J ndo
in uno stato accettante se v € K. Se f ¢ dnd fine della s‘r:rm:ga.f i d{)ﬁ
quando esso entra in questo stato, accettera 1"1:_1p1.1-t. Se non‘ & aila 1:1(; . f;}tz
stringa. di input, continuerd a simulare P, quindi guesto stato a?();e a e
deve anche memorizzare lo stato di . Peljt:anto creiamo questo Stfi 0 colne
una seconda copia dello stato originario di P. contrassegnandolo come uno
stato accettante in P

Grammatiche contexi-free deterministiche

In questa sezione definiamo le grammati(:_h(? Czoptext—free d‘eterln;;‘ustlll(;};i;
la controparte agli automi a pila (‘letE}rHl]nJS.tICI. M?sljre.re,.mﬂ cI o q =
modelli sono computazionalmente eqmva.lentl,. purché hmlt]ar‘no a nostra
attenzione ai linguaggi con simbole di fine si‘;rmga., dove le st,ringhe ‘telrml-
nano con ~. Quindi la corrispondenza non e e.satt:a,rlnente cosl fOI’tE.(,;);;E‘
vedemme per le espressioni regulari e gli'a.utom? f_inm., 0 per ie CF(‘; el .
dove il modello generativo e il modello 1'1(:0]10‘5(\2]‘[.1\?0 .(‘IEESCI‘]‘VOIZIO‘ESd.ttaYHEI‘]-
te la stessa classe di linguaggl senza necessx.t.a 'dl SH.I}I)(.)II‘ di fmf% stringa.
Comungue, nel caso dei DPDA e delle DCFG, § 31rr}boi.1 di fine stringa sono
necessari perché altrimenti Pequivalenza non sussiste. - —

In un automa deterministico. ogni ])asss) in ana computazione de e(rimle
na il passo successivo. L’automa non pud fare scelte su come procedere

poiché una sola possibilith & permessa in ogni momento. Per definire il

determinismo in una grammatica. nota che le computazioni negli anto-
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mi corrispondono alle derivazioni nelle grammatiche. In uua graminatica
deterministica, le derivazioni sono vincolate, come vedrai.

Le derivazioni nelle CFG iniziano con la variabile miziale e procedonc in
modo “top down” con una serie di sostituzioni in base alie regole della
graminatica, finché la derivazione conduce a una stringa di terminali, Per
definire le DCFG adotteremo un approccie “bottom up”, iniziando con una
stringa di terminali ed eseguende la devivazione in ardine inverso, usando
una serie di passi di riduzione fino a ragginngere la variabile iniziale. Ogni
passo di miduzéione & una sostituzions in ordme inverso, attraverso la
quale la stringa di terminali e variabili sul lato destro di una regola € sosti-
tuita dalla variabile su) corrispondente lato sinistro. La stringa sostituita &
chiamata la stringe di riduzione. L'intera derivazione in ordine inverso
& chiamata una riduzione. Le CFG deterministiche sono definite in termini
di riduzioni che hanno una certa proprieti.

Pit formalmente, se u e v sono stringhe di variabili e terminali, seriviamao
U — v per intendere che v pud essere ottenuta da u mediante un passo di
riduzione. In altre parole, # = v ha 1o stesso significato di v = w. Una
riduzione do u a v & una sequenza

=5 Uy = U e = ),
diciamo che w é riducibile a v e lo denotiamo con u » v, Quindi v 2o v
quando v = u. Una riduzione da w & una riduzione da u alla variabile
iniziale. In una riduzione a sinisira, ogni stringa di riduzione & ridotta
solo dopo tutte le altre stringhe di riduzicne che s trovano interamente alla
sua sinistra. Con una piceola riflessione possiamo vedere che una riduzione
sinistra & una derivazione destra in ordine inverso,

Ecco Videa dietro il determinismo nelle CFG. In una CFG con variabile
iniziale 5 e tale che w sia una stringa nel suo linguaggio, poniame che una

riduzione a sinistra di w sia

T

w =ty =~ Un L, e Up = 5

In primo luogo, stabiliamo che ogni u; determina il successivo passc di
riduzione e quindi w«,1y. Quindi w determina tutta la sua riduzione si-
nistra. Questo requisito implica solo che Ia grammatica & non ambigua.
Per ottenere il determinismo, abhiamo bisogno di andare oltre. In ogni
4, il successivo passo di riduzione deve essere univocamente determinato
dal prefisso di w; fino alla stringa di riduzione A di guel passo di riduzione
compresa. In altre parole, il passo di ridazione sinistra in u; non dipende
dal simboli in w; alla destra della sua stringa di riduzione.

Introdurre una terminclogia cf ajutera a precisare questa idea. Sia w una
stringa nel linguaggio di una CFG (7, e sia u; una stringa che @ presente in una

riduzione sinistra di w. Poniamo che nel passo di riduzione U Uigq, 1o
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regola T — h sia stata applicata all’inverso. Questo significa che possia\hmo
scrivere 1 = zhy e uz = x4y, dove h & la stringa di riduzione, z ¢ la
parte di u; che compare a sinistra di h, e y & la parte di u; che compare a
destra di h. Attraverso un disegno,

x I3 y ® T vy
PR . o, et N,
wismdr -2 hyoc eyt o= T Ty = v

FIGURA 2.44
Visione estesa di zhy »— =Ty

Chiamiamo &, con la sua regola di riduzione T’ — k, una maniglia o haf?dle
di u;. In alire parole, un handle di una stringa u;, preseute in una riduz_lone
sinistra di w € L((), & 'occorrenza della stringa di riduzione in u;, insieme
alla regola di riduzione per u; In questa riduzione. Occasionalmente asso—'
ceremo Phandle solo alla stringa di riduzione, quando non siamo interessati
alla regola di riduzione. Una stringa che compare in una riduzione.sinistra}
di qualche stringa in L(G) & chiamata una stringa valide. Definiamo gli
handle solo per le stringhe valide. .
Una stringa valida pud avere diversi handle, ma solo se la gra‘mmma‘clca
& ambigua. Le grammatiche non ambigue posscno generare stringhe Ch(?
hanno un solo albero sintattico e percid anche le riduzioni sinistre, e quindi
gli handle, sono unici. In questo caso, possiamo riferirci a 41" handle” di
una stringa valida. ‘
Osserva che y, la parte di u; che segue un handle, & sempre una stringa
di terminali poiché la riduzione & sinistra. Altrimenti, y conterrebbe un
simbolo di variabile e questo potrebbe apparire solo da un precedente passo
di riduzione la cui stringa di riduzione era tutta alia destra di k. Ma allora
la riduzione sinistra dovrebbe aver ridotto ’handle in un passo precedente.

ESEMPID 2,45 oot L1 e e
Consideriamo la grammatica G1:

R &8 |T

5 — aSb | ab

T — aTbb | abb

I suo linguaggio 8 BUC dove B = {a™b™|m > 1} e C = {ambzm[_m >
1}. In questa riduzione sinistra della stringa aaabbb € L(Gy), abbiamo
sottolineato 'handle a ogni passo:

aaabbb ~+ aaSbb — alb > § — R,
Analogamente, questa & una riduzione a sinistra della stringa aaabbbbbb:

aaabbbbbb — aaTbbbb — albb>— T — R.
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In emtrambi i casi, si verifica che la riduzione sinistra mostrata sia la sola
riduzione possibile; ma in altre grammatiche dove possono presentarsi diver-
se riduzioni, dobbiamo usare una riduzione sinistra per definire gli handle.
Nota che gli handle di aaabbb e aaabbbbbb sono diversi, anche se le parti
iniziali di queste stringhe coincidono. Discuteremo pilt dettagliatamente
questo punto tra poco quando definiremno le DCFG.

Un PDA pud riconoscere L{(7;} usando i} suo non determinismo per in-
dovinare se il suo input & in B o in . Poi, dopo che ha inserito le a sulla
pila, rimuove le a e fa corrispondere ciascuna di esse con b 0 bb a seconda
dell’ipotesi. 1l Problema 2.25 chiede di mostrare che L{(}) non & un DCFL.
Se provi a costruire un DFDA che riconosce questo linguaggio, vedrai che la
macchina non pud sapere in anticipo se Pinput & in B o in C quindi non sa
come abbinare le a con le b, Mostra la differenza tra questa grammatica e
ia grammatica Go:

R-+15]2T
5 — aSb|ab
T — aTbb | abb

dove il primo simbolo nell'input fornisce questa informazione. La nostra
definizione delle DCFG deve inciudere (G2 ma anche escludere 4.

ESEMFIO 2.46

Sia (3 la grammatica seguente:

8 — T4
=T e

Questa grammatica illustra diverse caratteristiche. In primo luogo, essa
genera un linguaggio con simbolo di fine stringa. Noi ci concentreremo sui
linguaggi marcati piu tardi quando proveremo I'equivalenza tra i DPDA e le
DCFG. Inoltre, nelle riduzioni si possono presentare handle uguali a e, come
indicato con piccoli trattini in basse nella riduzione sinistra della stringa

OO0+
OOA—=TQOA—=TMOA—=TO4—TT)4»+ T4 5.

Gli handle giocanc un ruolo importante nel definire le DCFG poiché gli
handle determivanc le riduzioni. Non appena conosciamo I'handle di una
stringa, conosciamo il successivo passo di riduzione. Per capire il senso
della prossima definizione, ricorda il nostro obiettivo: puntiamo a defini-
re le DCFG in modo che esse corrispondanc ai DPDA. Stabiliremo quesia
corrispondenza mostrando come trasformare le DCFG in DPDA equivalenti
e viceversa. Affinché guesta conversione funzioni, il DPDA ha bisogno di
trovare gli handle in modo che possa trovare le riduzioni. Ma trovare un
handle pud essere complicato. Sembra che abbiamo bisogno di conoscere il
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passo successtvo di riduzione di uva stringa per identificare il suo handle,
ma un DPDA nion conosce la riduzione in anticipo. Risolveremo questo pro-
blema limitando gli handie in una BCFG cosi che il DPDA possa trovarli pini
facilmente. . .

Per formutare la definizione, consideriamo le grammatlci‘l.e, ambigue, dcwf!
alcune stringhe hanne diversi handle. Scegliere uno specmclo handle. puo
richiedere di conoscere in anticipo quale albero sintattico deriva la stringa,
informazione che & certamente non dispouibile al DPDA. Vedremo c}%eklfb.
DCFG sona non ambigue cosicché gli handle sono unici. Comuangue, 1’1.1111c1t.a
da sola non basta per definire le DCFG come mostra la grammatica G
neil’Esempio 2.45. ‘ ‘

Perché handle unici non implicano che abbiamo una DCFGT La risposta &
evidente esaminando gli handle in &7, Se w € B, Phandle é ab, menf.;re S0
w & , handle & abb. Sebbene w determini quali di questi (:*.a.si applicare,
scoprire quale tra ab ¢ abb € 'handle pud richiedere di esa.m_lnare‘tutta s,
e un DPPBA non deve leggere Pintero input quando deve scegliere ]'han@i&;.

Per definire le DCFG che corrispondono ai DPDA, imponiamo un requisito
pitt forte agli handle. La parte iniziale di una stringa‘vahda, ﬁno. al U
handle compreso, deve essere sufficiente a determinare 'handle. Quindi, se
stiamo leggendo una stringa valida da sinistra a Flestra, non appensa leg-
giamo Phandle sappiame che 'abbiamo. Non abbiamo bisogno di leggere
oltre handie per identificare 'handle. Ricorda che la parte .non\}etta. della
stringa valida contiene solo terminali perché la §tringa. vghda e'sta.ta ot-
tenuta da una riduzione sinistra di una stringa iniziale di terminali, e la
parte non letta non & stata ancora elaborata. In accordo con ?ua.nto detto
prima, diciamo che un handle & di una stringa Vaii(;lla. T = :I:hy € un hm}dle
obbligato se h & 'unico handle in ogni stringa valida xh§ dove § € 5*.

DEFINIZIONE  2.47
Una grammatica context-free deterministica & una
granmatica context-free ¢ale che ogni stringa valida ha un
handle obbligato.

Per semplicitd, assumeremo in tutta questa sezione sui linguaggl context-
free deterministici che la variabile iniziale di una CFG non & presente {1&1
lato destro di una qualsiasi regola e che ogni variabi]e‘ in una grarnn}at..lca.
appare in una riduzione di gualche stringa nel llingl.u?gglo della grammatica,
ciod e grammatiche non contengono variabili inutili. ‘ -

Nonostante la nostra definizione di DCFG sia matematicamente precisa,
essa non fornisce un modo esplicito per determinare se una CFG & determi-
nistica. In segnito presenteremo upa procedura che fa esattamente guesto,
chiamata il DK -test. Useremo la costruzione che & alla base d(_%l DK -test
per permetiere a un DPDA di trovare gli handle, quando mostriamo come
trasformare una DCFG in un DPDA.
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il DK-test si basa su un semplice ma sorprendente fatto. Per ogni CFG G
possiamo costruire un DFA associato DK che & in grado di identificare gli
handle. Precisamente, 1K accetta il suo input z se

1.z & prefisso di gualche stringa valida o = zy e
2. z termina con un handle di v,

Inoltre, ogni stato accettante di K indica la regola (o le regole) di riduzio-
ne associata. In una arbitraria CFG posseno essere applicate pilt regole di
riduzioni, a seconda di quale stringa valida v estenda z. Ma in una, DCFG,
come vedremo, ogni stato accettante corrisponde a esattamente una regola
di riduzione.

Descriveremo 11 DK -test dopo aver presentato DK formalmente e stabi-
lito le sue proprieta, ma ecco il piano. In una DCFG, futti gli handle sono
obbiigati. Quindi se zy & una stringa valida con un prefisso z che termina
in un handle di 2y, questo handle & unico ed esso & anche Phandle per tutte
le stringhe valide 27, Affinché queste proprieta valgano, ciascuno degli stati
accettanti di DK deve essere associato a un solo handle e quindi a upa sola
regola di riduzione applicabile. Inoltre, Jo stato accettanie non deve avere
un cammino uscente che conduce a uno stato accettapte leggendo una strin-
ga in £". Altrimenti, 'handle di 2y pon sarebbe unico o dipenderebbe da
y. Nel DK-test, costruiamo DK e poi concludiame che G & deterministica
ge tutti i suol stati accettanti hanno gueste proprieti.

Per costruire il DFA DK, costruiremo un NFA K equivalente e trasfor-
meremo K in DKL attraverso la costruzione per sottoinsiemi introdotta
nel Teorema 1.39. Per comprendere K, consideriamo prima un NFA J che
realizza un compito pilt semplice. Fsso accetta ognil stringa di input che
termina con il lato destro di una regola. Construire J & facile. Ipotizza qua-
le regola usare e ipotizza anche il punto in cul iniziare a far corrispondere
Finput con il lato destro di quella regola. Mentre abbina Vinput, J conserva
traccia del suo avanzamento attraverso il lato destro scelte. Rappreseniia-
mo guesto progresso mettendo un puntino nel corrispondente punto della
regola, producendo una regola marcala, chiamata anche ifem in alcuni
altri libri che trattano questi argomenti. Per ogni regola B — uzug -y,
con k simboli sul lato destro, otteniamo & + 1 regole marcate:

B = uqug - ouy
B = ujuguy

B iy ug -y,
B g - ug.

Yl nome DK serve a ricordare “K deterministico” ma sta anche per Donald Knuth, che
[Per primo propose guesta idea.
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Ciascuna di queste regole marcate corrisponde a uno stato di J. Indi-
chiamo lo stato associato alla regola marcata B — u.v con un rettangolo
intorno, (B = w.vp. Gli stati accettanti cor.rispondono alle .rc:g_ole
completate che hanno il punto alla fine. Aggiungiamo uno stato 1n1z1a1e‘
a parte con un self-loop su ogni simbolo e una e-mossa a per ogni
regola B —+ u. Quindi J accetta se I’abbinamento s complfzta con suc-
cesso alla fine dell'input. Se si presenta una coppia male abbinata o se la
fine dell’abbinamento non coincide con la fine dell’input, questo ramo delia
computazione di J rifiuta. '

NFA K opera in modo simile, ma & pi prudente sui}a scelta d} una 1ego-
Ja per 'abbinamento. Sono consentite solo potenziali regole di riduzione.
Come J, i suoi stati corrispondono a tutte le regole marcate. Esso ha une
stato iniziale speciale che ha una e-mossa a per ogni regolaf che
coinvolge la variabile iniziale 5i. Su ogni ramo.della sua computazlf)ne,
K fa corrispondere una potenziale regola di riduzione con una sczttostrmgz\x
dellinput. Se il lato destro di quella regola consiene una variabile, K puo
passare non deterministicamente a quaiche regola che espande quellle.m va-
riabile. T Lemma 2.48 formalizza questa idea. In primo luogo descriviamo
dettagliatamente K. '

Le transizioni ricadono in due categorie: mosse di gpostamento {o Shlft-‘
mosse) ed emosse. Le mosse di spostamento si presentano per Ognl
terminale o variabile @ e ogni regola B — uaw:

a
B

Le e-mosse si presentano per tutte le regole BouCvel -

= (o=

(3l stati accettanti sono tutti i m, corrispondenti a una regola com-
pletata. Gli stati accettanti non hanmo transizioni uscenti e sono denotati
con un doppio rettangolo.

1l lernma seguente e il suo corollario mostrano che K accet.ta tutte' le
stringhe z che terminano con degli handle per qualche estenswne'vahda
di 2. Poiché K & non deterministico, diciamo che “pud” entrare in uno
stato per intendere che K entra in quello stato su qualche ramo del suo non
determinismo.

LEMMA 2‘48 IR R TSI RS EE CR U et

K pud entrare nello stato leggendo input z se, e solo se, = zu
e zuvy & una stringa valida con handle uv e regola di riduzione T — uv,

per qualche y € T,
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IDEA. K opera abbinando il lato destro di una regola scelta con una parte
dell’input. Se la corrispondenza si completa con successo, accetta. Se quel
lato destro contiene una variabile ) si pud pregentare una delle seguenti
due situazioni. Se C & il simbolo di input seguente, allora semplicemen-
te continua Pabbinamento con la regola scelta. Se € & stata trasformata,
Vinput conterrd simboli derivati da ', quindi K sceglie non deterministi-
camente una regola di sostituzione per C e inizia I"abbinamento dall’inizio
del lato destro di queila regola. Accetta quando il lato destro della regola
scelta in quel momento € stato completamente abbinaso.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo prima la parte diretta. Assumiame che K
su w sia in (T — «.v). Esaminiamo il cammino di K dal suo stato iniziale a
{T = u.vl. Pensa al cammino come esecuzione di sequenze (o run} di mosse
di spostamento separate da e-mosse. Le mosse di spostamento sono tran-
sizioni tra stati che condividono la stessa regola, spostandoe il punto verso
destra su simboli letti dall'input. Poniamo che la regola nell’iesimo run sia
S; = w811y, dove 5,1 & la variabile trasformata nel run successivo. Il
penultimo run & per la regola S; — w7y, e il run finale ha regola T — uw.

L’input z deve allora essere uguale a usuo . . . wpu = zu perché le stringhe
#; € u erano i simboli letti dalllinput nelle mosse di riduzione. Ponen-
do ' = ... vvy, vediamo che zuvy’ & derivabile in & perché le regole
summenzionate danno una derivazione come mostrato nell’albero sintattico
illustrato nella Figura 2.49.

iz

FIGURA 2.49%
Albero sintattico che conduce a zuvy’

Per ottenere una stringa valida, espandiamo completamente tutte le varia-
bili che compaiono in ¥’ fino a quando ciascuna variabile deriva qualche
stringa di terminali, e chiamiamo y la stringa risultante. La stringa zuvy
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& valida perché si presenta in una riduzione a sinistra di w € L((7), una
stringa di terminali ottenuita espandendo completarmente tutie le variabili

in ruvy. . '
Come ¢ evidente dalla figura sottostante, uv € 'handle nella riduzione e

la sua regola di riduzione & T — uw.

FIGURA 2.50
Albero sintattico che conduce alla stringa valida zuvy con bhandle uv

Ora proviamo la direzione inversa del lernna. Assumiamo che la stringa
Tuvy sta una stringa valida con handle uv € regola di riduzione T -+ uv.
Mostriamo che K sull'input zu pud entrare nello stato (I - u.v}.

L'albero sintattico per xuvy € nella figura precedente. E radicato nella
variabile iniziale 57 e deve contencre la variabile T poiché T — wu & il primo
passo di riduzione nella riduzione di zuvy. Sianc Sz,...,5; le variabili sul
cammino da Sy a 7' come mostrato. Nota che tutte le variabili nell’albero
sintattico che compaiono a sinistra di questo camnmino devono essere non
espanse, altrimenti we non sarebbe 'handle.

In questo albero sintattico, clascan §; conduce a Si; mediante qualche
regola S -+ w;Siqqv. Quindi la gramimatica deve contenere le seguenti
regole, dove u; e v; sono stringhe.

S} — U] SQ’Ui

Sz —+ U9 S'g (]

S — u,gT?,'g
T — uw

2.4 — Linguaggi context-free deterministici 149

K contiene il cammine seguente dal suo stato iiziale allo stato (F 5 wo) leg-
gendo U'input z = zu. In primo lnogo, K fa una e-mossa verso (3, — S ).
Poi, mentre legge i simboli di u;, compie le corrispondenti mosse di Spo-
stamento finché entra nello stato (8; — us.90) alla fine di wy. Poi fa una
£-mossa verso (S = .usSuy) e continua con mosse di spostamento leggendo
ug finché raggiunge (S; — ua Sye) € cosi via. Dopo aver letio w entra in
S = w;; T} che porta mediante una e-mossa a ([T o ) e infine dopo aver
letto u & in [T S o)

WAL LS

{1 corollario seguente mostra che K accetta tutte fe stringhe che terminanc
con un handle di qualche estensione valida. Esso segue dal Lemma 2.48
prendende w = e v =g,

COROLLAR&O 251 ............................................................................................................................

K pud entrare nello stato accettante [T — A.) sull’input z se e solo se z =
xh e h e un handle di qualche stringa valida zhy con regola di riduzione
T — h.

Infine, trasformiamo PNFA K nel DFA DK usando la costruziope per sot-
toinsiemi nella prova del Teorema 1.39 a pagina 58 e poi rimuovendo tutti
gli stati che non sono raggivngibili dallo stato iniziale. Ciascuno degli stati
di DK quindi contiene una o pii: regole marcate. Ciascun stato accettante
contiene almeno uha regola completata. Noi possiamo applicare il Leme-
ma 2.48 e il Corollario 2.51 a DK riferendoci agli stati che contengono le
regole marcate indicate.

Ora siamo pronti a descrivere il DK-test,

Iniziamo con una CFG G e costruiamo il DFA associato DK . Determiniamo
se G & deterministica esaminando gh stati accettanti di DK. 11 DK -test
stabilisce che ogni stato accettante contiene

1. esattamente una regola completata e

2. nessuna regola marcata con un punto in cui un simbolo terminale segue
immediatamente il punto, ciod nessuna regola marcata della forma
B = uavforac X,

TEOREMA 252 s

G supera il DK-test se e solo se G & una DCFG.

IDEA.  Mostreremo che il DK -test & superato se e solo se tutti gi handle
sono obbligati. Equivalentemente, it test fallisce se e solo se qualche handie
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non & obbligato. In primo luogo, supponiamo che qualche stringa valida ha
up handle non obbligato. Se eseguiamo DK su questa stringa, il Corolla-
rio 2.51 ci dice che DK entra in uno stato accettante alla fine dell’handle.
Ii DK-test fallisce perché quello stato accettante ha una seconda regola
completata oppure un cammino uscente che conduce a uno stato accettan-
te, dove il cammino uscente inizia con un simbolo terminale. Nel secondo
caso, lo stato accettante conterrebbe una regola marcata con un sirmbolo
terminale che segue il punio.

Viceversa, se il DK-test fallisce perché uno stato accettante ha due regole
completate, estendi la stringa associata a due stringhe valide con differents
handle in quel punto. Analogamente, se ha una regola completata e una
regola marcata con un simbolo terminale che segue il punto, usa il Lem-
ma 2.48 per ottenere due estensioni valide con differenti handle in quel
punto. Costruire iestensione valida corrispondente alla seconda regola &
un pd delicato.

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con la direzione diretta. Assumiamo che
G non sia deterministica e mostriamo che essa non supera il DK-test.
Prendiamo una stringa valida zhy che ha un hapdie 7 non obbligato.
Qumdl qualche stringa valida zhy’ ha un diverso handle h # h, do-
ve y' & una stringa di terminali. Possiamo allora scrivere zhy' come
zhy' = &hi).

Se zh = #h, le regole di riduzioni sono diverse perché h e k non sono lo
stesso handle. Quindi, ’input xh manda DK in uno stato che contiene due
regole completate, una violazione del DK -test.

Se zh £ &h, una di queste estende l'altra. Assumiamo che zh sia un
prefisso proprio di zh. 11 ragionamento & lo stesso con le stringhe scam-
biate e y a posto di ¢, se #h & la stringa pin corta. Sia g lo stato in cui
DK entra sull’input zh. Lo stato ¢ deve essere accettante perché i & un
handle di zhy. Un arco di transizione deve uscire da ¢ perché #h manda
DK in uno stato accettante passando per g. Inoltre, questo arco di tran-
sizione & etichettato con un simbolo terminale, perché y € Lt In questo
caso y # e perché £h estende zh. Quindi ¢ contiene una regola marcata
con un simbolo terminale che segue irnmediatamente il punto, il che viola
DK -test,

Per provare la direzione inversa, asswmiamo che G non superi ii DK-
test in qualche stato accettante g e mostriamo che G non & deterministica
esibendo un handle non obbligato. Poiché g & accettante, esso ha una regola
completata T — h.. Sia z una stringa che conduce DK a g. Allora z = zh
dove gualche stringa valida zhy ha un handle h con regola di riduzione
T — h, per y € £*. Ora consideriamo due casi, che dipendone da come il
DK -test fallisce.

In primo luogo, supponiamo che g abbia un’altra regola completata
B — h.. Allora qualche stringa valida zhy' deve avere un differente hand-
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le h con regola di riduzione B — h. Quindi, h non & un handle obbli-
gaio.

In secondo luogo, supponiamo che g contenga una regola B — u.av dove
@ € Y. Poiché zh porta DK a ¢, abbiamo zh = Zu, dove fuavy & valida
& ha un handle uav con regola di riduzione B — uav, per qualche g € 3.
Per mostrare che k & non obbligato, espandiamo completamente tutte le
variabili in v otienendo come risuitato v € X¥, poi poniamo i = av'f e
notiamo che i € . La riduzione sinistra seguente mostra che zhy' & una
stringa valida e A non & I'handle.

Fuau o £ BH— S

oy

7~ .
zhy' = rhav' = § uar’

dove § & la variabile iniziale. Sappiamo che Zuavy & valida e posstamo
ottenere 4 uav'yy da essa usando una derivazione destra quindi anche Z uav’ §j
& valida. Inoltre, Phandle di & uav'y o @ all’interno di v’ {se v # v') 0 &
uav (se v = '), In entrambi i casi, 'handie include a o0 segue o e quindi
non pud essere s perché h precede a. Quindi A non & un handle obbli-
gato.

Nella pratica, quando si costruisce il DFA DK, una costruzione diretta pud
essere pin rapida che costruire prima I'NFA K. Iniziamo aggiungendo un
punto nella posizione iniziale di tutte le regole che coinvolgono la variabile
iniziale e mettiamo queste regole ora marcate nelio stato iniziale di DK, Se
un punto precede una variabile C in una di queste regole, metiiamo punti
nella posizione iniziale in tutte le regole che hanno € sul lato sinistro e
agpiungiamo queste regole ailo stato, continuando questo processo fino a
non ottenere piit nuove regole marcate. Per ogni simbolo ¢ che segue un
punto, aggiungiamo un arce uscente etichettato ¢ a un nuovo stato con-
tenente le regole marcate ottenute spostando il punto dopo ¢ in ognuna
delle regole marcate dove il punto precede ¢, e aggiungendo regole corri-
spondenti alle regole dove un punto precede una variabile come in prece-
denza.

ESEMPIO 2,53 oo s s

Qui itlustriame come il DK -test fallisce per la grammatica seguente.

S — EA
E—-E+T|T
T—+Txala
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FIGURA 254
Esempio di un DK-test non superato

Nota i due stati problematici in basso a sinistra e il secondo dall’alto a
destra, dove uno stalo accettante contiene wuna regola marcata dove un
simbolo terminale segue il punto.

ESEMPIO 2.5 vt

Feco il DFA DK che mostra che la grammatica segente & una DCFG,

S — T+
T T | e

T—"1T{1}
T—T.{T%

FIGURA 2.56
Esempio di un [K-test superato

Osserva. che tutti gli stati accettanti soddisfano le condizioni del DK -test.
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Relazione tra i DPDA e le DCFG

In questa sezione mostreremoc che 1 DPDA e le DCFG descrivono la stessa
classe ¢ cioé queila dei linguaggi marcati. In primo hiogo, dimostreremo
come trasformare le DCFG in DPDA equivalenti. Questa conversione funziona
in tutti i casi. In secondo luogo, mostrereno come fare la conversione in-
versa, dai DPDA alle DCFG equivalenti. La seconda trasformazione funziona
solo per i linguaggl marcatl. Limitiamo Pequivalenza. ai linguaggl marcati,
perché i modelli non sono equivalenti senza questa. restrizione. Abbiamo
mostrato in precedenza che 1 simbeli di fine stringa non hanno Peffetto di
cambiare la classe del linguaggi che 1 DPDA riconoscono, ma essi influen-
zano la classe di linguaggl che le DCFG generano. Senza simboli di fine
stringa, le DCFG generano sole una sottoclasse del DCFL -~ quelli che sono
prefissi (vedi il Problema 2.22}. Osserva che ogni linguaggio marcato &

prefissa.

TEOREMA 2,57

Un linguaggio marcato & generato da una grammatica context-fres
deterministica se e solo se & context-free deterministico.

Dohbiamo provare P'enunciato in entrambe le due direzioni. Prima mo-
streremo che per ogni DCFG esiste un DPDA equivalente. Infine mostreremo
che per ogni DPDA che riconosce un linguaggio marcato esiste una DCFG
equivalente. Tratteremo queste due direzion in lemmi separati.

LEMMA 2‘58 e Neremresii it reas st s e

Per ogni DCFG esiste un DPDA equivalente,

IDEA.  Mostriamo come trasformare una DCFG (¢ in un DPDA equivalente
P. P usa il DFA DK per operare come segue. Simula DK sui simboli
che esso legge dallinput finché DK accetta. Come mostrato nella prova
del Teorema 2.52, uno stato accettante di DK indica una specifica regola
marcata perché G & deterministica, e quella regola identifica un handle per
qualche stringa valida che estende I'input che ha visto finora. Inoltre, questo
handie & un handle per ogni estensione valida poiché GG & deterministica, ¢ in
particolare esso lo & per Vintero input a P, se quell’input & in L(G). Quindi
P pud usare questo handle per identificare il primo passo di riduzione per
la sua stringa di input, nonostante abbia letto in guel momento solo una
parte del suo input.

Come P identifica il seconde e I successivi passi di riduzione? Un’idea
& eseguire 1] passo di riduzione direttamente sulla stringa di input, e poi
operare sull’input modificato attraverso DK come abbiamo fattc prima.
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Ma l'input non pud essere modificato né riletto, quindi questa idea non
funziona. Un’altra strategia sarebbe copiare I'input nella pila ed effettuare
i} passo di riduzione l&, ma allora P avrebbe bisogno di fare operazioni
di pop nell’intera pila per operare sull’input modificato attraverso DK e
quindi 'input modificato non resterebbe disponibile per i passi successivi
seguenti.

11 trueco qui & memorizzare gli stati di DK nella pila, invece di memo-
rizzarvi la stringa di input. Ogni voita che P legge un simbolo di input
e simula una mossa in DK, registra lo stato di DK inserendolo sulla pila.
Quando compie un passo di riduzione usando la regola di riduzione " — u,
rirmuove Ju| stati dalla pila, mestrando lo stato in cui era DK prima di
leggere u. Riporta DK in quello stato, poi lo simula sull’input T e inserisce
lo stato risultante sulla pila. In seguito P procede leggendo ed elaborando
i simboli input come prima.

Quandc P inserisce la variabile iniziale sulla pila, ha trovato una ri-
duzione del suo input alla variabile iniziale, quindi entra in uno stato
accettante.

Ora proviamo Valtra direzione del Teorema 2.57.

LEMMA 2.59

Per ogni DPDA che riconosce un linguaggio marcato esiste una DCFG
equivalente.

IDEA. Questa prova & una variazione delia costruzione nel Lemma 2.27
a pagina 124 che descrive la conversione di un PDA P in una CFG G equi-
valente. In questo caso P e G sono deterministici. Nell'idea della prova
per il Lemma 2.27, abbiamo modificate P in modo che svuotasse la sua
pila ed entrasse in uno specifico stato accettante gaccept quando accettava.
Un PDA non pud determinare direttamente che ¢ alla fine del suo input,
quindi P usava il suo non determinismo per ipotizzare di essere in quelia
situazione. Noi non vogliamo introdurre il non determinismo nel costruire
il DPDA P. Invece usiamo Vassunzione che L{P) sia un linguaggio marcato.
Modifichiamo P in mode che svuoti la sua pila ed entri in gpeceps quando
entra in uno dei suoi stati accettanti originari dopo che ha letto il simbolo
di fine stringa .

Dopo applichiamo la costruzione della grammatica per ottenere G. Ap-
plicare semplicemente la costruzione originaria a un DPDA produce una
grammatica quasi deterministica perché le derivazioni della CFG corrispon-
dono minuziocsamente alle computazioni del DPDA. Questa grammatica non
& deterministica per un aspetto marginale e riparabile.

La costruzione originaria introduce regole della forma Ap, — Ap Ay, e
queste possono causare ambiguith. (Jueste regole coprono il caso in cui Ay,
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genera una stringa che porta P dallo stato p allo stato ¢ con la pila vuota
in entrambi gli stati, e la pila si svuota a metd strada. La sostituzione
corrisponde a dividere la computazione in quel punto. Ma se la pila si
svuota diverse volte, sono possibili diverse divisioni. Ciascuna di queste
divisioni produce differenti alberi sintattici, quindi la grammatica risultante
¢ ambigua. Risolviamo questo problema modificando la grammatica in
mode che divida la computazione solo all’ultimissimo punto in cui la pila
si svuota a metd strada, eliminando in tal modo Fambiguita. Per esempio,
una situazione simile ma pilt semplice si presenta nella grammatica ambigua

S — T4
T TT (D) e

che & equivalente alla grammatica non ambigua e deterministica

5 — T
T =T e

Poi mostriamo che la grammatica modificata ¢ deterministica usando il
DK -test. La grammatica & progettata per simulare il DPDA. Come provato
nel Lemma 2.27, Ay, genera esattamente quelle stringhe su cui P va dallo
stato p con pila vucta allo stato ¢ con pila vuota. Proveremo il deter-
minismo di & usando it determinismo di P che quindi risulterd utile per
definire la computazione di P sulle stringhe valide osservando la sua azione
sugli handle. Pol possiamo usare il comportamento deterministico di P per
mostrare che gli handle sono obbligati.

DIMOSTRAZIONE. Sia P = (Q,Z,T, 6,90, {gaccept }) € costrulamo G. La
variabile iniziale & Ag, 4. ... 12 costruzione a pagina 124 contiene le parti
1, 2 e 3, ripetute qui per comodita.

1.Perognip,qr,s€ @), uel eabel, se §(pa ) contiene (r,u) e
d(s,b,u) contiene (g,€), poni la regola A, — ad b in G.

2. Per ogni p,q,r € ¢, poni la regola Ap; — AprApg In G.

3. Per ogni p € Q, poni Ja regola Apy — £in G.

Modifichiamo la costruzione per evitare di introdurre 'ambiguita, unendo
le regole di tipo 1 e 2 in una singola regola di tipo 1-2 che realizza lo stesso
risultato.

1-2. Per ogni p,g,7.5,t € Q, u € T e a,b € I, se §(r,a,g) = (s,u) e
8(t,b,u) = (g, ), poni la regola Ay, — Aradgbin G

Per vedere che la grammatica modificata genera lo stesso linguaggio, con-
sideriamo una qualsiasi derivazione nella grammatica iniziale. Per ogni
sostituzione dovuta a una regola di tipo 2 Ap; = AprArq, possiamo assu-
mere che r & lo stato di P quando esso & nel punto pill a destra in cui la
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pila si svuota a meta strada, modificando ia prova del Claim 2.31 a pagi-
na 127 per scegliere » in questo modo. Poi la sostituzione successiva di Ay,
deve espanderla usando una regola di tipo 1 A, — aAyb. Possiamo unire
queste due sostituzioni in una singola regola di tipo 1-2 Apy — Apradgb.

Viceversa, in una derivazione usando la grammatica modificata, se so-
stitulamo ognj regola di tipo 1-2 Ay, — Apradeb con la regola di tipo 2
Apg 4 AprArg seguita dalla regola di tipo 1 4,y — aAyb. otteniamo lo
stesso risultato.

Ora usiamo i DK-test per mostrare che G & deterministica. Per fare cid,
analizzeremo come P opera sulle stringhe valide estendendo il suo alfabeto
di input ¢ ia funzione di transizione per elaborare simboli di variabile oltre
ai simboli terminali. Aggiungiamo tuttl i stmboli Ay, all’alfabete di input
di P ed estendiamo la sua funzione di transizione § definendo 6(p, Ay, &) =
{g.£). Poniamo tutte le altre transizioni che colnvolgono Ay, & 0. Per
preservare i comportamento deterministico di P, se P legge Ay, dalliinput
non permetiiamo una mossa e-input.
L’enunciato seguente si applica a ogni derivazione di una stringa w in
L(G) tale che
/.1‘; =Yg TR U T U TR e U =W

i Gaccept

FATTO 2,60 o

Se P legge w; che contiene una variabile Ay, entra nello stato p subito
prima di legpere Ag,.

La prova usa un’induzione su ¢, if numero di passi per derivare v; da
AQ'O-,Qa(:r:vsz '

Base: i = (.
Tn questo caso, v1 = Ayy gawe © £ inizia netlo stato gy guindi ia base & vera.

Passo induttivo: Assumiamo Uenunciato vero per ¢ e proviamolo per i+ 1,
In primo lnoge consideriamo il caso in cul v; = zApy e Apg & la variabile
sostituita nel passo v; = vipy. L'ipotesi induttiva implica che P entra nello
stato p dopo aver letto x, prima di leggere il simbolo Ay, In base alla
costruzione di (G, le regole di sostituzione possono essere di due tipi:

1. Apy = Apradybd oppure
2. Ay, > £

Quindi v;1; = wApadgby oppure va: = Ty, a seconda di quale tipo di
regola & stata usata. Nel primo caso, quando P legge Ayadyub in v, sa
che inizia nello stato p, perché ha appena finite di leggere z. Mentre P
legge ApraAgh in vy, entra nella sequenza di stati r, 5, t e ¢, a causa della
costruzione della regola di sostituzione. Quindi, entra rello stato p subito
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prima di leggere A, ed entra neile stato s subito prima di leggere A,
dimostrando cosl 'enunciato per queste due occorrenze di variabii. Le-
nunciato & vero per le occorrenze di variabili nelia parte y poiché, dopo che
Flegge b, esso entra nello stato g e poi legge la stringa y. E anche suli’input
v, entra in g subito prima di leggere y, quindi le computazioni coincidone
sulle parti ¥ di v e v4. Ovviamente, le computazioni coincidone suila
parte z. Pertanto, Venunciate & vere per v;1. Nel seconde caso, non viene
introdotta nessuna nuova variabile, quindi dobbiamo solo osservare che le
computazioni coincidono sulla parte z ¢ y di 15 ¢ v, Questo dimostra
Penunciato.

FATTQ 2.61
(7 supera il DR -test.

Mostriamo che ciascuno degli stati accettanti di DK soddisfa i requisiti del
DK -test. Scegliamo uno di questi stati accettanti, Esso contiene una regola
completata R, Questa regola completata deve essere di una delle due forme
seguenti:

L Apg — ApraAgh.
2.4, —.

In entrambe le situazioni, dobbiamo mostrare che lo state accettante non
pud contenere

a. un’altra regola completata e
b. una regole marcata che ha un simbolo terminale immediatamente dopo
il punto.

Consideriamo ciascuno di questi quattro casi separatamente. In ogni caso,
iniziamo considerando una stringa z su cul DK va nello stato accettante
che noi abbiame scelto prima.

Caso la. In questo caso H & una regola completata di tipo 1-2. Per ogni
regola in questo stato accettante, z deve terminare con i simboli che pre-
cedono if punto in quella regola perché DK va in quello stato su z. Quindi
i simboli che precedono il punto devono essere in accordo in tutte queste
regole. Questi simboli sono Ap.adgb in R quindi ogni altra regola comple-
tata di tipo 1-2 deve avere esattamente gli stessi simboli syl lato destro. Ne
consegue che anche le variabili sul lato sinistro devono coincidere, quindi le
regole devonoe essere le stesse.

Supponiamoe che lo stalo accettante contenga F e gualche e-regola compile-
tata T' di tipo 3. Dallipotesi su A sappiamo che z termina con Apadqb.
Inocitre sappiamo che P effettua un pop sulla pila proprie alla fine di z
perché un pop si verifica a guel punto in R, a causa della costruzione di G,
In base al modo con cui costruiamo DK, una e-regola completata in uno
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stato deve derivare da una regola marcata che sta nello stesso stato, dove
il punto non & proprio all'inizio e il punto viene subito prima di quaiche
variabile. {Un’eccezione si verifica nello stato iniziale di DK, dove questo
punto pud essere presente all’inizio della regola, ma questo stato accettante
non pud essere lo stato iniziale poiché contiene una regola completata di
tipo 1-2.) In G, questo significa che T deriva da una regola marcata di
tipo 1-2 in cui il punto precede la seconda variabile. Dalla costruzione di
(i si deve verificare un push subito prima del punto. Questo implica che P
effettua una mossa di push proprio alla fine di z, contraddicendo la nostra
affermazione precedente. Quindi la e-regola cornpletata T non pud esistere.
In entrambi i casi, una seconda regola completata di qualunque tipe non
pué essere presente in questo stato accettante.

Caso 2a. In questo caso R & una e-regola completata Ag, -+ .. Mostriamo
che nessun’altra e-regola completata Ay — . pud coesistere con K. Se cosl
fosse, 'enunciato precedente mostra che P deve essere in p dopo aver letto
2 e deve anche essere in g dopo aver letto z. Quindi p = g e allora le due
g-regole completate sono uguali.

Caso 1b. In questo caso R & una regola completata di tipo 1-2. Dal Caso
1a, sappiamo che P effettua un pop sulla pila alla fine di 2. Supponiamo che
lo stato accettante contenga anche una regola marcata I in cuj un simbolo
terminale segue immediatamente il punto. Dall'ipotesi su T sappiamo che
P non effettua un pop sulla pila alla fine di z. Tale contraddizione mostra
che questa situazione non pud verificarsi.

Caso 2b. In questo caso R & una e-regola completata. Assumiamo che lo
stato accettante conienga anche una regola marcata T in cui un simbolo
terminale segue immediatamente il punto. Poiché T' & di tipo 1-2, un sim-
bolo di variabile precede immediatamente il punto e quindi z termina con
quel simbolo di variabile. Inoltre, dopo che P legge 2 esso & pronto a leggere
un simbolo di input diverso da € poiché un terminale segue il punto. Come
nel Caso 1a, la e-regola completata R deriva da una regola marcata 5 di
tipo 1-2 in cui il punto precede immediatamente la seconda variabile. (Di
nuovo, questo stato accettante non pud essere lo stato iniziale di DK perché
il punto non & all’inizio di 7.) Quindi qualche simbolo & € X precede im-
mediatamente il punto in $ e quindi z termina con 4. Ora & € ¥ oppure
& = &, ma poiché z termina con un simbolo di variabile, & ¢ 3 quindi
i = e. Pertanto, dopo che P legge » ma prima che faccia la e-input mossa
per elaborare &, & pronto a leggere un input €. Ma abbiamo anche mostrato
prima che in questo punto P & pronto a leggere un simbolo di input diverso
da £. Ma a un DPDA non & consentito fare sia una e-input mossa che una
mossa in cui legge un simbolo di input diverso da € in un dato stato e con
un dato contenito della pila, quindi la situazione precedente & impossibile.
In conclusione, questa situazione non pud presentarsi.
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Parsing e grammatiche LR(k)

I linguaggi context-free deterministici sono di considerevole importanza per
le applicazioni. I loro algoritmi per P'appartenenza e il parsing sono basati
sui DPDA e quindi sono efficienti, ed essi abbracciano un’ampia classe di CFL
che include la maggior parte dei linguaggi di programmazione. Tuttavia,
le DCEG sono a volte scomode per esprimere particolari DCFL. Il requisito
che tutti gli handle siano obbligati & spesso un ostacolo nel progettare DCFG
intuitive.

Fortunatamente, una classe pitt ampia di grammatiche, chiamate gram-
matiche LR(k), ci fornisce le migliori caratteristiche di entrambe le situazioni.
Seno abbastanza vicine alle DCFG da permettere una conversione diretta nei
ppDA. E sono anche abbastanza espressive per molte applicazioni.

Gli algoritmi per le grammatiche LR(k} introducono il lookahead. In una
DCFG, tutti gli handle sono obbligati. Un handle dipende solo dai simboli in
una stringa valida fino all’handle incluso, ma non dai simboli terminali che
seguono I'handle. In una grammatica LR(k), un handle pud anche dipendere
da simboli che seguono handle, ma solo dai primi k di questi. L’acronimao
LR(k) sta per: elaborazione dell'input da sinistra (Left) a destra, derivazioni
a destra (Rightmost) (o equivalentemente, riduzioni a sinistra} ¢ k simboli
di lockahead.

Precisamente, sia i un handle di una stringa valida v = zhy. Diciamo
che h & obbligato con lookahead k se h & I'unico handle di ogni stringa
valida zhy dove § € £* e dove y e § coincidono sui loro primi & simboli.
(Se una delie due stringhe & pill corta di &, le stringhe devono essere uguali
fino alla lunghezza della pifd corta.)

DEFINIZIONE 2.62

Una grammatica LR(k) & una grammatica context-free
tale che 'handle di ogni stringa valida & obbligato con
lookahead k.

Quindi essere una DCFG & lo stesso che essere una grammatica LR(0). Pos-
siamo mostrare che per ogni k & possibile convertire grammatiche LR(k) in
DPDA. Abbiamo gia mostrato che i DPDA sono equivalenti alle grammatiche
LR{0). Quindi le grammatiche LR(k) s010 computazionalmente equivalenti
per ogni k e tutti descrivono esattamente 1 DCFL. L’esempio seguente mo-
stra che le grammatiche LR(1) sono pill convenienti delle DCFG per specificare
aleuni linguaggi.

Per evitare notazioni complicate e dettagli tecnici, mostreremo come
trasformare grammatiche LR(k) in DPDA solo nel caso particolare in cui
E = 1. La conversione nel caso generale funziona sostanzialmente nello
stesso modo.




160 CAPITOLO 2 - Linguaggi context-free

Per iniziare, presenteremo una variante del DK -test, modificato per le
grammatiche LR(1). Lo chiameremo il DK-test con lookahead 1 o sempli-
cemente il DK -test. Come prima, costruiremo un NFA, chiamato qui K,
e lo convertiremo in un DFA DK;. Ciascuno degli stati di K; ha una regola
marcata T — u.v e ora anche un simbolo terminale a, chiamato i simbolo
di lookahead, ¢ sard denotato con (T = w.v_a) Questo stato indica che
K ha appena letto la stringa u, che sarebbe una parte di un handle wv a
condizione che v venga dopo u ¢ ¢ venga dopo v

La costruzicne formale funziona proprio come prima. Lo stato iniziale ha
una e-mossa a (§, = u o} per ogni regola che coinvolge la variabile iniziale
51 e ogni @ € %. Le transizioni di spostamento portano da [T .y al
a [T ur.e ol sullinput 2 dove o & un simbolo di variabile o un simbolo
terminale. Le e-tramsizioni portano da (T 5 w0y d)a (¢ 50 8) per ogni
regola " — 7, dove b & il primo simbolo di una qualsiasi stringa di terminali
cke put essere derivata da v. Se v deriva £, aggiungiamo b = o. Gl stati
accettanti sono tutti i [B _tu. a) per regole completate B — u, e a € 5,

Sia Ry una regola completata con simbolo di lookahead ay, e sia Ry una
regola marcata con simbolo di lookahead as. Ddciamo che Ry ed R sono
coerenti se

1. Ry & completata e a1 = az oppure
2. R, non & completata e @) segue immediatamente if suo punto.
Siamo ora pronti a descrivere il DKy -test. Construiamo il DFA DK - 1

test stabilisce che ogni stato accettante non deve contenere due qualsiagi
regole marcate coerenti.

TEOREMA 2,83 s e

7 supera il DK ;-test se e solo se G & una grammatica LR(1).

IDEA. 1l Corollario 2.51 si applica ancora a DK poiche possiamo ignorare
i simbol di lookahead.

ESEMPIO 2,64 o

Questo esempio mostra che la grammatica seguente supera il DK ;-test.
Ricorda che nell’Eserpio 2.53 abbiamo mostrato che questa grammatica
non superava il DK-test. Quindi ¢ un esempio di una grammatica che &
LR(1) ma non & una DCFG.

S — E-
E—-E+T|T
T'—+Txala
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FIGURA 2.65
Esempio di DK i-test superato

TEOREMA 2.66 ....................................................................................................................................

Un linguaggio marcato & generato da una grammatica LR(1) se ¢ solo se &
un DCFL.

Abbiamo gid mostrato che ogni DCFL & generato da una grammatica LR{0),
poiché una grammatica LR{C) & io stesso che unaz DCFG. Questo prova la
direzione inversa del teorema. Quello che resta & il Jemma seguente, che
mostra come trasformare una grammatica LR(1) in un DPDA.

LEMMA 267 e

Per ogni grammatica LR(1) esiste un DPDA equivalente.

IDEA.  Costruiamo ), una versione modificata del DPDA P presentato nel
Lemma 2.67. P legge il suo input e simula DK ¢, usando la pila per man-
tenere traccia dello stato in cui sarebbe DKy se tutti i passi di riduzione
fossero applicati all'inpat fino a questo punto. Inoltre, P} legge 1 simbolo
successivo e memorizza questa informazione sul lookahead nella sua memo-
ria costitnita dall'insieme finito deghi stati. Ogni volta che DK, ragginnge
uno stato accettante, Py consulta if suo lookahead per vedere se compiere
un passo di riduzione, e quale passo fare se appaiono diverse possibilita in
questo stato. Sclo una scelta pubd essere applicata perché la grammatica
€ LR{1}.
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2.6 Fornire grammatiche context-free che generino i linguaggi seguenti,

Aa. L'insieme delle stringhe sull’alfabeto {a,b} con un numero maggiore di a che

di b

ESERCIZI b. Il compiemento del linguaggio {a"t"|n > 0}

Ac, {w#z|w™ & una sottostringa di = per w,z € {0,1}*}

2.1 Ricorda la CFG (74 che abbiamo dato nell’Esempio 2.4. Per comodita, rinominiamo d. {si#xzz#. . #x, |k > 1, ciascun 7y € {a,b}", e per qualche i e j, = = xf}

le sue variabili con singole lettere come segue.
A2.7 Dare descrizioni informali di PDA per i linguaggi nell'Esercizio 2.6.

E— E+T|T
T+TxFI|F : A2 8 Mostrare che la stringa the girl touches the boy with the flower ha due
F o (E)]a diverse dertvazioni sinistre nella grammatica G a pagina 106. Descrivere in italianc

i due diversi significati di questa frase.

Fornire gli alberi sintattici e le derivazioni per clascuna stringa. i . . )
2.9 Fornire una grammatica contexi-free che generi il linguaggio.

a. = c. atata
b. a+ta d. ((a)} ;: A={aVc"i=7j0j=kdoved k>0

2.2  a. Usailinguaggi A = {a™b"¢"|m,n > 0} e B = {a™0" <" myn 2 0} con
PEsempio 2.36 per mostrare che la classe dei linguaggi context-free non &
chiusa rispetto all’intersezione.

b. Usa la parte (a) e la legge di DeMorgan (Teorema 0.20) per mostrare che la

{ La grammatica ¢ ambigua? Perché lo & o perché non lo &7

2.10 Dare una descrizione informale di un automa a pila che riconosce il linguaggio A
nell'Esercizio 2.9.

classe dei linguaggi context-free non ¢ chiusa rispetto al complemento. i 2.11 Trasformare la CFG G4 data nell'Esercizic 2.1 in un PDA eguivalente, usando la
A2.3 Rispondere a ciascun punto per la seguente grammatica context-free G. procedura data nel Teorema 2.20.
R— XRX|S§ 2.12 Trasformare la CFG & data nell’Esercizio 2.3 in un PDA equivalente, usando la
5§ — aTb | bTa i procedura data nel Teorema 2.20.
T XTX|X|e ; 2.13 Sia ¢ = (W, T, R, 8) la grammatica seguente. V' = {8, 7, U}; T = {0, #)}; ed R &
X—alb Vinsieme delle regole:
S TTIU
a. Quali sono le variabili di G7 i. Vero o Falso: T'= T. T 0T |To|#
b. Quali sono i terminali di G7 J. Vero o Falso: XXX = aba. U — 0U00 | #
c. Qual & ia variabile iniziale di G7 k. Verc o Falso: X =5 aba. a. Descrivere informalmente L(G).
d. Fornire tre stringhe in L{G). 1. Vero o Falso: T = XX. b. Provare che L{(7) non & regolare.
e. Fornire tre stringhe non in L(G). m. Veroo Falso: T = XX X. . ) . ] .
£ Vero o Falso: T = aba. 1. Vero o Falso: § = e. 2,14 Convertire la CFG seguente in una CFG equivalente in forma normale di Chomsky,
N usando Ja procedura data nel Teorema 2.9.
g. Vero o Falso: T = aba. 0. Dare una descrizione informale di .
h. Vero o Falso: T =T L{(G). A— BAB|Bi«

B — 00| ¢
2.4 Fornire grammatiche context-free che generino i lingnaggi seguenti, Per ognunc di |

j, I & {0,1}. : - i
essi, l'alfabeto T & {0.1} 2,15 Dare un controesempio per mostrare che la costruzione seguente non dimostra che

Aa, {w]w contiene almeno tre simboli uguak a 1} la classe dei lingnaggi context-free & chiusa rispetto allo star. Sia A un CFL generato
dalla CFG G = (V,%, R, S). Sia aggiunga Ia nuova regole § — S5 e sj chiami &

b. {w}w inizia e termina con lo stesso simbolo}
la grammatica risultante. QQuesta grammatica dovrebbe generare A”.

¢. {w}la lunghezza di w & dispari}
Ad. {w]la lunghezza di w & dispari e il suo simbolo centrale & uno 0} 2.16 Mostrare che la classe dei linguaggi context-free & chiusa rispetto alle operazioni

e. {wlw = w®, ciod w ¢ palindroma} regolari, unione, concatenazione e star.

f. L’insierne vuoio : ' 2.17 Usare i risultati dell’Esercizio 2.16 per dare un’altra prova che ogni linguaggio rego-

lare & context-free, mostrando come convertire direttamente un’espressione regolare

izioni i i i i di sta i automi a pila per i linguaggi R : .
2.5 Dare descrizioni informali e diagrammi di stato di a pila p EUALE in una grammatica context-free equivalente.

nell’Esercizio 2.4,
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PROBLEMI

2,18 Considera la seguente CFG (3

S S5 T
T -5 alhb | ab

Descrivi L{G'} @ mostra che G & ambigua. Fornisci una grammatica non ambigua
H tale che L(H) = L{(?} e schematizan una prova che /7 & non ambigua.

*0.18 Abbizmo definito la chiusura rotazionale di un linguaggic A come RC(A) =
Iyx| my € A}, Mostrare che la classe det CFL & chiusa rispetto alla chiusura
rotazionale.

#5390 Abbiame definite il CUT di un finguaggio A come CUT(A) = {yrz| zyz € A}
Mostrare che la classe dei CFL non & chiusa rispetto a CUT.

2.21 Mostrare che ogni DCFG & una CFG non ambigua.
Arg 99 Mostrare chie ogni DCFG genera un linguaggio prefisso,

*2.98 Mostrare che la classe dei DCFL non & chinsa rispetto alle operazioni seguenti:

a. Unione

intersezione

Star

b
c. Concatenazione
d
e. Inversione

2.24 Sia (5 la gramunatica seguente:

S — T4
T — Tale{TvTale

a. Mostraze che L{G) = {w— w contiene un ugual numero di a e b}. Usare una
prova per induzione sulla lunghezza di w.

b. Usare il DK-lest per mostrare che G & una DCFG.

¢. Descrivere un DPDA che riconosce L{(G).

2,25 Sia (¢, la grammatica seguente che abbiamo introdotto nellEsempio 2.45. Usare i
DK -test per mostraze che G non & ana DCFG. :

R 8IT
5 — aSb | ab
T — aTbb | abb

*2.26 Sia A = L{¢,) dove G & definita nel Problema 2.25. Mostrare che A non & un
DCFL.
(Suggerimento: Si assuma che A sia un DCFL e si consideri ¥ suo DPDA P. 5i
medifichi /2 in moedo che i suo alfabeto di input sia {a,b,c}. Quando entra in
uno stato accettante per la prima volta, agisce come se, da quel momento in o,
nelVinput e ¢ fossero b. Quale linguaggio accetterebbe P modificata?)

*2.27 Sin B = {a'vc" 4. j, k> ODei=joim=k} Provareche B non & un DCFL.
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*2.28 Sin O = {ww™jw & {6,1})"). Provare che ¢ non & un DCFL. (Suggerimento; Si
assuma che quando un DPDA P & inizializzato nello stato g con il simbolo z sulla
cima della sua pila, P non esegua pop sulla pila al di sotto di 7. indipendentemente
dalla stringa di input che P legge da quel punto in pol. In guesto caso, il contenuto
della pila di P in quel momento nen pui avere un effetto sul suo comportamento
successivo, quindi il comportamento seguente di P pud dipendere soio da g ¢ .}

*2.29 Se nor permetiiamo le e-regole nelle CFG, possiamo semplificare i} DK -test. Nel
test semplificato, dobbiamo solo verificare che ogni stato accettante del DE ha una
singola regola. Provare che una CFG senza e-regole supera il DK-test semplificato
se e solo se & upa DCFG.

A2.30 a. Sia C un linguaggio context-free e sia K un lingnaggio regolare. Provare che
il inguaggio C M R & conlext-free.
b. Sia A = {w|we{a,b,c} ¢ w contiene un ngual numero dia be c}.
Usare la parte (a} per mostrare che 4 non & un CFL.
*2.31 Sia G la grammatica CFG seguenie.
S — aSb|bY | Ya
Y = bY lal¥ le
Dare vna semplice ¢ informale descrizione di L{G}. Usare questa descrizione per
fornire una CFG per LG}, il complemento di L{G).

2,32 Sia A/B = {wlwx € A per qualche z € B}. Mostrare che se A ¢ context-free e B
& regolare, allora A/B & context-free.

*2.33 Sia T = {ab}. Fornisci una CFG che generi il linguaggio deile stringhe con un
nurmero di a doppio tispetto al numero di b, Prova che Ja tua grammatica & corretia.

*2.34 Sia O = {x#ylz.y € {0,1}" e x # y}. Mostrare che C ¢ un linguaggio context-free.

*2.85 Sia D = {zy|x.y € {0.1}" ¢ |z] = ly| ma z # y}. Mostrare che D & un linguaggio
context-free.

*2.36 Sia B = {a'v| i # 7 e 20 £ j}. Mostrare che B & un lnguaggio context-iree.

2.37 Per ogni linguaggio A, sia SUFFIXN(A) = {vlvv € A per qualche stringa u}.

Mostrare che la classe del linguaggl context-free & chiusa rispetto all’operazione
SUFFIX.

2.38 Mostrare che se ¢ & una CFG in forma normale di Chomsky, allora per ogni stringa
w € L{G) di lunghesza n > 1, sono richiesti esatiamente 2n ~ 1 passi per ogni
derivazione di w.

*2.39 Sia G = (V.3 R, (s1mT)) la grammatica seguente.
(STMT) — {(ASSIGN) | (IF-THEN} | (IF-THEN-ELSE)
{IF-THEN) ~+ if condition then (STMT}
(F-THEN-ELSE) — if condition then (STMT} else (STMT)
{ASSIGN) — a:=1

¥ = {if condition, then else,a:=1}

Vo= {{$TMT}, (1F-THEN), 3F-THEN-ELSE}, (ASSIGN) }
(7 & una grammatica che appare naturale per un frammento di un linguaggic di
programmazione, ma G & ambigua.

a. Mostrare che G ¢ ambigua.

b. Dare una nuova grammatica non ambigua per lo stesso linguaggio.
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*2.40

*2.41
2.42

2.43

2.44

*2.45
2.46

2.47

*2.49

Az.50

2.51

¥2.52

CAPITOLO 2 - Linguaggi context-free

Fornire CFG non ambigue per 1 lingnaggi seguenti.

a. {w}in ogni prefisse di w il rumero di a & maggiore o nguale al numero di b}
b. {w]il numerc di a e il numero di b in w sono uguali}
c. {wiil numerc di a & maggiore o uguale al numero di b in w}

Mostrare che il linguaggio A nell’Esercizic 2.9 & inerentemente ambigno.
Usare il pumping lemma per mostrare che i seguenti linguaggi non sono context-free.
a. {0™M1"0"1" n = 0}
Ao {0m#0*"#07{ n > 0}
Ac. {wit|w & una sottostringa di ¢, dove w,{ € {a,b}"}
d. {ti#io#-- #1x| k = 2, clascun ; € {a,b}" e & = t; per qualche i # j}

Sia B il linguaggio di tutte le palindrome su {0,1} contenenti lo stesso numero di
simboli ugnali a 0 e uguali a 1. Mostrare che B non & context-free.

Sia L= {1,2,3,¢} e C = {w € &'} in w, il nwmero di simbeli uguali a 1 & nguale al
numere dei simboli uguali a 2 e il numeroc dei simboli uguali a 3 & uguale al numero
det simbaoli uguali a 4}, Mostrare che C non & context-free.

Mostrare che F = {a't’] i = kj per qualche intero positive &} non & context-free,

Considera il linguaggio B = L{G}, dove G & la granmmatica data nell'Esercizio 2.13.
I} pumping lemma per i linguaggi context-free, Teorema 2.34, afferma Pesistenza
di una Junghezza p del pumping per B. (Qual & i} valore minimo di p che funziona
nel pumping lemma? Giustifica la tua risposta.

Sia G una CFG in forma normale di Chomsky che contiene b variabili. Mostrare
che se (7 genera una stringa con una derivazione che ha almeno 2° passi, L{{) &
infinito.

Dai un esempio di un linguaggio che non & context-free ma che si comporta come un
CFL rispetto al pumping lemma. Prova che il tuo esempio funziona. (Cfr. 'analogo
esempio per 1 linguaggi regolari nel Problema 1.49.)

Provare la seguente forma pit forte del pumping lemma, nella quale entrembe le
parti » e y devono essere non vuote quando la stringa s & suddivisa.

Se A & un linguaggio context-free, allora ¢’& un numero k tale che, se s & una stringa
in 4 di lunghezza almeno &, allora s pud essere divisa in cinque parti, s = uvayz,
che soddisfano le condizioni:

a. perognii> 0, wizy'z € 4,
b. vZeeyFee
c. |uzy] < k.

Fai riferimento al Problema 1.31 per la definizione dell'operazione di shuffle perfet-
to. Mostra che la classe dei linguaggi context-free non & chiusa rispetto allo shuffle
perfetto.

Fai riferimento al Problema 1.32 per la definizione delf’operazione di shuffle. Mostra
che la classe dei linguaggi context-free non & chiusa rispetto alio shuffle.

Diciamo che un linguaggio & chiuso rispetlo at prefissi se anche tutti i prefissi di
opni stringa nel linguaggio sono nel linguaggio. Sia € un linguaggio infinito, chiuso
rispetto ai prefissi e context-free. Mostrare che C contiene un sottoinsieme infinito
regolare.
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*2.53 Leggi le definizioni di NOPREFIX{A) e NOEXTEND(A) nel Problema 1.45.

a. Mostra che la classe dei CFL non & chiusa rispetto & NOPREFIX .
b. Mostra che la classe dei CFL non & chiusa rispetto a NOEXTEND.

*2.54 Sla¥Y={wlw==t## #lecon k>0, ogni L €17 e & F1; se i £ 7} In questo
caso T = {1,#}. Provare che ¥ non & context-free.

2.55 Per stringhe w and ¢, scriviamo w = £ se i simboli di w sono una permutazione
! dei simboli di £. In altre parole, w =1 se ¢ e w hanno gli sfessi simbali con ugual
numero dl occorrenze, ma eventualmente in un diverso ordine.

Per una stringa w, definiamo SCRAMEBLE{w} = {t| t = w}. Per un linguaggio A,
sia SCRAMBLE{A} = {t|t ¢ SCRAMBLE(w) per qualche w € A},

| a. Mostrare che se © = {0,1}, allora lo SCRAMBLE di un linguaggio regolare
& context-free.

b. Cosa accade in (a) se X contiene ire o pill simboli? Prova la tua risposta.

2.56 Se A e B sonc linguaggl, definiamo Ao B = {aylz € Aeyc Belz| = |y}
Mostrare che se A e B sono linguaggi regolari, allora A¢ B & un CFL.

*2.57 Sia A = {wtw®] w,t € {0,1}" e |w| = {#{}. Provare che A non & un CFL.

2.58 Sia T = {0,1} e sia B la collezione delle stringhe che contengono almeno vn 1 nella
i loro seconda meta. In altre parole, B = {uvju € B*, v € T'15" e |u| > hj}.
a. Fornire un PDA che riconosce B.

b. Fornire una CFG che genera B.

i 2.59 Sia = = {0,1}. Sia Ci il linguaggic di tutte le stringhe che contengono un 1 nella
loro parie centrale. Sia ('3 il linguaggio di tutte le stringhe che contengono due
1 melia loro parte centrale. Quindi C; = {xyz| z,z € X% ed y € E"1X", dove
fz] =z} > i} e Co = {zyz| @,z € " ed y € Z*1T*1E*, dove lz] = |z} > [y|}.

a. Mostrare che Cy & un CFL.
b. Mostrare che Cz non & un CFL.

SOLUZIONI SELEZIONATE

2.8 (a} R, X,57T, (b)ab, (¢} R {d) Tre stringhe in L(G) sono ab,ba e aab;
{e) Tre stringhe non in L{G) sonc &,b ed e; (f} Falso; {g) Vero; (h) Falso;
(i) Vero; (i) Vero; (k) Falso; (I) Vero; {m} Vero; (n} Falso; (o) L{G)

consiste di tntte le stringhe su a ¢ b che non sono palindrome.

2.4 (a) S = RIR1RIR
R - O0RIiR|e

(d)§ — 0650|051 |150 |15t

2.6 (a) § = Tal
T Trialb|blalale
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T genera tutie le stringhe con almeno tante a quante b ed S impone una a in pit.

(¢) S = TX

T -+ 07O {1T1 | #X

X 20X {1X | e
(a) Il PDA usa la sua pila per contare il numero di a meno il. I.mmeroﬂdi- b. Emra_in
uno stato accettante ogni volta che guesto conteggio & positiva, Pill in det‘Lagho,
esso opera come scgue. I PDA esamina tutto Finput. Se vede una b e il simbojo
sulla cima della pila & upa a, rimuove il simbole dalla pila. Analogamente, se vede
una a e i simbolo sulla china della pila @ una b, rimuove il simbolo dalla pila. In
tutti gh altri casi, inserisce il simbolo di input sulla pila. Dopo c'he il PDA ha
terminato Vinput, se una a & sulla cima della pila, esso accetta. Alfrimenti rifiuta.

(c) 11 PDA esamina tutta Ja stringa di input ¢ ingerisce nui}z} pila ogluiAsimbolo che
legge fino s guando legge un #. Se un # non ¢ presente, rifiuta. Poi, 1.1 PDA salta
parte dell’input, decidendo non detenninisticamente guando cossare fh saltare. A
quel punto, confronta i successivi simboli inputl con i simbeli che rimmove dalla
pila. Se non corrispondons o se input termina ma la pila non & vuom,.ques(,n
ramo della computazione rifinta. Se la pila £ svuota, la macchina legge il resto

dellinput e accetta,

Ecco una derivazione:

{SENTENCE)} — (NOUN-PHRASE) (VERB-PHRASE) —
(CMPLX-NOUN}{VERB-PHRASE) —

{ARTICLE) (NGUN) (VERB-PHRASE) ~

The (NOUN)(VERB-PHRASE} —+

The girl (VERB-PHRASE) —

The girl {CMPLX-VERB){PREP-PHRASE) —

The girl {VERB}{NOUN-PHRASE}{PREP-FHRASE} -+
The girl touches {NOUN-PHRASE)(PREP-PHRASE} ¥
The girl touches {CMPLX-NOUN}{PREP-PHRASE) —
The girl touches {ARTICLE}{NOUN}(PREP-PHRASE) -
The girl touches the (NOUN)(PREP-PHRASE} —
The girl touches the boy (PREP-PHRASE) —

The girl touches the boy (PREP)(CMPLX-NOUN) —
The girl touches the boy with {CMPLX-NOUN) —
The girl touches the boy with {ARTICLE}{NOUN} —
The girl touches the boy with the {NOUN) -
The girl touches the boy with the flower

Ecco un’altra derivazione a sinistra:

{SENTENCE} — {NOUN-PHRASE} {VERB-PHRASE) ~—
{CMPLX-NOUN) (VERB-PHRASE) —

{ARTICLE) {NOUN){VERB-PHRASE} ~

The (NOUN}{VERB-PERASE} —

The girl {VERB-PHRASE) =

The girl (CMPLX-VERD) —+

The girl (VERB}{NGUN-PHRASE) -

The girl touches {NOUN-PHRASE} —

The girl touches (CMPLX-NOUN){PREP-PHRASE) -+
The girl touches (ARTICLE){NOUN){PREP-PHRASE} -
The girl touches the {NOUN}{PREP-PHRASE) —
The girl touches the boy (PREP-FHRASE) -3

2.22
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The girl touches the boy {PREP}{(CMPLX-NOUN} —

The girl touches the boy with (CMPLX-NOUN} —

The girl touches the boy with (ARTICLE){NOUN) —

The gir]l touches the boy with the (NOUN) —

The girl touches the boy with the flower

Clascuna di queste derivazioni corrisponde a un diverso significato. Nella prima
derivazione, 1a frase significa che la ragazze usa il fiore per toccare il ragazzo. Nella
seconda derivazione, il ragazzo sta tenendo 1l fore quando ls ragasza lo tocca.

Uslamo una prova per assurdo. Assumiamo che 1w e w2 siano due stringhe diverse
in L{G), dove G & vna DCFG. Entrambe sono stringhe valide quindi entrambe
hanno handle, e questi handle devono coincidere poiché possiamo scrivere w = zhy
e wz = rhyz = #hf dove h & Phandle di w. Quindi, i primi passi di riduzione di
uh &z producono le stringhe valide « e uz, rispettivamente. Possiarao continuare
questo processo fino a quando oitentame 9 ed Sz dove 51 ¢ la variahile iniziale.
Perd 51 non appare sul lalo destro di aleuna regola quindi non possiamo ridurre
51z, Cids una contraddizione.

(&) Sia C' un bnguageio context-free ¢ sia  un Hnguaggio regolare. Sia F il PDA
che riconosce (7 e sia 1 il DFA che riconosce R, Se ¢} & T'insieme degli stati di P e Q'
¢ U'insiene degli stati &i 2, costruiamo un PDA P che riconosce C R con Vinsteme
degli stati @ x . F’ fard quello che fa P e mantiene anche traccia degli stati di
L. Accetta ung stringa w se e solo se si ferma in uno stato g€ Fp x Fp, dove Fp
& Pinsieme degli stati accettanti di P ed Fp & Vinsieme degli stati accettanti di D).
Poiché (UM R & riconosciuto da P, esso & context-free.

(b) Sia R 1l linguaggic regolars a™b"c’. Se A fosse un CFL aliora A R sarebbe
i CFL per la parte (a). Perd ANR = {a™bp"c™n = 0} ¢ 'Esempio 2.36 prova che
AN R non & context-free, Quindi A non & un CFL

(b} Sia B = {0"#0™"#0™| n > 0}, Sia 7 la lunghezza del pumping data dal
pumping lemma. Sja s = 0PR#07#0%, Mostriame che & = wUryz Non pud essere
iferata,

Né v ré y possono contenere #, altrimenti uv?zy?z conterrebbe piindi due #. Quindi,
se dividiame ¢ in tre segmenti medianse i #: 07, 0% 0% alimeno uno dei segrenti
non & contenuto in v o y. Pertanto wetey’z non & in B puiché non rispetta il
rapporte 1: 2 : 3 delle lunghezze dei segmenti.

{c} Sia €' = {u#t|w & una sottostringa di ¢, dove w1 {a,b}"}. Siap la linghezza
del pumping data dal pumping lemma. Sia s = a"bPEa’b”. Mostriamo che ia
stringa 5 = wuryz non PuG essere iterata.

Né v né y possono contenere #, altriment; utzy®s vom conterrebbe # e allora non
sarebbe in C. Se entrambe v ¢ y sono alla sinistra di #, la stringa uv’ 2y’ z non pud
essere in ¢ perché & pitt lunga dal lato sinistro di #£. Analogamente, se entrambe
le stringhe sone alla destra di #, Ia stringa uv®ry®z nen pud essere in ¢ perché &
di nuovo pint lunga dal lato sinistro di #. Se una tra v e ¥ & vuota {non possono
essere entrambe vuote], trattale come se entramibe fossero nello stesso iato di #
COMe SOPTa.

1 solo caso che resta & quando entrambe v ed ¥ non sono vuole € sono a cavallo
del #. Ma allora v consiste di b ed ¥ consiste di a a causa della terza condizione
vyl £ p del pumping lenuna. Quindi, w2y contiene pif: b sul lato sinistro di
#. allora non pud essere un elemento di €.

Sta 4 il linguaggio {0°1* k > 0} ¢ sia B il linguaggio {2*v*1 & > 0}. Lo shuffie
perfetto di A & B & il linguaggio ¢ = {(0a}* (op) (10)*F 1 & > 0}. E facile vedere
che § linguaggi A e B sono CFL ma ¢ non & un CFL, come vedremo. Se  fosse
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un CFL, sia p la lunghezza det pumping data dal pumnping lemma e sia s ia stringa
(Oa)p(ob)”(lb)gp. Poiché s & pitl lunga di p ed s € C, possiamo dividere s = wzyz
in modo da soddisfare le tre condizioni del pumping lemma. Le stringhe in C hanno
esattamente un quarto di simboli uguali a 1 e un ottavo di simboli uguali ad a.
Affinché wwvzy’z abbia questa proprietd, la stringa vry deve contenere sia simboli
uguali a 1 che ad a. Cid & impossibile perché i simboli uguali a 1 & le a sono separati
da 2p simboli in 5, ma la terza condizione afferma che |vecyl < p. Quindi ¢ non & = 3 -

comtext-free. {""‘ AL R i E

SECONDA

TEORIA DELLA COMPUTABILITA




LA TESI DI
CHURCH-TURING

Finora nello sviluppare la teoria della computazione abbiamo presentato
vari modelli di dispositivi di caicolo. Gli avtomi finiti sono un buen modello
per quei dispositivi che hanno una ridotta quantitd di memeoria. Gli automi
a pila costituiscono un buon modello per quei dispositivi che hanno una
memoria illimitata, ma utilizzabile sole nella medalita last in, first oui di
una pila. Abbiamo dimostrato che alcuni ealeoli, pur se molto semplici,
vanno oltre le capacita di questi modelli. Quindi essi sono troppo limitasi
per essere utilizzati come modelli di computer universale.

3.1
MACCHINE D! TURING

Introduciamo ora un modello molto pitl potente, proposto inizialmente da
Alan Turing nel 1936, chiamato maechina di Turing. Simile ad un auto-
ma finito, ma con una memoria illimitata e senza restrizioni, una maecchina
di Turing & un modello molto piti preciso di un computer. Una macchina
di Turing puo6 fare tutto cid che pud fare un computer reale. Tuttavia,
anche una macchina di Turing non & in grado di risclvere alcuni problemi.
In pratica, questi problemi vanno oltre  limiti teorici della computazione.
Una macchina di Turing utilizza un nastro infinito come propria memoria
Hlimitata. Ha una testina che ® in grado di leggere e serivere simboli ed &
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libera di muoversi lungo il nastro. Inizialmente il nastro contiene solo la
stringa di input e tutto il resto & vuoto. Se la macchina deve memorizzare
un’informazione, la pud scrivere sul nastro. Per leggere l'informazione che
ha seritto, la macchina pud spostare la testina su di essa. La macchina
continua a computare finché non decide di produrre un output. Gli output
accetta e rifiuta sono ottenuti occupando appositi stati di accettazione e di
rifiuto. Se non raggiunge uno stato di accettazione o di rifiuto, la macchina
andra avanti per sempre, senza mai fermarsi.

controllo

G [eTale o [ T

FIGURA 3.1
Schema di una macchina di Turing

L'elenco seguente riassume le differenze tra automi finiti e macchine di
Turing,.

1. Una macchina di Turing pud sita scrivere che leggere sul nastro.

2. La testina di lettura-scrittura pud muoversi sia verso sinistra che verso
destra.

3. Il nastro & infinito.

4. Gli stati speciali di accettazione e rifiuto hanno effetto immediato.

Introduciamo una macchina di Turing Mj per testare V'appartenenza al
linguaggio B = {w#w|w € {0,1}*}. Vogliamo che M; accetti se J'input
& un elemento di B e che rifiuti altrimenti. Per comprendere meglio My,
mettetevi al suo posto immaginando di essere fisicamente davanti ad un in-
put lungo milioni di caratteri. Il vostro obiettivo & quello di determinare se
Yinput & un elemento di B, ciog se I'input comprende due stringhe identiche
separate da un simbolo #. L’input & troppo lungo per vol per ricordarlo tut-
to, ma vi & permesso di muovervi avanti e indietro lungo I'imput e porre dei
contrassegni. La strategia ovvia & quella di muovervi a zig-zag in maniera
simmetrica attorno al simbolo # e stabilire se gli elementi nelle posizioni di
ugual indice su i due lati corrispondono. Contrassegnate poi il nastro per
tenere traccia degli elementi che corrispondono. Progettiamo M in modo
da lavorare in questo modo. Esegue pitt passaggi sulla stringa in input con
la testina di lettura-scrittura. Ad ogni passaggio verifica la corrispondenza
di un carattere ad ogni lato del simbolo #. Per tenere traccia dei simboli
gia controllati, M) barra ogni simbolo gia esaminato. Se ha barrato tutti i
simboli, significa che tutti i simboli corrispondevano ed M; va in uno stato
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di accettazione. Se si accorge di una mancata corrispondenza, My entra in
uno stato di rifiuto. In pratica, Palgoritmo di M funziona come segue.

M; = “Su input wx

1. Si muove a zig-zag lungo il nastro, raggiungendo posizioni
corrispondenti su i due lati del simbolo #, per controllare
se queste posizioni contengono lo stesso simbole. In caso
negativo, o nel caso in cui non st trovi il simbolo #, rifiuta.
Barra gli elementi gia controllati.

2. Quando tutti gli elementi a sinistra del simbolo # sono stati
barrati, verifica la presenza di eventuali simboli rimanenti
& destra di #. Se rimane qualche elemento, allora rifiuta,
altrimenti accetia.”

La figura seguente contiene varie istantanee non consecutive del nastro di
My una volta avviata sulP’input 011000#011000.

1
011000#011000u ...

3
x11000#011000wu ...

xilOOOﬂ(llOOOu...
Xx11000#x11000w ...

ﬂcl-OOO#xliOOOu...

)
XXX XXX#FXZT XXX XU ...
accetts

FIGURA 3.2
Istantanee della macchina di Turing My mentre computa sull'input 911000011000

Questa descrizione della macchina di Turing Af; ne illustra il funziona-
mento, ma non ne mostra tutti i dettagli.. Possiamo descrivere macchine
di Turing in modo piu dettagliato dandone descrizioni formali analoghe a
quelie introdotte per automi finiti ed automi a pila. Le descrizioni forma-
1i specificano ogni parte della definizione formale del modello di macchina
di Turing che presenteremo a breve. In pratica, non fornjamo quasi mai
descrizioni formali delle macchine di Turing, in quanto tendono ad essere
eccessivamente lunghe.

Definizione formale di macchina di Turing

Tl cucre della definizione di una macchina di Turing & la funzione di tran-
sizione & perché essa ci dice come la macchina effettua un passoc. Per una
macchina di Turing, é prende la forma @ x T' — @ x I x {L,R}. Ciog,
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guando la macchina occupa un certo stato ¢ e la testina punta alla casx?lia
del nastro conienente un simbolo a, € se d{q,a} = (r,b,1), la macchina
scrive il simbolo b al posto di g, e passa nello stato r. Lci terza componente
& L oppure R ed indica se la testina si spf)st,a VETsO S]leS(’,I'B: 0 verso destra
dope la scrittura. In questo caso la I indica una mossa a sinistra.

T DEFTNIZIONE 3.3

Una macchinag di Turing ¢ una 7-tupla, (Q,;: 6 g0,

Gaceept Greject ), dove @, L, 1" sono tutti insiemi finitl e

1. & Vingieme degli stati,

2. ¥ & Palfabeto di input non contenente il simholo blank
I_I1 V

3.1 & Palfabeto del nastro, conu e Pe X C T

4.8 QT @ xx{L R} & lafunzione di transizione,

5. g0 € € & lo stato iniziale,

6. Gaccept © ¢ & lo stato di accettazione e

7. Grejene € €2 & lo stato di 1ifinto, 00N Greject, # Gaccept-

Una macchina di Turing M = (Q,Z, T, 4, g0, Gaccept, Freject) cOmputa nel se;
guente modo. Inizialmente M riceve il suo input w = un W Wn e %

sulle n celle pin & sinistra del nastro, mentre il resto del nasltr.o & vg(\)to
(ciog, contiene tutti simboli blank). La testma,.pa‘rte daila pos;z%one_ pilt a
sinistra de] nastro. Si noti che X non contiene il simbolo bla)nk, in tf_i] mo-
do il primo sombolo blank che compare sul nastro segna la fine dell 1r?p1j1t.
Quando M inizia la computazione, questa procede secondo le re':gole d_e.s_crlt—
te dalla funzione di transizione. Se M tenta di spostare la tostm_a a 51‘mstra
guando si trova all’estremiti sinistra del nastro, afll()ra ]’a test.m'a rimane
nelio stesso posto per quella mossa, anche se la funz]ope di tra'nsmone indi-
ca L. La computazione prosegue fin quando la macchma“raggmnge lo istato
di accettazione oppure di rifiuto, a tal punto si ferma. Se nessuno dej .due
statl viene raggiunto, M va avanti per sempre. Durante la computazione
di una macchina di Turing, si verificano cambiamenti dello stato correpte,
del contenuto corrente del nastro, e della posizione corrente della tes’Flna.
Un'impostazione di questi tre elementi & c%ﬂamata una conﬁgurazzov?,e
della macchina di Turing. Le configurazioni sono spesso ra?ppresentate in
modo speciale. Per uno stato ¢ e due stringhei uw e v sull’alfabeto I del
nastro, seriviamo w g v per indicare la conﬁguram‘o:-ze, dove lo stato corregtle
& q, il contenuto corrente del nastro & uv e la posizione attuale dellg testmia
& il primo simbolo di v. Dopo Pultimo simbeio di v, i nastro COﬂtEEI-le so‘o
simboli blank. Per esempio. 1011¢y01111 rappresenta la configurazione in
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cui il nastro contiene 101101111, lo stato corrente & g7 e la testina & po-
sizionata sul secondo 0. La figura 3.4 mostra una macchina di Turing con
tale configurazione.

(o[ Ta o LA e [aToT ok - -

FIGURA 3.4
Una macchina di Turing con cofigurazione 1011g-01111

Nel seguito formalizziamo la npostra comprensicne intuitiva del modo in cui
usa macchina di Turing computa. Si dice che Ja configurazione ¢ produce
la configurazione (3 se la macchina di ‘Furing pud passare da 4 a Cs in
un unico passo. Definiamo formalmente questa nozione nel seguente modo,
Supponiamo di avere a, be ¢ in ', cosi come v e v in T e gli stati G € gy
In tal caso wag bv e u ¢j acv sone due configurazioni, Diciamo che

uag; by produce  w G e

se neila funzione di transizione &§(q;, b) = {¢i,¢,L). Questo nel caso in cui
la macchina di Turing effettua uno spostamento verso sinistra. Per uno
spostamento a destra, diciamo che

wag; by produce uacqg; v

se 8(gi,b) = {g;,c,R). Casi particoiari si verificano quando la testina oc-
cupa una delle estremita della configurazione. Per l'estremits sinistra, la
configurazione g; by produce g; cu se la transizione comporta una mossa
a sinistra {per impedire alla macchina dj superare 'estremits sinistra del
nastro) e produce cgjv se la transizione comporta una mossa a, destra.
Per Pestremita destra, la configurazione ua ¢; & equivalente a ua ¢; u perché
assumiamo che i simboli blank seguano la parte del nastro rappresentata
dalla configurazione. In tal modo possiamo gestire questo casc come prima,
quando la testina non accupa Destremita destra. Ta configurazione ini-
ziale di M suinput wala configurazione gy w che indica che la macchina ¢
nello stato iniziale gy con la testina nelia posizione pit a sinistra sul nastro.
In una configurazione di accettazione lo stato della configurazione &
Gaccept- 1IN una configurazione di riftuto lo stato delia configurazione
© Guject.- L€ configurazioni di accetiazione e rifluto seno configurazioni
di arresto e non producono ulteriori configurazioni. Poiché la macchina
¢ definita in modo da fermarsi negli stati Gaccept. © Greject, AVIEMMO potuto
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equivalentemente definire la funzione di transizione in una forma piu com-
plicata d: @ x I—Q x I' x {L,R}, dove Q' & Q senza accept € Greject-
Una macchina di Turing M accetta 'input w se esiste una sequenza di
cotifigurazioni C;, Ca, ... , Ci tale che

1., & la configurazione iniziale di M su input w,

2. ogni C; produce Ciy1 €

3. Ci & una configurazione di accettazione.

L’insieme di stringhe che M accetta rappresenta il linguaggio di M, o
il linguaggio riconosciuto da M, denotato con L(AM).

[ DEFINIZIONE 3.5
Un linguaggio si dice Turing-riconoscibile se esiste una
macchina di Turing che lo riconosce.!

Quando attiviamo una macchina di Turing su un input, tre TiS}Jltati s0n0
possibili. La macchina pud eccettare, riftutare, oppure apdare in l.oap {ci-
clare). Per loop si intende semplicemente che la macchina non si fe-rma.
Un ciclo, in quanto tale, comporta un qualche comportamen‘@ ser-nph(:fa o
complesso che non porta ad uno stato di arresto. Una macchina (.h ’I‘umgg
M pud non accettare un input sia raggiungendo lo stato Greject © r}ﬁutan O
oppure andando in loop. A volte distingulere una macchina che & egtr?ta
in un loop da una che sta sempiicemente 1mpfega.n'do mf)lto tempo risulta
difficile. Per questo motivo preferiamo macchine dl-Turmg che si ferglan(‘)
su ogni singolo input; tali macchine non ciclano mal. Una .ta,le ma(:fzhma. e
detta decisore perché prende in ogni caso una decislone, sia essa di a,(.:cet-
tare o di rifiutare. Diciamo che un decisore decide un certo linguaggio se

riconosce tale linguaggio.

T DEFINIZIONE 3.6
Un linguaggio si dice Turing-decidibile o semplicemente

decidibile se esiste una macchina di Turing che lo decide.
2

11n alcuni testi & detto linguaggio ricorsivamente enumerabile.
2In alcuni testi & detto linguaggio ricorsivo.
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Nel seguito, diamo alcuni esempi di linguaggi decidibili. Ogni linguaggio
decidibile & Turing-riconoscibile. Presenteremo alcuni esempi di linguaggi
che sono Turing riconoscibili ma non decidibili dopo aver sviluppato, nel
Capitolo 4, una tecnica per dimostrare I'indecidibilita.

Esempi di macchine di Turing

Come abbiamo fatte nel caso deghi automi finiti e a pila, possiamo descri-
vere formalmente una particolare macchina di Turing specificando ciascuna
delle sue sette parti. Tuttavia, scendere a quel livello di dettaglio pud essere
scomodo, tranne che per macchine di Turing molto piccole. Di conseguenza,
non sprecheremno molie risorse per dare tali descrizioni. Per lo pili daremo
solo descrizioni ad alto livelio perché sono abbastanza precise per i nostri
scopi e sono molto pilt semplici da comprendere. Tuttavia, & importante
ricordare che ogni descrizione ad alto livello & solo un’abbreviazione della
sua controparte formale. Con pazienza e attenzione potremmo fornire una
descrizione formale completa di ognuna delle macchine di Turing in questo
libro. Per alutarvi a stabilire il nesso tra le descrizioni formali e le descri-
zioni ad alto livello, nei prossimi due esempi mostreremo 1 diagrammi di
stato.

ESEMPIO 3.7

In guesto esempio descriviamo una macchina di Turing {TM) My che decide
A = {0 n > 0}, il linguaggio formato da tutte le stringhe di 0 la cui
lunghezza & una potenza di 2.

My = "su input w:

1. Muove la testina da sinistra a destra sul nastro, cancellando
ogni secondo 0.

2. Se al passo 1, il nastro conteneva un solo 0, accetia.

3. Se al passo 1, il nastro conteneva pitt di un singolo 0 ed il
loro numero era dispari, rifiuta.

4. Riporta la testina all’estremita sinistra del nastro.

5. Vaal passo 1.7

Ogni iterazione del passo 1 dimezza il numero di ¢. Quando la macchina si
muove lungo il nastro nel passo 1, ricorda se il numero di 0 & pari o dispari.
Se tale numero & dispari e maggiore di 1, il pumero di 0 iniziale in input non
poteva essere una potenza di 2. Pertanto la macchina, su guesta istanza,
rifiuta. Tuttavia, se il numero di 0 & 1, il numero iniziale doveva essere una
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potenza di 2. Quindi, in questo caso ia macchina accetta. Qra diamo la
descrizione formale di Ma = (@, Z,T. 6,41, qaccept Grejoct )

o QO = {q1. G2 93 94. 95 Gaccept Greject }

%= {0},

o T'={0xm}

« Descriviamo § mediante un diagramma di stato {cfr. Figura 3.8}

o (i stati iniziale, di accettazione e di rifiuto sono rispettivamente qi,

Gaccept® Areject-

u—R
x—=R

FIGURA 3.8
Diagramma di stato per la macchina di Turing M2

In questo diagramma di stato, nella transizione da q; & g2 compare l'eti-
chetta 0—u, R. Questa etichetta indica che quando siamo nello stato ¢ e la
testina legge 0, la macchina si porta nello stato ga, scrive u e sposta la te-
stina a destra. In altre parole, 6(q;,0) = (go.u,R}. Per chiarezza utilizziamo
I'abbreviazione 0—R per indicare la transizione da g3 a g4, il che significa
che 1a macchina si sposta verso destra durante ia lettura di 0 guando si
trova nello stato gz ma non modifica 1 nastro, cost 8(ga,0) = {q4,0.R}.
Questa macchina inizia ecrivendo un simbolo blank sullo 0 pil 2 sinistra
del nastro in modo da poter identificare V'estrema sinistra del nastro nel
passo 4. Mentre normalmente utilizzeremmo un simbolo pit indicativo,
quale #, come delimitatore di jnizio nastro qui utilizziamo un blank per
rispettare alfabeto del nastro e quindi mantenere piccoto il diagramma
di stato. L'esempic 3.11 fornisce un altro metodo per determinare la fine
del nastro a sinistra. In seguito diamo un esempio di esecuzione di questa
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macchina su input 0000. La configurazione iniziale & 30000, La sequenza
delle configurazioni della macchina & la seguente; leggete le colonne verso il
hasso e da sinistra a destra.

g10000 vgsxOxur LI (5 XXt
uge000 Grux 0% Ly XXX
uxgz00 LigexCxu (EUXEXL
Lx0qs0 LixgeCxu XX XL
LxOxgais UXEgaXU WX QRN
uxCgsxLs UXXXG3U LXK G RU
uxgsOxu LEEGEXL UXXXGoU
XXX M faccept

ESEMPI(Y 3.0 oo e e et e e PS8 L e bt

Cuella (th.e segue ¢ Ja descrizione formale di My = (Q, £,T. 8, ¢1, Gaccept, Greject )
la I%IHCChII}a di Turing che abbiamo descritto in maniera informale (cfr ’
pagina 175) per decidere il linguaggio B = {w#w!w € {0,1}*}.

« Y ={01%}el ={01#xu}.
* Descriviame § mediante ii diagramma di stato (cfr. la figura seguente).

= Gli stati iniziale, di accettazione e di rifiuto sono rispettivamenmte g
Gaccept© Qreject - '

o

FIGURA 3.10
Diagramma dei stato per la macchina di Turing M,
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Nella Figura 3.10, che illustra il diagramma di stato delia T™M My, compare
letichetta 0,1+R sulla transizione che va da gz a se stesso. Tale etichetta
significa che la macchina rimazne in g3 ed effettua una mossa a destra quando
legge uno O oppure un 1 nello stato g3. Non cambia il simbolo sul nastro.

La fase 1 & attuata mediante gli stati da ¢1 a g7, e la fase 2 dagli stati
rimanenti. Per semplificare la figura, non mostriamo lo stato di rifiuto e
le transizioni che vanno nelio stato di riftuto. Tali transizioni avvengono
implicitamente ogni volta che uno stato & privo di una transizione di uscita
per un determinato simbolo. Quindi, poiché nello stato gs non & presente
nessuna freccia uscente con il simbolo #, se un # & presente sotto la testina
quando la macchina si trova nello stato gs, la macchina va nello stato di
rifiuto. Per completezza, aggiungiamo che la testina si muove a destra in
clascuna di queste transizioni, nello stato di rifiuto.

ESEMPIO 3,11 e

In questo esempio, una TM M3 esegue operazioni di aritmetica elementare,
Essa decide il linguaggio € = {a'bic®|i x j =k e i, 7,k > 1}.

Mz = “Sulla stringa di input w:

1. Muove la testina da sinistra a destra sul nastro per de-
terminare se & un elemento di atbtet e rifiuta se non lo
e,

Riporta la testina all’estremita sinistra del nastro.

3. Barra una a e muove la testina a destra finc a trovare una
b. Fa da spola tra le b e le ¢, barrandone una di ognuna fino
al termine delle b. Se tutte le ¢ sono state barrate e rimane
qualche b, rifiuta.

4. Ripristina le b barrate e ripete la fase 3 se rimane gualche
a da barrare. Se tutte le a sono state barrate, controlla se
anche tutte le ¢ sono state barrate. Se si, accetia; altrimenti,

riftuta.”

b

Esaminiamo pili da vicino le quattro fasi di M3z. Nella fase 1, la macchina
funziona come un automa finjito. Nessuna scrittura é necessaria in quanto
la testina si sposta da sinistra a destra, utilizzando gii stati al fine di de-
terminare se I'input & nella forma corretta. La fase 2 sembra altrettanto
semplice, ma contiene una sottigliezza. Come fa la TM a trovare 'estremitd
sinistra del nastro? Trovare l'estremita destra dell’input & facile perché esso
termina con un simbolo blank. Ma, inizialmente 'estremita sinistra non ha
alcun simbolo che permette di individuarla. Una tecnica che permette alla
macchina di trovare l'estremitd sinistra del nastro consiste nel marcare in
qualche modo il simbolo pil a sinistra gquando la macchina parte con la
testina su tale simbolo. A guesto punto la macchina pud eseguire una scan-
sione a sinistra finché non trova il simbolo marcato, quando vuole riportare
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la testina fino all’estremita sinistra del nastro. L'esempio 3.7 illustra que-
sta tecnica; si utilizza un simbolo blank per marcare ’estremita sinistra del
nastro.

Un metodo pilt sottile per trovare I'estremita sinistra del nastro sfrutta il
modo in cui abbiamo definito il modello di macchina di Turing. Ricordiamo
che, se la macchina tenta di muovere la testina oltre Pestremita sinistra dei
nastro, rimane ferma in quella stessa posizione. Possiamo lsare guesta
caratteristica per creare un rilevatore dell’estremita sinistra. Per rilevare
se la testina & situata sul lato estremo sinistro, la macchina pud scrivere un
simbolo speciale sulla posizione corrente, mentre memorizza nel controlio
il simbolo che ha sostituito. Pud quindi tentare di spostare la testina a
sinistra. Se & ancora sopra. il simbolo speciale, il movimento verso sinistra
non & avvenuto e quindi la testina deve essere per forza all’estremita sinistra.
Se invece si ritrova su un simbolo diverse, alcuni simboli stanno a sinistra
di quella posizione sul vastro. Prima di andare oltre, la macchina deve
assicurarsi di risostituire il simbolo modificato con quella originale. Le fasi 3
e 4 hanno implementazioni semplici e utilizzano ciascuna stati diversi.

ESEMPIO 3.12

Qui, una TM My sta risolvendo quetlo che viene chiamato il problema degli
elementi distinti. Ha in input un elenco di stringhe su {0,1} separate da
simboli # ed il suo compito & accettare se tutte le stringhe sono diverse. 11
linguaggio &

E = {#z#xa# - #x;] ogni z; € {0,1}" e 2; # x; per ogni 1 £ 7).

La macchina My funziona confrontando x; con zo mediante x;, poi con-
frontando x2 con z3 mediante z;, e cosi via. Le seguente & una descrizione
informale della TM My che decide questo linguaggio.

M, = “Sulla stringa di input u:

1. Mette un segno sul simbolo del nastro pilt a sinistra. Se
questo simbolo era un blank, accetta. Se i} simbolo era un
#, continua con la fase successiva. Altrimenti, riftuta.

2. Scorre a destra fino al successivo # e vi mette sopra un se-
condo segno. Se nessun # viene trovato prima di un simboalo
blank, allora era presente solo z1, quindi accetia.

3. Procede a zig-zag confrontando le due stringhe a destra dei
simboli # segnati. Se sono uguali, rifiuta.

4. Sposta il pit a destra dei due segni sul successive siinbolo #
a destra. Se non viene trovato nessun simbolo # prima di un
simbolo blank, sposta. il segno pitl a sinistra sul successivo #
alla sua destra e sposta il segno pitt a destra sul successivo
#. Questa volta, se un simbolo # non & disponibile dopo i}
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segno pilt a destra, allora vuol dire che tutte e stringhe sono
state confrontate, quindi accetta.
5. Va alla fase 3.7

(Questa macchina illustra la tecnica di marcatura dei simboli del nastro.
Nelia fase 2, la macchina pone un segno al di sopra di un simbolo, # in
questo caso. T\Leli’effet‘eiva implementazione, la macchina ha due simboli
differenti, # e #, nell’alfabeto del propric nastro. Dire che la mac:cl}zina.
metie un segno sopra un # significa che la macchina serive il simbolo # in
queila locazione. Rimuogvere il segno vuol dire che la macchina serive il
simbolo # senza il puntino sopra. In generale, potremme voler marcare vari
simboli del nastro. Per fare cid si pud semplicemente includere le versioni
col puntine di tusti guesti simboli nell’alfabeto del nastro.

Concludiamo dagli esempi precedentl che i linguaggi descritti A, B, ¢ ed
E sonc decidibili. Tutti i Hnguagei decidibili sono Turing-riconoscibili,
quindi questi linguaggi sono anche Turing-riconescibili. Dimostrare che un
linguaggio € Turing-riconoscibile, ma non decidibile & pit difficile, lo faremo
nel Capitclo 4.

3.2
VARIANTI DI MACCHINE DI TURING

Esistono molie definizioni alternative di macchine di Turing, comprese le
versionl multinastro o non deterministiche. Sonc dette varianti del mo-
dello macching di Turing. 1l modello originale e le sue ragionevoli varianti
hanne tutti lo stesso potere computazionale — riconoscono la stessa classe
di linguaggl. In questa sezione descriviamo alcune di queste varianti e le
relative prove di equivalenza in termini di potenzialita. Chiamiamo robu-
stezza questa invarianza ad alcune variazioni nella definizione. Sia automi
a stati finiti che autorni a pila sono modelli piuttosto robusti, ma le macchi-
ne di Turing hanno un sorprendente grado di robustezza. Per illustrare la
robustezza del modello di macchina di Turing cerchiama di vartare il tipo di
funzione di transizione consentito. Nella nostra definizione, la funzione dj
transizicne forza la testina a spostarsi verso sinistra o destra ad ogni passo;
ia testina non pud semplicemente restare ferma. Supponiamo di aver per-
messo alla macchina di Turing la capacitd di restare ferma. La funzione di
transizione avrebbe allora la forma é: Q@ x T'— ¢ x I’ x {L, R, S}. Questa
caratteristica permette alle macchine di Turing di riconoscere ulteriori lin-
guaggl, aggiungendo cosi potenza al modelio? Certo che no, perché siamo
in grado di convertire qualsiast TM con la possibilith di “restar ferma” in
una che non ha tale capacitd. Lo facciamo sostituendo ogni transizione
“resta ferma” con due transizioni, una che sposta la testina a destra e una
che la riporta a sinistra. (Questo piccolo esempio contiene la chiave per
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mostrare Pequivalenza di varianti di TM. Per dimostrare che due modelli
sono equivalenti abbiamo semplicemente bisogno di dimostrare che ogruno
dei due pud simulare 'altro,

Macchina di Turing multinastro

Una macching di Turing multinastro & come una normale macchina
di Turing con vari nastri. Ogni nastro ha la sua testina per la lettara e ia
gcritturs. Inizialmente input si trova sul nastre 1, mentre gli altri nastri
sone vuoti. La funzione di transizione viene modificata per consentire la
lettura, ia scrittura e lo spostamento della testina contemporaneamente su
alenni o tutti i pastri. Formalmente,

8:Q xTF— @ =« 7% » {L,R. S},
dove k ¢ il numerc di nastri. 1 espressione
5((;;,(11‘ - ,(1‘;\.) = (q},bl,. . .,bg»,L‘R, - L)

significa che, se la macchina si trova nello stato ¢; e le testine da 1 a k
leggone i simboli da ay ad a, 1a macchina va nello stato q;, serive i sim-
boli da by & b € muove ogni testing a sinistra o a destra, o la [a restare
ferma, come specificato. Le macchine di Turing multinastro sembrane piit
potenti delle macchine di Turing ordinarie, ma possiamo dimostrare che
sono equivalenti in potenza di calcolo. Ricordiamo che due macchine sono
equivalenti se riconoscono 1o stesso lingnaggio.

TEOREMA 3,13 o,

Per ogni macchina di Turing multinastro esiste una macchina di Turing a
nastro singolo equivaiente.

DIMOSTRAZIONE.  Mostriamo come convertire una macchina di Turing
multinastro M in una TM S equivalente a nastro singolo. L’idea chiave
¢ quella di mostrare come simulare M con §. Supponiamo che M abbia
& nastri. Allora § simula Peffetto di k nastri memorizzando le loro in-
formazioni sul suo singolo nastro. Bssa utilizza il nuovo simbolo # come
delimitatore per separare i contennti dei diversi nastri, Oltre al contemito
dei nastri, § deve tenere traceia delle posizioni delle testine. Lo fa scri-
vendo un simbolo con un punto sopra per contrassegnare la posizione in
cui 81 troverebbe la testina di quel nastro. Pensate a quessi come nastri e
testine “virtuali”. Come in precedenza, i simboli del nastro “puntati” sono
semplicemente simboli nuovi che sono stati aggiunti all’alfabeto del nastro.
La fignura seguente illustra come un singolo nastro puod essere utilizzato per
rappresentare tre nastri.
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[
| [oftfelafolui...

ME
T Rl

5 [#]o][fjolt]ol#lala a|#[bjajs|u]...

FIGURA 314
Rappresentazione di tre nastri con uno solo

S = “Su input w = 1wy - Wy
P
1. Inizialmente § mette il suo nastro nel formato che rap-
presenta tutti i k nastri di M. I nastro formattato
contiene
e e @
#wiwg - Wwo FuBdod - #

2, Per simulare una singola mossa, S scansiona il suo nastro dal
primo #, che segna l'estremita sinistra, al {k -+ 1)mo #, che
segna I’estremitd di destra, per determinare i simboli pun-
tati dalle testine virtuali, Successivamente § fa un secondo
passaggio per aggiornare i nastri in accordo alla funzione di
transizione di M.

3. Se in qualsiasi momento S sposta una delle testine virtuali a
destra su un #, questa azione significa che M ha spostato la
testina corrispondente sulla parte di nastro vuota non letta
in precedenza. Quindi S scrive un simbolo blank in questa
cella del nastro e sposta il contenuto del nastro, da questa
calla fino a} simbolo # pilt a destra, di una unitd a destra.
Poi prosegue la simulazione come prima.”

COROLLARIO 3.15

Un linguaggio & Turing-riconoscibile se e solo se qualche macchina di Turing
multinastro lo riconosce.

DIMOSTRAZIONE. Un linguaggio Turing-riconoscibile & riconosciuto da
una macchina di Turing ordinaria (ad un solo nastro), che & un caso par-
ticolare di una macchina di Turing multinastro. Questo prova un verso di
questo corollario. L’altro verso segue dal Teorema 3.13.
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Macchina di Turing non deterministica

Una macchina di Turing non deterministica & definita come ¢i si aspetta. In
qualsiasi punto della computazione la macchina pud procedere effettuando
varie scelte. La fungione di transizione di una macchina di Turing non
deterministica & della forma

§: Q@ x T—P{Q x T x {L,R}).

La computazione di una macchina di Turing non deterministica & un al-
bero i cui rami corrispondone alle diverse scelte possibili previste per la
macchina. Se qualche ramo della computazione porta allo stato di aceetta-
zione, allora la macchina accetta I'input. Se sentite la necessita di rivedere
il non determinismo, andate alla Sezione 1.2 (pagina 50). Ora mostriamo
che il mon determinismo non influisce sulia potenza di calcolo del modelio
macchina di Turing.

TEOREMA e T T < T I et

Per ogni macchina di Turing non deterministica esiste una macchina di
Turing deterministica equivalente.

IDEA. Possiamo simulare qualsiasi T™ non deterministica /N con una T™
deterministica [?. L'idea di base della simulazione consiste nel provare tutte
le possibili scelte che pud fare N durante la sua computazione nondetermi-
nistica. Se D trova lo stato di accettazione su uno qualsiasi di questi rami,
allora D accetta. Altrimenti, la simulazione di D non terminera. Guardia-
mo alla computazione di N su un input w come ad un albero. Ogni ramo
del)’albero rappresenta una scelta non deterministica. Ogni nodo dell’al-
bero & una configurazione di N. La radice dell’albero & la configurazione
iniziale. La TM D esplora questo albero alla ricerca di una configurazione
di accettazione. Eseguire accuratamente guesta ricerca & cruciale perché D
potrebbe non visitare U'intero albero. Un’idea allettante, anche se cattiva,
& quella di fare esplorare a D l'albero utilizzando una visita in profon-
dita, {depth-first search). La. strategia della visita in profondita esplora un
cammino fino in fondo prima di risalire ed eseguire Pesplorazione di altri
cammini. Se D esplorasse l'albero in questo modo, essa potrebbe rimane-
re per sempre ad esplorare un eventuale cammino infinito e non trovare
una configurazione accettante in qualche altro cammine. Quindi proget-
tiamo D in modo da esplorare l'albera utilizzando, invece una visita in
ampiezza {breadth-first search). Questa strategia esplora tutti i camimini
che terminanc alla stessa profonditd prima di andare a esplorare ogni cam-
mino che termina alla profonditi successiva. Questo metodo garantisce che
D visita ogni nodo dell’albero finché non incontra una configurazione di
accettazione,
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DIMOSTRAZIONE La TM D deterministica che simula ha tre nastri. Dal
Teorema 3.13, questa disposizione equivale ad avere un singolo nastro. La
macchina I} utilizza i suoi fre nastri in maniera particolare, come illustra-
to nella figura seguente. I nastro 1 contiene sempre la stringa di input e
non viene mai modificato. 11 nastro 2 mantiene una copia del nastro di N
corrispondente 8 qualche diramazione della sua computazione non deter-
ministica. 1l nastro 3 tiene traccia della posizione di D nell’albero delle
computazioni di V.

_f nnn « -« pastro di input

D—

1 [x[x]#loll ]xiui nastre di simulazione

E112I3f312[3l1|2ilj1\3}4-!}.-~ nastro dellindirizzo

FIGURA 3.17
ta TM deterministica D che simuda la TM non deterministica N

Consideriamo in primo luogo la rappresentazione dei dati sul nastro 3. Ogni
nodo dell’albero pud avere al massime b figli, dove b & la dimensione del
pit grande insieme di scelte possibili date dalla funzione di transizione di
N. Ad ogni nodo della struttura assegriamo un indirizzo che & una strings
sull’alfabeto T'y = {1,2,....b}. Assegniamo I'indirizzo 231 al nodo a cui si
arriva partendo dalla radice, spostandosi al suo secondo figlio, spostandosi
ancora da tale nodo al sno terzo figlio ed infine spostandosi al primo figlio
di questultimo nodo. Ogni simbolo della stringa ci dice quale deve essere la
scelta successiva, durante la simulazione di un passo in una ramificazione
di una computazione non deterministica di N. A volte un simbolo pud
non corrispondere ad una scelta se sono disponibili troppe poche scelte per
una configurazione. In tal caso I'indirizzo non & valido e non corrisponde
ad alcun node. 11 nastro 3 contiene upa stringa su I'y. Essa rappresenta
la ramificazione della computazione di N dalla radice al nodo indirizzato
da tale stringa, a meno che V'indirizzo sia non valido. La stringa vuota &
Vindirizzo della radice dell’aibero. Siamo ora pronti a descrivere I,

1. Inizialmente il nastro 1 contiene 'input w e i nastri 2 ¢ 3 sono vuoti.
2. Copia il nastro 1 sul nastro 2 ed inizializza la stringa sul nastro 3 a e.
3. Utilizza ii nastro 2 per simulare N con input w su una ramificazione
della sua computazione non deterministica. Prima di ogni passo di
N, consulta il simbolo successivo sul nastro 3 per determinare quale
scefta fare tra quelie conmsentite dalla funzione di transizione di n.
Se non rimangono pill simboli sul nastro 3 o se questa sceita non
deterministica non & valida, interrompe questo cammine andando alla
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fase 4. Va alla fase 4 anche quando si verifica una configurazione di
rifiuto. Se incontra una configurazione di accettazione, allora accetta
Finput.

4. Sostituisce la stringa sul nastro 3 con la stringa successiva rispet-
to all’ordine sulle stringhe. Simula la ramificazione successiva della
computazione di N andando al passo 2,

COROLLARHO 3.18 .......................................................................

Un linguaggio ¢ Turing-riconoscibile se e solo se esiste una macchina di
Turing non deterministica che 1o riconosce.

DIMOSTRAZIONE.  Qualsiasi TM deterministica & automaticamente ana
TM non determimistica ¢ guindi una direzione di questo feorema & gia
dimotrata, L’altra direzione segue dat Teorema 3.16.

Possiamo meodificare la dimostrazione del Teorema 3.16 in modo che gse N
si ferma sempre su tutte le ramificazioni durante la computazione, I si
ferma sempre. Chiameremo ma macchina non deterministica decisore se
tutte le ramificazioni si fermano su ogni inpui. L'FEsercizio 3.3 chiede di
modificare la dimostrazione in tal senso per ottenere il seguente corollario
al Teorema 3.16.

COROLLARID  3.10 s msmsassssssssssssisesss e st ssssssomscsesssesss

Ir linguaggio é decidihile se ¢ solo se esiste una macchina di Turing non
deterministica che lo decide.

Enumeratori

Come accennato in precedenza, alcune persone usano il termine kinguaggio
ricorsivamente enumerabile per indicare un linguaggio Turing-riconoscibile.
Questo termine deriva da una variante di macchina di Turing chiamata
enumeraiore. Definito in modo mformale, un enumeratore & una mac-
china di Turing con una stampante collegata. La macchina di Turing pud
utilizzare tale stampante come dispositivo di output per stampare stringhe.
Ogni volta che la macchina i Turing vaole aggiungere nna stringa alla l-
sta, invia la stringa alla stampante. L’Esercizio 3.4 chiede di fornire una
definizione formale di enumeratore. La figura seguente fornisce uno schema
di questo modeilo.
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aa
baba
abba

stampante

nnn + - -nastro di lavero

controllo

FIGURA 3.20
Schema di enumeratore

Un enumeratore F inizia con un nastro di input vuoto. Se U'enumeratore
non si ferma, esso pud stampare un elenco infinito di stringhe. I linguaggio
enumerato da E ¢ la collezione di tutte le stringhe che esso stampa. Inoltre,
E potrebhe generare le stringhe del linguaggio in qualsiasi ordine, eventual-
mente anche con ripetizioni. Adesso siamo pronti a stabilire il nesso tra
enumeratori e linguaggi Turing-riconoscibil:.

TEOREMA 3.21

Un linguageio & Turing-riconoscibile se e solo se esiste un enumeratore che
lo enumera.

DIMOSTRAZIONE. Come prima cosa, dimostriamo che se abblamo un
enumeratore E che enumera un linguaggio A, allora esiste una TM M che
riconosce A. La TM M funziona come segue.

M = “Su input w: .
1. Esegue E. Ogni volta che E genera una stringa, la confronta
con w.
2, Se w appare nell’output di E, accetla.”

Chiaramente, M accetta quelle stringhe che compaiono sulla lista di E'.

Ora occupiamoci dell’altra direzione. Sela TM M riconosce un linguaggio
A, possiamo costruire il seguente enumeratore F per A. Sia 53, 82, 53,...
una lista di tutte possibili stringhe in I*.

E = “Jgnora input.
1. Ripete i seguenti passi per : = 1,2,3,... .
2.  Esegue M per i passi su ogni input, $1,82,...,8;:.
3. Se una qualche computazione accetia, stampa la
corrispondente s,;.”

Se M accetta una particolare stringa s, alla fine s apparira nella lista gene-
rata da E. In realtd, essa apparird nella lista un numero infinito di volte,
perché M ritorna all’inizio su ogni stringa per ogni ripetizione del passo 1.
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Questa procedura fa si che M lavori in parallelo su tutte le possibili stringhe
di input.

Equivalenza con altri modelli

Finora abbiamo presentato diverse varianti di macchina di Turing e ab-
biamo dimostrato che sono equivalenti dal punto di vista delia potenza di
caleolo. Sono stati proposti molti altri modelli di computazione universali.
Alcuni di questi modelli sono molto simili alle macchine di Turing, men-
tre altri risultano molto diversi. Tutti condividono la. stessa caratteristica
fondamentale delle macchine di Turing — un accesso non restrittivo ad una
memoria illimitata — che 1i distingue da modelli pitt deboli, come gli au-
tomi a stati finiti e gli automi a pita. Sorprendentemente, fuiti i modelli
con tale caratteristica risulianc essere eguivalenti purché soddisfino aleuni
ragionevoli requisiti.?

Per capire questo fenomeno consideriamo la situazione analoga per i
linguaggi di programmazione. Molti, come Pascal e LISP, sembrano ab-
bastanza diversi tra loro per stile e struttura. Esiste un algoritmo che pud
essere programmato in uno di loro e non nell’aitro? Certamente no, siamo
in grado di compilare LISP in Pascal ¢ Pascal in LISP, il che significa che i
due linguaggi descrivono esattamente la stessa classe di algoritmi. Lo stesso
avviene per ghi altri linguaggi di programmazione ragionevoli. L’equivalenza
diffusa dei modelli di calcolo vale per la stessa ragione. Ogni coppia di mo-
delli di computazione che soddisfano determinati requisiti possono simularsi
a vicenda e sono quindi equivalenti in termini di potere compitazionale.

Questo fenomeno di equivalenza ha un lmportante corollario filosofico.
Anche se siamo in grado di immaginare moiteplici modelli di calcolo, la
classe di algoritmi che essi descrivono rimane la stessa. Mentre ogni modeilo
di compuiazione ha una sua arbitrarietd nella propria definizione, 1a classe
degli algoritmi che esso descrive & naturale, perché gli altri modelli arrivano
alla stessa, unica classe. Questo fenomeno ha avuto profonde implicagioni
per la matematica, come vedremo nella prossima sezione.

3.3
LA DEFINIZIONE DI ALGORITMO

Parlando in maniera informale, un algoritmo & un insieme di istruzioni
semplici per esecuzione di un certo compito. Nella vita di tutti i giorni,

3ad esempio, un requisito & la capacith di eseguire solamente una quantita finita di lavero
in un unico passo
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gli algoritmi vengono a volte chiamati procedure ¢ ricette. Gl algoritmi
svolgono anche un ruolo importante in matematica. L aptica letteratura
matematica contiene descrizioni di algoritmi per vari compiti, come la ri-
cerca di numeri primi o del massime comun divisore. Nella matematica
contemporanea gli algoritmi abbondano. Anche se gli algoritmi hanno avu-
to una lunga storia nel campo della matematica, la vozione di algoritmo
non & stata formalizzata con precisione fino al ventesimo secolo. Prima
di aliora, i matematici avevano una nozione intuitiva di algoritmo, e in-
vocavano gquesto concetto quando i usavano o N deserivevano. Ma tale
nozione intuitiva non era sufficiente per raggiungere una comprensione pil:
profonda degli algoritrai. La sepuente storia racconta come una definizione
precisa di algoritrno sia stata cruciale nel caso di un importante problema
matematico.

! problemi di Hilbert

Nel 1900, il matematico David Hilbert pronuncio al Congresso Internazio-
nale dei Matematici a Parigi un discorso divenuto ormai famoso. Nella
sua conferenza, identificd 23 problemi matematici e li pose come sfida
per il secolo successivo. 11 decimo problema sulla sua lista riguardava gli
algoritmi.

Prima di descrivere il problema, introduciame brevemente i polinomi.
Un polinomio & una somma di termini, dove ogni termine & il prodotto
di alcune variabili ed una costante, chiamata coefficiente. Per esempio

6-x-z-x-y-z2-2=620y”
& un termine con coefficiente 6, e

6$3y32 + 3$y2 2% —10

B

In questa discussione, consideriamo come coeflicienti solo numeri interi.
Una radice di un polinomio & un’assegnazione di valori alle sue variabili per
cui il valore del polinomio & 0. Questo polinomio ha radice x =5, y =3 e
z = 0. Questa radice & una radice intera, perché a tutte le variabili sopo
assegnati valori interi. Alcuni polinorai hanno una radice intera ed altri
no.

H decimo problema di Hilbert consiste neli’ideare un algoritmo per ve-
rificare se un polinomio abbia o meno una radice intera. Hilbert on uso il
termine algoritme, piutiosto “un processe in base al quale esso pud essere
determinato da un numero finito di operazioni “4  interessante notare
che nel modo in cui ha formulato questo problema, Hilbert ha chiesto espli-
citamente che fosse “progettato” un algoritmo. In tal modo, egli diede per

& un polinomio con quattro termini sulle variahili x, y e z.

Tradatto dall'originale in tedesco
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scontato Vesistenza di un tale algoritmo — era solo necessario che qualen-
no io trovasse. Come ora sappiamo, non -esiste un algoritino per questo
problema; si tratta di un problems non risclvibile algoritmicamente. Per i
matematici di quel periodo sarebbe stato praticamente impossible giungere
ad una tale conclusione sulla base del loro concetto intuitivo di algoritmo.
II concetto intuitivo poteva essere sufficiente per fornire algoritmi per al-
cuni compiti, ma era inutilizzabile per dimostrare che non esisteva alcun
algoritmo per un determinato tipo di problema. Per poter provare che un
algoritmo non esiste & necessario avere una definizione di algoritmo chia-
ra. Per poter avere progressi sul decimo problema si & dovuto attendere
una tale definizione, La definizione & arrivata nel 1936 da parte di Alonzo
Church ed Alan Turing.

Church atilizzo un sistema di notazione detto A-calcolo per definire gh
algoritmi. Turing lo fece con le sue "macchine”. E stato dimostrate che
queste due definizioni sono equivalenti, Questa connessione tra la nozione
informale di algoritmo e la relativa definizione precisa & ora chiamata: ia
tesi di Church-Turing,

La tesi di Church-Turing fornisce la definizione di algoritmo necessaria
per risolvere il decimo problema di Hilbert. Nel 1970, Yuri Matijasevic,
basandosi sui lavori di Martin Davis, Hilary Putnam, e Julia Robinson,
dimostré che non esiste alcun algoritmo capace di verificare se un polinomio
ha radici intere. Nel Capitolo 4 svilupperemo le tecniche che costituiscono
la base per dimostrare che questo e altri problemi sopo algoritmicamente
irrisolvibili.

Algoritmi medionte
Macchina di Turing

Nozione infuitiva

di algoritme equivalente a

FIGURA 3.22
La tes: di Church-Turing

Riseriviamo il decimo problema ¢i Hiibert pella nostra terminologia. Tn tal
modo introduciamo aleuni temi che analizzeremo net Capitol: 4 e 5. Sia

D = {p} p & un polinomio avente radice intera}.

Il decimoe problema di Hithert ¢hiede in sostanza se insieme D & decidibile.
La risposta ¢ negativa. Di contro possiamo dimostrare che ¥ & Turing-
riconoscibile. Prima di fare ¢io, consideriamo un problema pill semplice.
Si tratta di un analogo del decime probiema di Hilbert per i polinomi che
hanno un’unica variabile, come per esempio 42% — 222 + 2 — 7. Sia

Dy = {plp & un polinomio su & avenie una radice intera}.
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Ecco una TM M, che riconosce [h:

M; = “Su input {p}: dove p & un polinromio sulla variabile z.
1. Valuta p con z posta successivamente ai valori 0, 1, -1, 2,
-2, 3, 3, ... . Se in un qualsiasi momento la valutazione
del polinomio & (4, accetta.”

Se p ha una radice intera, M; ad un certo punto la trova e accetta. Se p
non ha una radice intera, M; sard in esecuzione per sempre. Nel caso di
pill variabili, possiamo presentare una TM M simile che riconosce D. Ora
M considera tutte le possibili impostazioni delle variabili con valori interi,
Sia My che M sono riconoscitori, ma non decisori. Possiamo convertire M
in un decisore per I, perché possiamo calcolare dei limiti all’intervallo di
valori in cui possono trovarsi le radici di un polinomio a singoia variabile
e limitare la ricerca a questo intervallo di valori. Nel Problema 3.10, viene
chiesto di dimostrare che le radici di tale polinomio devono essere comprese

tra i valori c
Tk
€1
dove k & il numero di termini del polinomio, ¢max € il coefliciente avente
il massimo valore assotuto, e e1 & il coefficiente del termine di ordine pit
elevato. Se non st trova una radice all’interno di questi limiti, la macchina
rifiute. 1l teorema di Matijasevill ¢ mostra che non & possibile calcolare

limiti analoghi per polinomi a pin variabili.

Terminologia per la descrizione di macchine di Turing

Siamo giunti a un punto di svolta nello studio della teoria della computa-
zione. Continuiamo a parlare di macchine di Turing, ma il centro reale del
nostro interesse saranno gli algoritmi. Ciog, le macchine di Turing servono
soltanto come modello precise per la definizione di algeritmo. Salteremo
la vasta teoria delle macchine di Turing in quanto tali e non dedicheremo
molto tempe alla programmazione a basso livello delle macchine di Tu-
ring. Abbiamo solamente bisogno di prendere abbastanza familiarita con
le macchine di Turing da credere chie esse catturano tutti gli algoritmi. A
tal scopo, cerchiamo di standardizzare il mode in cul descriviamo gli algo-
ritmi mediante una macchina di Turing. Inizialmente, ci chiediamo: qual
& il giusto livello di dettaglio da fornire quando descriviamo un tale algo-
ritmo? Gl studenti generalmente pongono questa domanda, soprattutto
quando preparano soluzioni ad esercizi e problemi. Consideriamo tre pos-
sibilitd. La prima & la descrizione formale che definisce in pieno gli stati
della macchina di Turing, la funzione di transizione e cosi via. Rappre-
senta il livello di descrizione pilt basso e dettagliato. La seconda & una
descrizione ad un livello pii1 alto, detta descrizione implementativa, in cui
descriviamo verbalmente il modo in cui la macchina di Turing muove la
testina e il modo in cui memorizza i dati sul nastro. A questo livello non
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diamo dettagli sugli stati o sulla funzione di transizione. La terza & la de-
serizione ad alto lfvello in cui usiamo la lingua italiana per descrivere un
algoritmo, ignorando i dettagli dell'implementazione. A guesto livello, non
abbiamo bisogno di spiegare come la macchina gestisce ii nastro o la te-
stina.

In questo capitolo abbiamo formalizzato e dato una descrizione imple-
mentativa di vari esempi di macchine di Turing. Far pratica con descrizioni
a basso livelio di macchine di Turing aluta a capire le macchine di Turing e
ad acquisire dimestichezza nel loro utilizzo. Una volta acquisita una certa
sicurezza, saranno sufficienti descrizioni di alto livello.

Stabiliamo ora un formato e la notazione che utilizzeremo per descrive-
re le macchine di Turing. L’input di una macchina di Turing & sempre
una stringa. Se volessimo fornire in input un oggetto diverso da una
gtringa, dovremmo prima rappresentare tale oggetto come una stringa.
Le stringhe possono rappresentare facitmente polinomi, grafl, grammati-
che, automi e qualsiasi combinazione di questi oggetti. Una macchina di
Turing pud essere programinata per decodificarne la rappresentazione in
modo che possa essere interpretata nel modo corretto. La nostra notazione
per la codifica di un oggetto (O nella sua rappresentazione sotto forma di
stringa & {(J). Se abbiamo vari oggetti O;,0q,. .., Oy, denctiamo la laro
codifica con una singola stringa (01, 0s,...,0¢). La codifica stessa pud
essere fatta in vart modi ragionevoli. Non importa quale scegliamo perché
una macchina di Turing pud sempre trasformare una di tali codifiche in
un’altra. )

Nel nostro formato, descriviamo gli algoritmi delle maecchine di Turing
con un segmento di testo tra parentesi. Dividiamo 1'algoritmo in fasi, cla-
scuna fase di solito consiste di pilt passi di calcolo della macchina di Turing.
Indichiame la struttura a blocchi dell’algoritmo con un’ indentazione ulte-
riore. La prima riga dell’algoritmo descrive linput alla macchina. Se la
descrizione dell’input & semplicemente w, I'inpu¢ & considerato una strin-
ga. Se la descrizione dell'input & la codifica di un oggetto del tipo (A},
la. macchina di Turing dapprima implicitamente controlia se U'input codi-
fica corretiamente un oggetto della forma desiderata, rifiutando in caso
contrario.

ESEMPIO 3.23

Sia A i linguaggio costituito da tutte le stringhe che rappresentano grafi
non orientati connessi. Ricordiamo che un grafo si dice connesso se ogni
nodo pud essere raggiunto da ogni altro nodo spostandosi lungo gli archi
del grafo. Scriviamo

A= {{G}| G & un grafo connesso non orientato}.
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La seguente & una descrizione ad alto livello di una T™M M che decide 4.

M = “Su input {G), la codifica di un grafo G:

1. Seleziona il primo nodo di G e lo marca.

2. Ripete la fase seguente fino a quando non vengono pit
marcati nuovi nodi:

3. per ogni nodo in ¢, marcalo se essc & COnNesso con ul

arco ad un nodo gia marcato.

4. FEsamina tutti i nodi di G per determinare se sono futti

marcati, Se lo sono, accetta, altrimenti, rifiute.”

Clome ulteriore esercizio, esaminiamo alcuni dettaghi implementativi della
macchina di Turing M. Di solito nel seguito non forniremo queste livello
di dettaglio e neppure ne avrete hisogno, se non espressamente richiesto in
un esercizio. In primo luogo, dobhiamo capire come () codifica. il grafo &
come una stringa. Consideriamo una codifica che consiste in una lista del
nodi di ¢ seguita da un elenco degli archi di G. Ogni nodo & un mumero
decimale ed ogni arco & denotato dalla coppia di numeri decimali che rap-
presentano i nodi al due estremi dell’arco. La figura seguente mostra un
grafo e la sua codifica .

(1,2,3,4)((1,23,(2,3),(3,1),(1,4)}

FIGURA 3.24
Un grafo (& e la sua codifica (G}

Quando M riceve Pinput {(7), verifica innanzitutto che U'input sia effetti-
vamente la codifica di un grafo. Per fare cio, M scandisce il nastro per
assicurarsi che ¢ siano due liste e che siano nella forma corretta. II primo
elenco deve essere un elenco di numeri decimali distinti ed il secondo do-
vrebbe essere un elenco di coppie di numeri decimali. Successivamente, M
controlla varie cose. In primo luogo, Pelenco dei nodi non deve contenere
ripetizioni; in secondo luoge, ogni nodo che figura nell’elenco degli archi
deve apparire anche nella lista dei nodi. Per il primo, si pud utilizzare la
procedura descritta nell'Esempic 3.12 per la TM My che controlla la diver-
sith degli elementi. Un metodo simile funziona per il secondo controllo. Se
Pinput supera questi controlli, allora esso & la codifica di qualche grafo G.
Questa verifica completa il controllo dell’input, ed M va alla fase 1. Per la
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fase 1, M segna il primo nodo con un punte sulla cifra pitt a sinistra. Per
ta fase 2, M scorre la lista dei nodi per trovare un nedo n; non puntato
{ciod marcato con il punto) e lo contrassegna in modo diverso — diciamo,
sottolineando il primo simbelo. Poi M scorre miovamente Ja lista per tro-
vare un altro nodo ny puntato e sottolinea anche questo. Ora M scorre
la lista degli archi. Per ogni arco, M controlla se 1 due nodi sottolineati
nq e ng sono quelli che compaione in tale arco. Se lo sono, M punta n,,
rimucve la sottolineatura e riprende dalVinizio della fase 2. Altrimenti, se
von lo sono, M controlla I'arco successivo sulla lista. Se non ¢ sono pil
archi, {ny,n2} non & un arco di . Quindi M muove la sottolineatura da
nz &l successivo nodo puntato e chiama ora questo nuovo nodo ny, Ripete
Ia procedura descritta in questo paragrafo per controllare, come prima, se
la nuova coppia {r;.ns} & un arce. Se non ci sono pitt nodi puntati, 7y non
& collegato a nessun nodo puntato. CQuindi A imposta la sottolineatura
in medo che ny pisulti 1l successivo nedo nen puntato ed ng sia il primo
nodo puntato e ripete la procedura descritta in questo paragrafo. Se non
ci sono pill nodi senza punto, M non & stata in grado di trovare nuovi nodi
da marcare, quindi passa alla fase 4. Durante la fase 4, M scorre elenco
dei nodi per determinare se sono tutti puntati. Se lo sone, entra nello stato
di acceltazione, altrimenti entra nello stato di rifiuto. Questo completa la
descrizione della TM 3.

ESERCIZI

3.1 Questo esercizio riguarda la TM Ma, la cui descrizione e diagramma di stato appa-
iono nell'Esempio 3.7. Per clascuna delle parti, fornire la sequenza di configurazioni
di M3y guando parte avendo in input Ja stringa indicata.
a, 0.
Ah. 00,
c. 000.
d. 000000.
3.2 Questo esercizio rigearda la TM M, Ia cul descrizione e diagramma di stato appa-

iono nell'Esempic 3.4 Per ciascuna delle parti, fornire Ia sequenza di configurazioni
di My guande parte avende in input Ja stringa indicata.

fa. 11,
b. 1#1
c. 1g#1.
d. 10#11.
e. 10#1C.

#3.8 Modificare ia dimostrazione del Teorema 3.16 per ottenere il Corollario 3.19 che
mostra che un Hnguaggio & decidibile se e solo se esiste una qualche macchina di
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3.4

A3.5

3.6

3.7

3.8
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Turing ron deterministica che lo decide. (8i pud assumere i seguenie teorema
sugli alberi. Se ogni nodo in un albero ha un numero finito di figli e ogni cammino
dell’albero ha un numero finito di nodi, allora 'albero ha un numero fnite di nodi.)

Fornire una definizione formale di enumeratore. Considerare un tipo di macchina
di Turing & due nastri, che usa il secondo nastro come stampante. Includere una
definizione del linguaggio enumerato.

Esaminare la definizione formale di macchina di Turing per rispondere alle seguenti
domande, e spiegare il ragionamento fatto.

a. Pud una macchina di Turing eventualmente scrivere il simbolo u sul suo
nastro?

b. Pud Valfabeto del nastro I essere lo stesso dell’alfabeto di input £7

¢. Pud una testina di una macchina di Turing trovarsi nella stessa posizione in
due passi consecutivi?

d. Pul una maechina di Turing avere un usico stato?

Nel Teorema 3.21, abbiame dimostrato che un linguaggio & Turing-riconoscibile se
e solo se qualche enumeratore lo enumera. Perché non usiamo il seguente algoritmo
per la parte diretta della dimostrazione? Come prima, §1,52,... & nuna lista di tutte
le stringhe m X7,

E = “Ignora l'input.
I. Ripeteper1=1,2,3,....
2.  Esegue M su s;.
3.  Se M accetta, stampa s:.”
Spiegare perché la seguente non & una descrizione valida di macchina di Turing.
Myga = “Su input {p), un polinomio sulle variabili z1,...,zx:
1. Prova per tutte le possibill assegrazioni di wvalori interi a
T1y. ey Lo
2. Valuia p per ogni assegnazione.
3. Se una di tali assegnazioni da valore 0, accetfa; altrimenti,
rifiuta.” :
Fornire le descrizicni a livello implementativo di macchine di Turing che decidono
i seguenti linguagg) sull’alfabeto {0,1}.
Aa. {w}|w contiene lo stesso numerc di 0 e di 1}
b. {w|w contiene un numero di 0 doppio rispetto al numero di 1}

e. {w]w non contiene un numero di ¢ doppio rispetio al numero di 1}

PROBLEMI

A3.9

Sia A il linguaggio che contiene solo ed unicamente la stringa s,

{0 se la vita non sard mai trovata su Marte
5 =

1 se un giorno la vita sard trovata su Marte.

3.10

*3.11

*3.12

*3.13

*3.14

3.15

3.16

A7

3.18
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Risulta A decidibile? Giustificare la risposta. Ai fini di questo problema, assumere
che la questione se la vita sard trovata su Marte ammette una risposte non ambigua
S1o No.

Sia c17™ + cez™ ! 4 - 4 04 + ¢n1 un polinomio con radice z = Tg. Sia cmax il
massimo valore assoluto di un ¢;. Mostrare che
Craa:
Imot < {n + 1)~ omn.
fea

Mostrare che le TM a nastro singele che non possono scrivere sulla porzione di
nastro che contiene la stringa di input riconoscono solo linguaggi regolari.
Mostrare che ogni linguaggio infinito Turing-riconoscibile, ha un sottoinsieme
decidibile infinito.

Mostrare che un linguaggic & decidibile sse gualche enumeratore lo enumera
nell’ordine standard suile stringhe.

Sia B = {{M)}, {(Ma),...} un linguaggio Turing-riconoscibile composto da descri-
zioni di TM. Dimaostrare che esiste un linguaggio decidibile €' costituito da descri-
zioni di TM tale che ogni macchina descritta in B ha una macchina equivaiente in
' e viceversa.

Mostrare che la classe del linguaggi Turing-riconoscibili & chiusa rispette a

“a. unione. d. intersezione.
b. concatenazione. e. omomorfismo.
¢. star.

Mostrare che la classe dei lingnaggi decidibili & chiusa rispetto alle operazioni di

Aa. unione. d. complemento.

b. concatenazione. . e. intersezione.

€. star.

Chiamiamo macching di Turing a sola scrittura una TM a nastro singolo che
pud modificare ogni cella del nastro al piit una volta {inclusa ia parte di input del
nastro). Mostrare che questa variante di macchina di Turing & equivalerte alla
macchina di Turing usuale. {Suggerimento: Come primo passo considerare il caso
in cui la macchina di Turing pud modificare ogni pesizione del nastro al massimo
due volte. Usa molto nastro.}

Uns macchina di Turing a nasiro doppiamente infinito & simile ad una co-
mune macchina di Turing, ma il suo nastro & infinito sia a sinistra che a destra. 1}
nastro & inizialmente riempito con blank eccetto per la parte che contiene Vinput.
1l caleolo & definito come al solito, eccetto il particolare che la testina non arriva
mai alla fine dei nastro, quando si muove verso sinistra. Mostrare che guesto tipo
di macchina di Turing riconosce la classe dei inguaggi Turing-riconoscibili.

Una macchine di Turing con reset o sinistra & simile ad una comune macchina
di Turing, ma la funzione di transizione ha la forma

§: @ x T—@ xI' x {R,RESET}.

Se 8(q,a) = (r,b, RESET), quando la macchina si trova nello stato ¢ e legge a, la
testina della macchina scrive b sul nastro, salta all’estremitd sinistra del nastro ed
entra neilo stato r. Si noti che queste macchine non hanno la solita capacita di
muovere la testina su un simbole a sinistra. Mostrare che le macchine di Furing
con reset a sinistra riconoscono la classe dej linguaggi Turing-riconoscibili.
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Una macchina di Turing con “resta ferma” invece di ‘“‘muovi a sinistra”
& simile ad una comune macchina di Turing, ma la funzione di transizione ha la
forma
d: JxI'— G x I % {R,5}

In ogni posizione la macchina pud muovere la testina a destra o iasciar].a ferr{na nella
posizione corrente. Dimosirare che guesta variazione di macchina di Turing non
& squivalente alla versione comune. Quale classe di linguaggi riconoscono queste
macchine?
Un automa a coda & simile ad un automa a pila con la differenza che la pila
viene sostituita da una coda. Una code @ un nastre che permaette di scrivere solo
pella cella alPestremita sinistra del nastro e leggere solo all’estremita destra. Og.;n‘i
operazione di serittura (che chiameremo push) agginnge un simbolo all’est remlt.a
gintstra della coda e ogni operazione di lettura (che chiameremo pull) legge e ri-
muove nn siimbolo allestremita destra. Come con un PDA, Vinput & posizionate su
un nasire a sola Jettura separato, ¢ la testina sul nastro di input pud muoversi solo
da sinistra & destra. Il mastro di input contiene una cella con un siimbolo blank che
segue input, in modo da poter rilevare la fine deli’input. Una autorni & coda ac-
ceta Uinput entrando in un particolare state di accettazione in qualsias) mﬂm(l).nta.
Mostrare che un linguaggio pud essere riconosciuto da un automa determninistice a
coda sse & Turing-riconoscibile.
Chiamiamo k-PDA un auntoma a pila che ha & pile. In parficolare, uno -PDA &
un NFA ¢ un 1-PDA & un PDA convenzionale. Sapete gid che ghi 1-PDA sono pii
potenti {riconoscono wna classe pit ampia di linguaggl) rispetto agh 0-PDA.

a. Mostrare che i 2-PDA sono pilr potenti degli 1-PDA.

b. Mostrare che i 3-PDA non sono pit potenti dei 2-PDA.
{Suggerimento: Simulare il pastro di una macchina di Turing mediante due

pile.)

SOLUZIONI SELEZIONATE

8.1 (b) g1 00, ug20, LUEGaL!, UgsXL, gLy, LGXu, LXGaL, HXUaccept -

3.2 (a) q:111,xg31, x1gs0, X1Grojoct -

8.8 Dimostriamo entrambe le direzioni del sse. In primo luogo, se un linguaggio L &

decidibile, esso pub essere deciso da una macchina di Turing deterministica, che &
antomaticamente una macchina di Taring non deterministica. In secondo luogo, se
un linguaggio L & deciso da una TM N non deterministica, reodifichiamo la T™M D
deterministica deseritta nella dimostrazione del Teorema 3.16 come segue.
Rendiame la fase 4 come fase 3. .
Aggiungiamo una puova fase 4: Rifiuto se tutti i camnini del non determinismo di
N hanno portato ad un riffuto.

Possiamo dedurre che la nuova TM D' & un decisore per L. Se N accetta il suc input.,
allora 7Y trovera un cammino che porta all’accettazione ed accetta. Se N rifiuta i}
suo input, tutti i suot cammini terminanc e rifiutano perché & un decisore. Quindi
ciascuno dei cammini ha un numero 8nite di nodi, dove ogni nodo rappresenta
un passo di computazione di N, lungo guel cammino. Pertanto Pintero albero di

3.8

3.4

3.18

3.16
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computazione di N su questo input & finito, in virth del teorema sugli alberi fornito
nella traceja dell'esercizio. Quindi, I si fermerd e rifiutera qguando l'intero albero
sard state esplorato.

(a} Si. L'alfabeto del nastro I’ contiene u. Una macchina di Turing pud scrivore
tubti i caratteri in I sul suo nastro.
{b) No. £ non contiene u, ma I" contiene sempre v, Quindi essi non possono essere
uguali.
(c) Si. Se ia macchina di Turing tenta di muovere la testing oltre Vestremita sinistra
del nastro, rimane nella posizione corrente.
(d} No. Qualsiasi macchina di Turing deve contenere due stati distinti Gaccept €
Projuct. Quindi, una macchina i Turing contiene almeno due stati.
{a) “Suinput w:
1. Scorreil nastro e marca i primo 0 che non & stato marcato. Se non
viene trovato aleuno G uon marcato, passa alla Fase 4. Altrimenti,
sposta la testina indietro allinizio del nastro.
2. bsegue la scansione del nastro e segna il primo 1 che non & stato
marcato. Se non viene trovato sleun 1 non marcato, riftuta.
3. Sposta la testina indietro allinizio del nastro ed esegue il passo
1.
4. Sposta la testina indietro all'inizio del nastro. Scorre il nastro
per controllare se rimane guaiche 1 non marcato. Se non viene
trovate aleun 1 non warcato, accette; altrimenti, rifiute.”

i inguaggio A & uno dei due lingnaggi, {0} o {1}. In entrambi i casj il linguaggio
& finito, e quindi decidibile. Se non si & in grado di determinare guale di questi due
linguaggi & A, non sard possibile descrivere un decisore per A, si possono tuttavia
dare due macchive di Turing, una delie quali & un decisore per A.

Per ogni coppia di linguaggi decidibilt L; e Lo, stano My e A% le TM che 1i decidono.

Costruiamo una TM A’ che decide Punione di Ly ¢ Ly

“Su input
1. Esegue M5 e M2 alternativamente su w passe dopo passe. Se una
accetla, accelta. Se entrambe si fermano e rifiutano, riffute.”

Se Ay accetta w oppure My accetia w, allota M’ accetta w perché tn TM che
accetta arriva al suo stato-accetta dopo un numere finito di passi. $i noti che se
entramnbe M e My rifiniano e una va in loop, allora anche M’ andra in loop.

Per ogni coppia di linguaggi decidibili L) ¢ Ly, siano My e AMs le TM che 1 decidono.
Costruiame una TM M’ che decide "unione di Lye Lo

“Su input w: 1. Esegue M su w. Se accetta, accetta.
2. Esegue Mz su w. Se accetta, aceetta. Altrimenti, rifiute.®

M’ accetta w se My accetta oppure My accetta. Se entrambe rifiutano, M’ rifiuta.

In primo logo simuliamo una macchina di Turing mediante una macchina di Turing
a doppia scrittura. La macchina di Turing a doppia scrittura simula un singolo
passo della macchina originariz copiando Vintero nastro su nna porzicne nuova
di nastro al lato destro della parte attualmente utilizzata. L'operazione di copia
procede caratiere per carattere, inarcando un carattere appena esso viene copiato.
Questa procedura modifica ogni cella del pastro due volte: una volta per scrivere
il carattere per Ja prima volta e una seconda volta per marcare che & stato copiato.
La posizione della testina della macching di Turing originale & segnata sul nastro.
Quando si copianc le celle corrispondenti alla posizione marcata o adiacerti a tale
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posizione, il contenuto del nastro viene aggiornato in base alle regole della macchina
di Turing originale. o

Per effetiuare la simulazione con una macchina a sola scrittura, si puo operare come
prima, tranne che qui ogni cella del nastro precedente viene ora r@p‘pres.entata
mediante due celle. La prima contiene il simbolo della ma.cchma. orlg)gl.la.rla ela
seconda & dedicata aila marcatura utilizzata nella procedura di copia. L‘mput Tmn
# presentato alla macchina nel formato con dne ce.zlle per s1mbo]u,.c0'51 la prima
volta ehe it nastro viene copiato, i marcatori di copiatura sono messi direttamente

sopra i simboli in input.

DECIDIBILITA

Nel Capitolo 3 abhiamo introdotto la macchina d Turing come un modello
di calcolatore universale e definito il concetto di algoritmo in termini di
macchine di Turing mediante la tesi di Church-Turing.

In questo capitolo iniziamo ad investigare la potenza degli algoritmi nella
risoluzione di problemi. Dimostreremo che alcuni problemi POSSOnO essere
risolti in maniera algoritmica ed altri no. I nostro obiettivo & esplorare
1 limiti della risolvibilitd algoritmica dei problemi. Avete probabilmente
familiarita con soluzioni algoritmiche, perché gran parte dell'informatica &
dedicata alla soluzione di problemi. L’insolubilita di alcuni problemi po-
trebbe essere una sorpresa. Perché dovremmo studiare insolubilita? Popo
tutto, mostrare che un problema @ irrisolvibile non sembra essere di aleuna
utilitd se ci serve risolverio. Vi serve studiare questo fenomeno per due
motivi. In primo luogo, sapere quando un problema & irrisolvibile algorit-
micamente e utile perché in tal modo vi rendete conto che il problema deve
essere semplificato o modificato prima che possiate trovare una soluzione
algoritmica. Come ogni strumento, i computer hanno capacita e limiti che
devono essere considerati per utilizzarli al meglio. La seconda ragione & di
tipo culturale. Anche se avete a che fare con problemi che sono chiaramen-
te risolvibili, umo sguarde all’irrisolvibile pud stimolare la vostra fantasia e
aiutarvi ad ottenere un'importante prospettiva sulla computazione.
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4.1
LINGUAGGE DECIDIBILI

In questa sezione diamo alcuni esempi di linngaggi ChP sOn0 decid%bili ne-
diante algoritmi. Ci concentriamo su linguaggj che ngua-rdano degli ;.a.utomz
¢ delle grammatiche. Ad esempio, presentiamo ug algorltn‘lo che verifica se
una stringa & o meno un elemento di un ling‘,nagglon com:ext—ir@e (CF_L). Quest{
lingnaggl sono interessanti per vari mot%w.' [l primo & che alcng; p}f?%?lfemi
di questo tipo sonc correlati ad applicazioni. Questo prob]e‘ma di x_'enﬁ(,a.re
se una CFG genera una stringa @ correlato al problema del rJCf)nosmmento e
compilazione dei programmi in un linguaggio di Programimazione. 11 secon-
do motivo ¢ che altri problemi relativi ad automi e gra.mmat.lchelnpnl Sono
decidibili mediante algoritmi. Partendo da eserapi in Cul I.a .d'(’.CI(Jlbﬂlta &
possibile vi aluta ad apprezzare esempi di problemi indecidibili.

Problemi decidibili relativi a linguaggi regolari

Iniziamo con alcuni problemi computazionali relativi ad automi finiti. 'Forw
niamo algoritmi per testare se un autorna finito accetta o meno ‘{mla ?t;i‘]ngél,
se il lingﬁaggio di un automa finite & vuoto e se due au't.oml ﬁmt} SONGO
equivalenti. Si noti che abbiamo scelto di rappresentalte i _problenn ?DD?'
putazionali mediante Hnguaggi. Si tratta di un modo di agire (:onverluem,e
perché abbiamo gia acquisito la terminologia per trattare i linguaggi. Ad
esempio, il problema dell’accettazione per DFA consistente nel .testare se
un particolare automa finito deterministico accetta una da.ta‘. strmg.a, puo
essere espressc come un linguaggio, Appa. Questo linguaggio .conmene le
codifiche di tutti i DFA con e stringhe che essi accettano. Definiamo

Apra = {{B,w)] B & un DFA che accetta la strings di input w}.

Il problema di verificare s¢ un DFA B accetta ]’ini)ut 1w cpincide con il
problema di verificare se (B,w) & un elemen-to dei llnggaggu').ADpA. _A.nat
logamente, possiamo formulare altri problemi computamona_h in termlr%l d\i
verifica di appartenenza ad un linguaggio. Mostrare cjhe il ifnguefg'gu') &
decidibile equivale a mostrare che il problema cor_nf-)u_tazlona'ie e fiemd)blle.
Nel seguente tecrema si dimostra che Appa & decidibile. Qll_l]’ldl il teorema
mostra che il problema di verificare se un dato autema finito accetta una
determinata siringa € decidibile.

TEOREMA 4.1 oo

Apra & un lingnaggio decidibile.
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HIBA.  Abblamo semplicemente bisogno di presentare una T™M M che
decide Appa. '

M = “Su input (B, wy, dove B & un DFA e w & una stringa:
Y. Simula B suinput v
2. Se la simulazione termina i uno stato di accettazione,
accetta.  Se non termina in uno stato di accettazione,
rifiuta.”

DIMOSTRAZIONE  Clitiamo solo aleuni dettagli di implementazione di
questa. dimostrazione, Chi ha familiarita con la scrittura di programim,
in un qualche Linguaggio i programmazione standard, immagini come si
potrebbe scrivere un programma per effettuare la simulazione. In primo
logo, esaminiamo Pinput (B, w). 5i tratta di una rappresentazione ¢i un
DEA B insieme ad una stringa w. Una rappresentazione ragionevele di B
& semplicemente una lista delle sue cingue componenti: Q. X, 4, gq, ed F.
Quando M riceve il suo input, per prima cosa verifica se esso rappresenta
correttamente un DFA B ed una stringa w. In caso contrario, M rifiuta. Poi
M effettua direttamente la simulazione. Tiene traccia delio stato corrente
di B e deila posizione corrente di B nell'input w scrivendo queste informa-
ziond sul suo nastro. Inizialmente, 1o stato corrente di B & qp e la posizione
corrente dell'input di B ¢ il simbolo pitt a sinistra di w. Gl stati e le po-
sizioni vengono aggiornati in base alla fungione di transizione specificata
8. Quando M termina Uelaborazione dell"nitimo simbolo di w, M accetia
Finput se B ¢ in une stato di accettazione; M rifiuta Uinput se 3 non & in
uno stato di accettazione.

Fossiamo dimostrare un teorema simile per automi a stati finiti non
deterministici. Dato

Anra = {{B,w)| B & un NFA che accetta la stringa di input w}.

TEOREMA 42 - e e AR

Anra & un linguaggio decidibile.

DIMOSTRAZIONE.  Presentiamo una TM N che decide Apea. Potremmo
progettare NV in modo che operi come M, simulando un NFA invece di un
BFA. Invece, procederemo in modo diverso per illustrare una nuova idea; N
usa M rome una sottoprocedura. Poicheé M o progettata per funzionare
con un DFA, N prima converte PNFA che riceve come input in un DFA e poi
lo passa ad A
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N = %Sy input {B,w), dove B & un NFA e w & una stringa:
1. Converte I'NFA B in un DFA C equivalente, usando la
procedura di conversione data nel Teorema 1.39.
2. Esegue la TM M del Teorema 4.1 su input {Cyw).
3. Se M accetta, accetta; altrimenti, rifiuta.”

Liesecuzione della T™M M nella fase 2 significa incorporare M nella
progettazione di N come sottoprocedura.

In mode analogo, possiamo determinare se un’espressione regolare genera
una data stringa. Consideriamo

Arex = {{I,w)] R & un’espressione regolare che genera la stringa w}.

TEOREMA 4.3

Apex & un linguaggio decidibile.

DIMOSTRAZIONE. La seguente TM F decide Arex.-

P = “Su input {R,w), dove R & un’espressione regolare e w & una
stringa:
1. Converte espressione regolare R in un NFA A equivalente,
mediante la procedura di conversione data nel Teorema 1.54.
2. Esegue la TM N su input (4, w).
3. Se N accetta, accetta; se N rifiuta, rifiuta.”

1 Teoremi 4.1, 4.2 e 4.3 ci dicono che, ai fini della decidibilita, & equivalente
presentare alla macchina di Turing un DFA, un NFA, oppure un’espres-
sione regolare, perché la macchina & in grado di convertire una codifica
nell’altra.

Ora affrontiamo un diverso tipo di problema concernente gli automi a
stati finiti: il fest del vuoto per il linguaggio di un automa finito. Nei pre-
cedenti tre teoremi dovevamo decidere se un automa finito accettasse una
particolare stringa. Nella prossima dimostrazione, dobbiamo determinare
se un automa finito accetta una qualche stringa. Consideriamo

Eppa = {{AH Ae&un DFAe L(A) = 0}
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TEOREMA 4.4

Epga & un linguaggio decidibile.

DPIMOSTRAZIONE. 1l DFA accetta almeno una stringa se e solo se dalio
stato iniziale pud raggiungere uno stato di accettazione percorrendo il verso
delle frecce del DFA. Per verificare questa condizione possiamo progettare
una TM T che utilizza un algoritmo di marcatura analogo a quello utilizzato
nell’Esempio 3.23.

T = “Su input {4), dove A & un DFA:
1. Marca lo stato iniziale di A.
2. Ripete fino a quando non vengono piil marcati nuovi stati:
3. Marca (ualsiasi stato che ha una transiziene proveniente
da uno stato gia marcato.
4. Se nessunc stato di accettazione risulta marcato, eceetia;
altrimenti, rifiute.”

1l prossime teorema afferma che determinare se due DFA riconoscono lo
stesso linguaggio & decidibile. Sia

EQpra = {{4, B}| Ae Bsono DFa e L{A) = L(B)}.

TEOREMA 4.5 e

EQpga © un linguaggio decidibile,

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare questo teorema usiamo il Teorema 4.4.
Costruiamo un nuovo DFA € a partire da A ¢ B, dove ' accetta solo
quelle stringhe che sono accettate da A o da B, ma non da entrambi.
In particolare, se A e B riconoscono lo stesgo linguaggio, € non accettera
nulia. 1l linguaggio di C' &

L(C) = (L(A) mf(‘B‘)) U (ETA_) n L(B)).

Questa espressione & a volte denctata come differenza simmetrice di
L(4) e L(B) ed & illustrata nella figura seguente. Qui L(A) denota il
complemento di L(A). La differenza simmetrica & utile perché L(C} =
@ se e solo se L(A) = L{B). Siamo in grado di costruire ¢' da A e B
con le costruzioni fatte per dimostrare che la classe dei linguaggi regolari
risulta chiusa rigpetto alle operazioni di complemento, unione e intersezione.
Queste costruzioni sono algoritmi che possono essere eseguiti da macchine di
Turing. Una volta che abbiamo costruite C' possiamo usare il Teorema 4.4
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per verificare se L{C) & vuoto 0 meno. Se & vucto, L{A) e L(B) devono
essere uguali.
F = %Sy input (A, B), dove A e B sono DFA:

1. Costruisce 1 DFA ' come descritto.

2. Esegne la TM 7" del Teorema 4.4 su input (C).

3. Se T acceiia, accetta. Se T rifiuta, rifiute.”

L(A ) L(B)

FIGURA 4.6
La differenza simmetrica di L{A) e L{B)

Problemi decidibili relativi a
linguaggi contexi-free

Descriviamo ora algoritmi per determinare se una CFG genera una par-
ticolare stringa e per determinare se il linguaggio di una CFG & vuoto.
Consideriamo

Acpe = {{G.w)] G & una CFG che genera la stringa w}.

TEOREMA 4.? ....................

Aceg & un linguaggio decidibile,

IDEA. Per la CFG (& e la stringa w vogliamo determinare se ¢ genera w.
Un’idea & quella di utilizzare 7 per passare attraverso tutte 16': derivaz.ion\l
per determinare se ne esiste una di w. Quest’idea non funziona, poiché
hisognerebhe provare infinite derivazioni. Se (7 non genera w, c‘;uesto a\lgof
ritmo potrebbe non fermarsi. Tale idea da una macchina di Turing che & un
riconoscitore, non un decisore, per Acpg. Per rendere questa macchina di
Turing un decisore nccorre assicurare che Palgoritmo provi solo un mumero

4.1 — Linguaggi decidibili 209

finito di derivazioni. Nel Problema 2.38 (page 165) abbiamo mostrato che,
se (¢ fosse in forma normale di Chomsky. qualsiasi derivazione di w avrebbe
2n 1 passi, dove n & la lunghezza di w. In tal caso sarebhe sufficiente
controllare solo derivazioni di 2n — 1 passi per determinare se G genera
w. Tali derivazioni sono in numero finito. Possiamo convertire G in forma
normale di Chomsky utilizzando la procedura data nella Sezione 2.1,

DIMOSTRAZIONE. Diamo la TM S per Acrg’

5 = “Suinput {G,w), dove G & una CFG e w & una stringa:

1. Converte & in una grammatica equivalente in forma normale
di Chomsky.

2. Listatutte le derivazioni i 2n—1 passi, dove iz & la lunghezza
di w; tranne se n = 0, in tal caso lista tutte e derivazioni di
un passo.

3. Se una di tali derivagioni genera w, accetta; altrimenti,
rifluta.”

Il problema di determinare se una CFG genera una particolare stringa &
correlato al problema della compilazione dei linguaggi di programmazione.
L’algoritmo nella TM § & molto inefficiente e non sarebbe mai utilizzato in
Pratica, ma & facile.da descrivere e noi non siamo qui interessati all’efficien-
za. Nella Terza Parte di questo libro afrontiamo problemi riguardanti il
tempo di esecuzione e Putilizzo di memoria da parte degli algoritmi. Nelia
dimostrazione del Teorema 7.16, descriviamo un algoritmo pil efficiente per
il riconoscimento di linguaggi context-free. Ricordiamo che abbiamo dato
procedure per la conversione in entrambi i sensi tra CFG e PDA nel Teore-
ma 2.20. Quindi tutto quelle che diciamo cirea la decidibilita dei problemi
concernent le CFG vale anche per i PDA. Torniamo ora al problema del test
del vaoto per il linguaggio di una CFG. Come abbiamo fatto per i DFA, pos-
siamo dimostrare che i} problema di determinare se una CFG genera almeno
una stringa é decidibile. Sia

Ecrg = {{G)| G & una CFG ed L(G) = B1.

TEOREMA 4.8

Ecrg & un linguaggio decidibile.

IDEA.  Per progettare un algoritmo per questo problema, potremmo ten-
tare di utilizzare la TM S del Teorema 4.7. Tale teorema afferma che siamo
in grado di verificare se una CFG genera wna particolare stringa w. Per
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determinare se L(G) = @, I'algoritmo potrebbe tentare di passare attraver-
so tutte le possibili w, una per una. Perd esistono infinite w da testare,
quindi questo metodo potrebbe far si che non termini mai. Abbiamo biso-
gno di trovare un approccio differente. Per determinare se il linguaggio di
una grammatica & vuoto, abbiamo bisogno di testare se la variabile iniziale
pud generare una stringa di terminali. L’algoritmo fa questo risolvendo un
problema pilt generale. Determina per ogni variahile se essa & in grado di
generare una stringa di terminali. Quando 'algoritme ha determinato che
una variabile pud generare qualche stringa di terminali, V’algoritmo tiene
traccia di queste informazioni marcando tale variabile. Dapprima, 1'algorit-
o marca tutti i simboli terminali della grammatica. Poi, scandisce tutte ie
regole della grammatica. Se trova una regola che consente a gualche varia-
bile di essere sostituita da una stringa di simboli, che sono gia tutti marcati,
I'algoritmo sa che anche questa variabile pus essere marcata. L'algoritmo
contima in questo modo finché non pud marcare ulteriori variabili. La T™
R implementa questo algoritmo.

DIMOSTRAZIONE.

R = %Su input {G), dove G & una CFG:

1. Marca tutti i simboli terminali in G.

2. Ripete fin quando nessuna nuova variabile viene marcata:

3. Marca una qualsiasi variabile A tale che G ha una regola
A — UhlFy--- Uy ed ogni simbolo {,..., U & gia stato
marcato.

4. Se la variabile iniziale non & segnata, acceti; altrimenti,

rifiute.”

Consideriamo ora i} problema di determinare se due grammatiche context-
free generano lo stesso linguaggio. Sia

EQcrc = {{G, H)} G e H sono CFG e L(G) = L{H)}.

1l Teorema 4.5 fornisce un algoritmo che decide I'analogo linguaggio EQpra
per automi finiti. Abbiamo utilizzato la procedura di decisione per Epea
per dimostrare che EQpga & decidibile. Poiche Ferg 2 anch’'esso decidibile,
si potrebbe pensare che possiamo usare una strategia simile per dimostrare
che EQcgg @ decidibile. Ma qualcosa non va con questa ideat La classe dei
linguaggi context-free non & chiusa per complemento o intersezione, come
si & dimostrato nell’Esercizio 2.2. Infatti, EQcre non & decidibile. Una
dimostrazione di cid viene presentata nel Capitolo 5. Ora mostriamo che i
lingnagg: context-free possono essere decisi dalle macchine di Turing.

4.1 — Linguaggi decidibili 211

TEOREMA 4.9

Ogni linguaggio context-free & decidibile.

IDEA. Sia A un CFL. Il nostro obiettiva & mostrare che A & decidibile.
Una (cattiva} idea & quella di convertire un PDA per A direttamente in una
T™M. Cid non ¢ difficile da realizzare, perché simulare una pila con il nastro
di una TM & semplice. Il PDA per A pud essere non deterministico, ma ¢id
sembra. andare bene, perché siamo in grado di convertirlo in una TM non
deterministica e sappiamo che qualsiasi TM non deterministica pud essere
convertita in una TM deterministica equivalente. C’& tuttavia una difficolta.
Alcuni rami della computazione del PDA possono andare avanti per sempre,
leggendo e scrivendo la pila senza mai arrestarsi. La T™M che effettua la
simulazione avrebbe quindi alcuni cammini che non terminano mai, quindi
la TM non sarebbe un decisore.

E necessaria una diversa soluzione. Dimostriamo il teorema con la T™M S
che abbiamo progettato nel Teorema 4.7 per decidere Acgg.

DIMOSTRAZIONE. Sia G una CFG per A, progettiamo una T™ Mg che
decide A. Costruiamo una copia di G in Mg. Essa funziona come segue.

Mg = *“Su input w:
1. Esegue la T™M & su input {G,w)}.
2. Se questa macchina accetta, accetta; se essa rifiuta, rifiute.”

Il Teorema. 4.9 fornisce il collegamento finale nelle relazioni tra le quattro
principali classt di linguaggi che abbiamo deseritto finora: regolari, context-
free, decidibili e Turing-riconoscibili. La figura 4.10 mostra tali relazioni.

Turing-riconoscibile

decidibile

context-free

regolare

FIGURA 4.10
Le relazioni tra fe classi di linguaggi
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4.2
INDECIDIBILITA

In questa sezione dimostriamo uno dei teoremi pitl importanti della teoria
della computazione: esiste un problema specifico che & algoritmicamen-
te jrrisolvibile. 1 computer sembrano essere cosi potenti da farvi credere
che possano essere utilizzati per risolvere quaisiasi problema. II teorema
che presentatiamo qui dimostra che I computer hanno deile limitazioni in-
trinseche. Che tipo di problemi non sono risolvibili con un computer?
Sono problemi esoterici, esistenti soltanto nelia mente dei teorici? No! An-
che alcunj problemi comuni che le persone vogliono risolvere si rivelano
computazionalmente irrisclvibili.

Tn un tipo di problema irrisolvibile, sono dati un programma per com-
puter ed una descrizione precisa di cid che i programma dovrebbe fare
(per esempio, ordinare una lista di numeri). Vi si chiede di verificare che
il programma esegua quanto specificato (ciog, che sia corretto). Poiche sia
il programma che le specifiche sono oggetii matematicamente esatti, voi
sperate di essere capaci di aulowmatizzare il processo di verifica mediante
un computer opportunamente programmato. Tuttavia, rimarrete delusi. T
problema generale di verifica del software non & risolvibile utilizzando un
computer.

In questa sezione e nel Capitolo 5, incontrerete vari preblemi compu-
tazionalmente non risolvibili. Lobiettivo & guello di alutarvi a sviluppare
tna capacita di riconoscere un problema irrisolvibile e di insegnarvi alcune
tecniche per dimostrarne I'insolubilita.

Ora affronteremo il nostro primo teorema che stabilisce Vindecidibilita
di uno specifico lingnaggio: il problema di determinare se una macchina di
Turing sccetts una determinata stringa in input. Chiamiamo tale linguag-
gio Ay per analogia con Apra e Agre. Tuttavia, mentre Apea e Acrg
sono decidibili, Aty non lo & Sia

Avm = {tM,w)| M & una T™M ¢ M accetta w}.

TEOREMA R B T I .

Atm & indecidibile.

Prima dj vedere la dimostrazione, osserviamo che Ay & Turing-
rieonoscibile. Quindi questo teorema mostra che 1 riconoscitori sono pit
potenti dei decisori. Richiedere che una TM si fermi su ogni input limita le
tipologie di linguaggi che possono essere riconosciuti. La seguente macchina
di Turing {7 riconosce Atm.
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U = “Su input {M,w), dove M & una T™ e w & una stringa:
1. Simula A su input w.

2. Se durante la computazione M entra nello stato di ac-
cettazione, accette; se M enira nello stato di rifiuto,
rifiuia.”

5i noti che questa macchina cicla su input (M, w) se M cicla su w, que-
sto & 1} motivo per cui non decide Ayp. Se lalgoritmo avesse modo di
determinare che M non si ferma su w, sarebbe in tal caso in grado di 1i-
fintare w. Come dimostreremo, un algoritmo non ha modo di determi-
narlo.

La macchina di Turing U ¢, di per sé, interessante. E un esernpio del-
la prima macching universale di Turing introdotta da Alan Turing nel
1936. Questa macchina & chiamata universale perché & in grado di si-
mulare gualsiasi altra macchina di Turing & partire dalla descrizione di
tale macchina. La macchina di Turing aniversale ha avuto un ruclo im-
portante nello stimolare lo sviluppo di computer a programma memoriz-
zato.

il metodo della diagonalizzazione

La dimostrazicne deli’indecidibilitd di Ay utilizza una tecnica chiamata
diagonalizzazione, scoperta, dal matematico Georg Cantor nel 1873, Can-
tor stava studiando i} problema di misurare le dimensioni degli insiemi
infiniti, Se abbiamo due insiemi infiniti, come possiamo dire se uno &
pils grande dell’altro o se hanno la stessa dimensione? Per insiemi finiti,
ovviamente, rispondere a gueste domande & facile. Dobbiamo semplice-
mente contare gl elementi di un insieme finito ed il numero risultante &
la sua dimensione. Ma, se provassimo a contare gli elementi di un in-
sieme infinito, non riusciremmo mai a terminare! Quindi non possiamo
utilizzare i metodo del conteggio per determinare le dimensioni relative
agli insiemi infiniti. Per esempio, prendiamo Pinsieme degli interi pari e
Pinsieme di tutte le stringhe su {0,1}. Entrambi gl insiemi sono infini-
ti e quindi pit grandi di qualsiasi insieme finito, ma uno dei due & pil
grande rispetto all’altro? Come possiamo confrontarne le dimensioni rela-
tive? Cantor propose una soluzione interegsante a guesto problema. Egli
osservd che due insiemi finiti hanno la stessa dimensione se gli elementi di
un insieme possono essere accoppiati agli elementi dell’altro gruppo. Que-
sto melodo confroata le dimensioni senza ricorrere al confeggio. Possiamo
estendere questa idea agli insiemni infiniti. Ora lo vediamo in maniera pii
precisa.



214 CAPITOLO 4 — Decidibilita

DEFINIZIONE “4.12

Supponiamo di avere gli insiemi A e B ed una funzione f
da A in B. Diciamo che f & iniettiva, se essa non map-
pa mai due elementi diversi in uno stesso punto - cioe se
f{a) # f(b) ognigualvolta ¢ # b. Diciamo che f & suriet-
tive se tocca ogni elemento di B -~ cioé se per ogni b & B
esiste un a € A tale che f{a) = b. Diciamo che A e B han-
no la stessa cardinalita se esiste una funzione iniettiva e
suriettiva f: A— B. Una funzione che & sia iniettiva che
suriettiva & detta funzione biettiva (o biezione). In una
funzione biettiva ogni elemento di A viene mappato in un
unico elemento di B e per ogni elemento di B esiste un unico
elemento di A che viene mappato in esso, Una biezione & un
modo semplice per accoppiare elementi di A con elementi
di B.

ESEMPIQ 4,13 o it

Sia A I'insieme dei numeri naturali {1,2,3,...} e sia £ 'insieme dei numeri
naturali pari {2,4,6,...}. Utilizzando la definizione di cardinalita di Cantor
possiamo vedere che A’ e £ hanno la stessa cardinalita. La funzione f che
crea una corrispondenza tra A e £ & semplicemente f(n) = 2n. Possiamo
visualizzare f piit facilmente con l'aluto di una tabella.

Naturalmente, questo esempio sembra strano. Intuitivamente, £ sembra piit
piccolo di A in quanto £ € un sottoinsieme propric di A. Ma & possibile
accoppiare ogni elemento di A7 con un elemento di £, quindi dichiariamo
che questi due insiemi hanno la stessa cardinalita.

'DEFINIZICRE 4.14
Un insieme A & numerabile se & finito oppure ha la stessa
cardinalita di &,
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ESEMPIO  4.15 e

Passiamo ora ad un esempio ancora pil strano. Se consideriamo l'insieme
Q = {&|m,n € N} dei numeri razionali positivi, Q sembra essere molto
pitt grande di A/, Tuttavia, questi due insiemi hanno la stessa cardinalita,
secondo la nostra definizione. Forniamo una biezione con A per mostrare
che Q & numerabile. Un modo semplice per farlo & quello di elencare tutti
gli elementi di Q. Per farlo accoppiamo il primo elemento della lista con il
numero 1 di A it secondo elemento della lista con il numero 2 di A e cosi
via. Dobbiamo garantire che ogni elemento di Q sia presente una sola volta
nella lista.

Per ottenere questa lista crelamo una matrice infinita contenente tutti
i numeri razional positivi, come mostrato nella Figura 4.16. La riga i-
esima contiene tutti i pumeri con numeratore ¢ € la colonna j-esima ha
tutti i numeri con denominatore j. In tal modo il numero é oceupa la
i-esima riga e la j-esima colonna. Ora trasformiamo questa matrice in
una lista. Un modo (errato) di farlo potrebbe essere quello di cominciare
la lista con tutti gli elementi della prima riga. Questo non & un buon
approccio perché la prima riga & infinita, quindi non ragginngeremmo mai la
seconda riga. Elencheremo invece gli elementi sulle diagonali, sovrapposte
al diagramma, a partire da un angolo. La prima diagonale include il singolo

elemento %., e la seconda diagonale include i due elementi % e % Cosl i
primi tre elementi della lista sono %, % e % Nella terza diagonale sorge

una complicazione. Hssa contiene %, %, e % Se 1i aggiungessimo cosi come

sono alla lista, ripeteremmo % = % Risolviamo il problema omettendo un
elemento quando esso di origine ad una ripetizione. Cosi aggiungiamo solo
i due nuovi elementi % e % Continuando in questo modo si otiiene una

lista di tutti gli elementi di Q.

L N L ]
il orfes oRiny

FIGURA 4.16
Una biezione da A a Q.
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Dopo aver visto la biezione da N a Q, si potrebbe pensare di dimostrare che
presi gualsiasi coppia di insiemi infiniti, questi hanno la stessa dimensione.
Dopo tutto, dovete solo mostrare una biezione, e questo esempio mostra, che
esistono biezioni sorprendenti. Tuttavia, per alcuni insiemi infiniti non ¢’é
alcuna hiezione con A. Questi instemni sono semplicemente troppo grandi.
Un tale insieme & detio non numerabile.

Linsieme dei numeri reali ¢ un esempio di insieme non numerabile. Un
numero reale & un numero che ha una rappresentazione decimale. I nu-
meri 7 = 3.1415926 ... e /2 = 1.4142135. .. sono esempi di numeri reali.
Sia R Vinsieme dei numeri reali. Cantor dimostrd che & non & numerabile.
Fer far cio introdusse il metodo della diagonalizzazione.

R0 S R T A [ ——

R & non numerahile.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che R & non numerabile, mostriamo
che non esiste una biezione tra A" e R. La dimostrazione & per assurdo.
Supponiamo quindi che esista una biezione f tra A ed R. 1l nostro compito
& quello di dimostrare che f non funziona come dovrebbe. Per essere una
biezione, f deve associare tutti gli elementi di A con tutti gli elementi di
R. Tuttavia troveremo un numero z in K che non € accoppiato con aleun
elemento in N, il che rappresenterd la contraddizione cercata. Un metodo
per trovare guesto numero 2 & quelle di costruirlo. Scegliamo ogni cifra
di z in modo da renderlo differente da ogni munero reale accoppiato con
un elemento di A Alla fine saremo sicuri che z risulta diverso da ogni
numero reale accoppiatoe con un elemento di A, Possiamo illustrare questa
idea con un esempio. Supponiamo che la biezione f esista. Prendiamo
f{1)=3.14159..., f(2) = B5.65655..., f{3) = ..., e cosi via, tanto per
dare alcuni valori per f. Allora f accoppia il numero 1 con 3.14159%..., 1
numerc 2 con 55.55855. .. ,, e cosl via. La tabella seguente mostra aleun:
valori di un’ipotetica hiezione f tra A e R.

n fin)

11 3.14159...
2 | B5.55555. ..
3| 0.12345. ..
4| 0.50000...

Costruiamo il numero z desiderato, dandone la rappresentazicne decimale.
St tratta di un numero compreso tra 0 e 1, quindi tutte le sue cifre significati-
ve sono cifre frazionarie che seguono la virgola decimale. 1] nostro obiettivo
& quello di garantire che z # f(n) per ogui n. Per garantire x # f(1),
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scegliamo la prima cifra di = come una qualsiasi cifra diversa dalla prima

cifra decimale 1 di f(1} = 3.14159 ... . Arbitrariamente, scegliamola pari
a 4. Per assicurarci che = # f(2), scegliamo la seconda eifra di x diversa
daila seconda cifra decimale 5 di f{2) = 55.555555... . Arbitrariamente,

scegliamola pari a 6. La terza cifra frazionaria di f(3) = 0.12345... & 3,
quindi facciamo in modo che in z sia differente -, diciamo sia 4. Continuan-
do in questo modo lungo la diagonale della tavola per f, otteniamo tutte
le cifre di z, come mostrato nella tabella seguente. Sappiamo che z non
& f(n} per ogni n perché differisce da f (1) nell’'n-esima cifra frazionaria.
{Un piccolo problema nasce dal fatto che alcuni numeri, come 0.1999 . ..
¢ 0.2000. ... sono uguali, anche se le loro rappresentazioni decimali sono
diverse. Evitiamo questo problema semplicemente non selezionando mai le
cifre 0 or 9 gquande costruiamo z.)

71 I Fim)

1] 3.14159 .

2 | B5.5B555 . ..

3] 0.12345 x=0.4641 ...
4 .

1) teorema precedente ha unimportante applicazione nella teoria della com-
putazione. Esso dimostra che alcuni linguaggi non sono decidibili e neppure
Turing riconoseibili, per la ragione che insieme dei linguaggi & non nume-
rabile mentre insieme di tutte le macchine di Turing & numerabile. Poiche
ogni macchina di Turing & in grado di riconescere un solo lnguaggio e i
sono pil linguaggi che macchine di Turing, alcuni linguaggi non sono ri-
conusciuti da una qualche macchina di Turing. Tali linguagegi non sono
‘Turing-riconoscibili, come enunciato nel seguente corollario.

COROLLARIQ 4.18 - PR L e e A T e s s s

Alcuni linguaggt non sono Turing-riconoscibili.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che I'insieme di tutte le macchine di
Turing & numerabile debbiamo prima osservare che Iinsieme di tutte Je
stringhe 3* & numerabile, per ogni alfabeto £. Avendo sole un numero
finito di stringhe di ogni lunghezza, possiamo formare una lista di T° scri-
vendo tutte le stringhe di lunghezza 0, lunghezza 1, lunghezza 2, e cosi via.
L’ingieme di tutte le macchine di Turing & numerabile perché ogni macchina
di Turing M pud essere codificata con una stringa (M), Se ci limitiamo
a tralasciare quelle stringhe che non sono la codifica di una macchina di
Turing, possiamo ottenere una lista di tutte le macchine dj Turing. Per
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mostrare che l'insieme di tutti i linguaggi & non numerabile, dobbiamo pri-
ma osservare che Pingsieme delle sequenze binarie infinite & non-numerabile.
Una sequenza binarie infinita & una sequenza senza fine di 0 e 1. Sia B
l'insieme di tutte sequenze binarie infinite. Possiamo dimostrare che B &
non numerabile utilizzando una dimostrazione mediante diagonalizzazio-
ne simile a quella che abbiamo utilizzato nel Teorema 4.17 per mostrare
la non numerabilitd di ®. Sia £ U'insieme di tutti i linguaggi sull’alfabe-
to ¥. Mostriamo che £ & non-numerabile dando una corrispondenza con
B, dimostrando cosi che i due insiemi hanno la stessa cardinalitd. Sia
¥* = {s1,52,83, ...}. Ogni linguaggio A € £ ha un’unica sequenza in B. 11
bit i-esimo della sequenza ¢ un 1 se 5; € A ed & uno 0 se 5; € A; questa
& chiamata la sequenza caratteristice di A. Per esempio, se A fosse il
linguaggio di tutte le stringhe che iniziano con uno 0 sull’alfabeto {0,1}, la
sia sequenza caratteristica y 4 sarebbe

= { e 0 1, 00, 01, 10, 11,000,001, .-+ } ;
A={ 0, 00, 01, 000,001, -+ } ;
xa= 0 1 0 1 1 & 0 1 1

La funzione f: £L— B, dove f{A) & uguale alla sequenza caratteristica di
A, & sia iniettiva che suriettiva, quindi & una biezione. Pertanto, essendo B
non numerabile, anche £ & non numerabile.

Abbiamo cosi dimostrato che Uinsieme di tutti i linguaggi non pud essere
messo in corrispondenza biunivoca con linsieme di tutte le macchine di
Turing. Coneludiamo quindi che alcuni linguaggi nen sono riconosciuti da
yna macchina di Turing

Un linguaggio indecidibile

Siamo ora pronti a dimostrare il Teorema 4.11, Vindecidibiiita del linguaggio
Arm = {{M,w}l M & una TM ed M accetta w}.

DIMOSTRAZIONE. Assumiamo che Aty & decidibile, per poi ottenere una
contraddizione. Supponiamo che H sia un decisore per Atm. Sullinput
(M,w), dove M & una TM e w & una stringa, H si ferma ed accetta se
M accetia w. Inoltre, H si ferma e rifiuta se M non accetta w. In altri
termini, assumiamo che H & una TM, dove

accetta  se M accetta w
rifiuta  se M non accetta w.

H((,u)) = {

Ora costruiamo una niova macchina di Turing D avente H come sottopro-
cedura. Questa nuova TM chiama H per determinare cosa fa M quando
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Tinput di M & la sua stessa descrizione (M). Una volta che D ha deter-
minato questa informazione, essa fa il contrario. Cio#, rifiuta se M accetta
ed accetta se M non accetta. Diamo ora una descrizione di D.

D = “Su input (M}, dove M & una T™:
1. Esegue H su input (M, (M)}}.

2. Daiin output l'opposto di cid che H da in output. Cioe, se
I accetta, rifiuta; e se H rifiuta, accetta.”

Non lasciatevi conforidere dall’idea di attivare una macchina sulla sua stessa
descrizione! Cio & simile all’esecuzione di un programma che chiama se
stesso in input, qualcosa che si fa a volte nella pratica. Ad esempio, un
compilatore & un programma che traduce altri programmi. Un compilatore
per il linguaggio Python pud essere esso stesso scritto in Python, quindi
eseguire tale programma su se stesso avrebbe senso. Ricapitolando,

D((M)) = accetla  se M non accetta (M)
| rifiute  se M accetta (M.

Cosa succede quando eseguiamo D con la sua stessa descrizione (D} in
input? In tal caso, otteniamo

D(DY) = accette  se D non accetta (D)
rifiuta  se D accetta (D).

Indipendentemente da cid che D fa, essa & costretta a fare il contrario, il che
& ovviamente una contraddizione. Quindi, né la TM D né la T™M H possono
esistere.

Rivediamo i passi di questa prova. Supponiamo che la TM H decida Atpm-
(Juindi usiamo f1 per costruire una T™M D che prende in input (M), tale
che D accetta (M) esattamente quando M non accetta il suo input (M).
Infine, eseguiamo D su se stessa. Quindi, le macchine eseguono le seguenti
aziont, dove 'ultima riga fornisce la contraddizione.

* H accetta (M, w) esattamente quando M accetta w.
= D rifiuta (M} esattamente quando M accetta (M.
« D rifinta (D} esattamente quando I accetta (D).

Pove si usa la diagonalizzazione nella dimostrazione del Teorema 4.117 Essa
diviene evidente quando si esaminano le tavole del comportamento delle TM
H e D. In queste tavole indicizziamo le righe con tutte le TM M, Ms, ...,
e indicizziamo le colonne con le descrizioni (M), {Ma), ... di tali macchine.
Le entrate dicono se la macchina di una determinata riga accetta Pinput
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di una data colonna. L'entrata & accetta se la macchina accetta input,
ma & vuota, se rifiuta o entra in loop su guell’input. Nelia seguente figura
abbiarno creato alcune vocl per illustrare Pidea.

(Mi) (M2 (Ms) (M)

M T accella accetio
My | accelta  occelfo  accefta  accetto
M,

M | accetta  oceetta

FIGURA 4.1%
L'entrata i. 7 & aecetia se M, accetta (M)

Nella figura seguente le voci sono i risuitati dell’esecuzione di H sugli input
corrispondenti alla Figura 4.19. Quindi, se M3 non accetta Pinput (M),
Ventrata per la riga Az e la colonna {Ma) & rifiuta perché H rifiuta gli
input (Mg, (Ma)).

(M)  May (M) (M)
M,y l accetto  riffufe accella rifiute
My ¢ aeccetta  accefta  accella  occetla
Ay f rifiute riffute  rifiute rifiute
My | eccette  accetta  riftute riflute

FIGURA 420
L'entrata £, 7 & il valore di H su input (A, {A))

Nella figura seguente, abblamo aggiunto D alla Figura 4.20. Secondo la
nostra assunzione, 4 & una TM cosi come . Quindi deve comparire nella
lista My, My, ... di tutte le TM. 5i noti che D calcola il contrario deghi
elementi sulla diagonale. 1.a contraddizione si ottiene in corrispondenza del
punto interrogativo, dove Ientraia dovrebbe essere opposto di se stessa.

(M) (Mo} { M) (Mg (D)
My | eccetla  mifiuta  accefla  rifiuic acceita
Mo | accetta  gecgtle  accelta  accetla aceetla
My | rifiute  rifiute rifiule ﬁuta rifiuta
My | accetta  accetie  rifivia ] accelta
D riffute rifiute  acoella accelta T
FIGURA 4.21

Se I compare nella figura, si ha una contraddizione in corrispondenza di “7”
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Un linguaggio non Turing-riconoscibile

Nella sezione precedente abbiamo dimostrato che un linguaggio — precisa-
mente, Atm— & non decidibile. Ora mostriamo un linguaggio che non &
neppure Turing-riconoscibile. Si noti che Avy non basta allo scopo, perché
abbiamo dimostrato che Ay & Turing-riconoscibile (pagina 2123 1l teo-
rema seguente mostra che, se un lingnaggio ed il suo complemento sono
entrambi Turing-riconoscibili, il linguaggio & decidibile. Quindi, per quai-
siasi linguaggio non decidibile, o esse non & Turing-riconoscibile oppure i
sio complemento non & Turing-riconoscibile. Ricordiamo che il complemen-
to di un linguaggio & i linguaggio costituito da tutie le stringhe che non
sono nel linguaggio. Diclame che un linguaggio & coTuring riconoscibile
se csso @ i complemento di up linguaggio Turing-riconoscibile.

TEOREMA 4'22 ......................................................

Un linguaggio ¢ decidibile se e solo se & Turing-riconoscibile e coTuring-
riconoscibile,

In altre parole, un lnguaggio & decidibile esattamente quando sia esso che
it suo complemento sono Turing-riconoscihili.

DIMOSTRAZIONE.  Abbiame due direzioni da dimostrare. In primo luo-
go, se A & decidibile, possiamo facilmente vedere che sia A che i suo
complemento A sono Turing-riconoscibili.  Qualsiasi linguaggio decidibi-
le & Turing-riconoscibile, ¢ il complemento di un Hinguaggio decidibile &
a sua volta decidibile. Per la direzione inversa, se entrambi 4 ¢ & sono
Turing-riconoscibili, indichiamo con M il riconoscitore per A e con Mo
il riconoscitore per 4. La seguente macchina di Turing M & un decisore
per A.

M = “Su input w:
1. Esegue sia M) che My su-input w in parallelo.
2. Se M; accetta, accetia; se My accetta, rifinte.”

L’esecuzione di due macchine in parallelo significa che M ha due nastri,
uno per simulare M) ¢ Paltro per simulare My, In questo case M alterna
la simulazione di un passo di M; con un passo di My ¢ continua finché
una delie due accetta. Ora dimostriame che M decide A, Ogni stringa
w & in A, oppure in A. Pertanto una tra My ed Mj deve accettare w.
Poiché M si ferma ogni volta che M, accetta oppure Ms accetta, allora M
sl ferma sempre guindi & un decisore. Inoltre, accetta tutee le stringhe in
A e respinge tuite le stringhe che non sono in A. Quindi M & un decisore
per A, e pertanio A & decidibile
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COROLLARIO 4.23

A7m non & Turing-reconoscibile.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che Atm & Turing-riconoscibile. Se an-
che Arm fosse Turing-riconoscibile, Atwm sarebbe decidibile. 11 Teore-
ma 4.11 ¢ dice che Atm non & decidibile, quindi Atm non pud essere
Turing-riconoscibile,

ESERCIZI

%4.1 Rispondere a tutte le domande che riguardano il seguente DFA M e giustificare le
risposte.

d. Risulta (M,OEOO) & Arex?
e. Risulta (M) € Fora?
f. Risulta (M, M} € EQpga?

a. Risulta (M, 0100) [ ADFA?
b. Risulta {M,011}) € Apra?
c. Risulta {M) € Apra?

4.2 Considerare il problema di determinare se un DFA ed un’espressione regolare sono
equivalerti. Esprimere questo problema come un linguaggio e dimostrare che &
decidibile.

4.3 Sia ALLpma = {{A)] A & un DFA e L(A) = £"}. Mostrare che ALLpra & decidi-
bile.

4.4 Sia Aecro = {(G}| G & una CFG che genera £}. Mostrare che Aecrs & decidibile.

A4.5 Sia Brm = {{M}| M & una TM e L(M) = @}, Mostrare che Ery, il complemento
di Erm, ¢ Turing-riconoscibile

4.6 Siano X Iinsieme {1,2,3,4,5} ¢ Y Pinsieme {6,7,8,9, 10}. Le funzieni f: X — Y
e g: X— ¥ sono descritte neile tabelle seguenti. Rispondere ad ogni domanda e

e et e e o i b A

4.7

4.8
4.9
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fornire una giustificazione per le risposte negative.

)

e
3

o ods W b iy
(oS = =]

A

a. La funzicne f & iniettiva? Ad. La funzione g & iniettiva?

b. La funzione f & suriettiva? e. La funzicne g & suriettiva?

c. La funzione f & biettiva? f. La funzione g & biettiva?

Sia B linsteme di tutte le sequenze infinite su {0,1}, Utilizzare il metode della
diagonalizzazione per mostrare che B non & numerabile.
Sia T = {(4,7,k) 4,4,k € A'}. Mostrare che T" & numerabile.

Riguardare la definizione di insiemi aventi la stessa cardinalita nella Definizione 4.12
{pagina 214). Mostrare che “ha la stessa cardinalitd” & una relazione di equivalenza.

PROBLEMI

4.10

4.13

4.14

*4.16

La dimostrazione del Lemma 2.41 dice che {g,2) & una situazione di loop per un
DPDA P se quando P parte nello stato g con z € T al top della pila, esso non fard
mai il pop di un elemento al di sotto di = e non leggerd mai un simbole di input.
Mostrare che F & decidibile, dove F = {{P, q,z)| (g, ) & una situazione di loop F}.

Diciamao che una variabile 4 in un CFL G & utilizzabile se compare in una de-
rivazione di una gualehe stringa w € . Data una CFG G ed una variabile A,
si consideri ii problema di verificare se A & utilizzabile, Formulare tale problema
come un linguaggio e mostrare che & decidibile.

Sia A un linguaggio Turing-riconoscibile consistente in descrizgioni di macchine di
Turing, {{M1),{Mz2)}, ...}, dove ogni M, & un decisore. Mostrare che esiste un
linguaggio decidibile 2 che non & deciso da un decisore M; la cui descrizione appare
in A. {Suggerimento: Potete trovare utile considerare un emameratore per A.)

Sia Cere = {{G,k} G & una CFG e L(G) contiene asattamente & stringhe dove
k> 0ok~ oo} Mostrare che Ccrg € decidibile.

Sia € = {{Z,z)| G & una CFG e = & una sottostringa di y € L(G)}. Mostrare che
C & decidibile. {Suggerimento: una soluzione elegante per guesto problema usa il
decisore per Ecpg.)

Sia E = {{M}| M & un DFA che accettz alcune stringhe contenenti un numero di 1
maggiore del numero di 0}. Mostrare che E & decidibile. (Suggerimento: possonc
essere utili i teoremi sui CFL.)

Sia PALpea = {{M3| M & un DFA che accetta alcune stringhe palindrome }. Mo-
strare che PALoea & decidibile. {Suggerimento: possono essere utili i teoremi sui
CFL)
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Arg.17

At g.19

4.20

4.21

4.22

*4.23

*4.24

4.25

4.26

*4.27

Aq.28

4.29

44,30

4.31

A4.32
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Sia BALpea = {{M}} M & un DFA che sccetta alcune stringhe contenenti un ugual
numero di 0 e 1}, Mostrare che BALpsa & decidibile. {Suggerimento: possono
essere utili 1 teoremi sui CFL.)

Uno state tnutile in un automa a pila € uno stato in eni l'automa non entra
mai, qualunque sia la stringa in input. Considerare il problema i determinare se
un automa a pila ha stati inutii. Formulare tale problema come i linguaggio e
mostrare che & decidibile.

Diciama che un NFA & ambiguo se accetta qualche siringa su due diversi cammini
di computazione. Sia AMBIGwra = {{N}{ N & un NFA ambiguc }. Mostrare che
AMBIGyps, & decidibile. (Suggerimento: Un modo elegante per risolvere guesto

problemna & costruire un DFA opportuno e guindi eseguire Epra su di esso).

Sin § = {(M}[ M &un DFA che accettaw™ ogni volta che esso accetta w}. Mostrare
che 5 & decidibile.

Sia PREFIX-FREErex = {{R}{ K & un’espressione regolare, L{J7) ¢ prefisso}, Mo-
strare che PREFIX-FREEgex & decidibile. Perché up approccio simile fallisce nel
dimostrare che PREFIX-FREF crq & decidibile?

Siano A e B due linguaggi disgiunti. Diciame che il lingzaggio C separa A ¢ B se
AC e BCC Mostrare che per ogni coppia di linguaggi co'Turing-riconoscibili
disgiunti esiste un linguaggio decidibile che 1 separa.

Mostrare che la classe dei linguaggl decidibili non & chiuso rispetto agli
omomorfismi.

Sia (' un linguaggio. Dimostrare che ¢ & Turingriconoscibile sse esiste un
tinguaggio decidibile D tale che O = {z| 3y ({z,y} € D)},

Dimaostrare che EQpy, & decidibile testando i due DFA su tutte le stringhe la cui
lunghezza & limitata superiormente da un qualche valore. Calcolare un valore
valido.

Sia A = {{R)} R un’espressione regolare che descrive un linguaggio che contiene
almeno una stringa w che ha 111 come sottostringa (cioé, w = rilly per qualche
7 e y}}. Mostrare che A & decidibile.

Mostrare che il problema di determinare se una CFG genera tutte le stringhe in 1* &
decidibile. In altre parole, mostrare che {{G) G & una CFG su {0,1} e 1" C L(G)}
& un linguaggio decidibile,

Sia 3 = {0,1}. Mostrare che il problema di determinare se una CFG genera qualche
stringa 1* & decidibile. In altre parole, mostrare che

G G & una CFG su {0,1) ¢ 17 O LIGTH # @)

& un linguaggio decidibile.

Sia A = {(R, S} R e 5 sono espressioni regolari e L(R) C L{S}}. Mostrare che A
& decidibile.

Sia A = {{M}| M & un DFA che non accetta alcuna stringa che contiene un numero
dispari di 1}. Mostrare che A & decidibile.

Sia INFINITEppp = {{M}| M & un PDA ¢ L{M) & un linguaggio infinito}. Mostrare
che INFINITEppa & decidibile.

Sia INFINITEpr = {{A4)| A & un DFA e L{A) & un linguaggio infinito}. Mostrare
che INFINITEpra & decidibile.
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SOLUZIONI SELEZIONATE

4.1

4.6

4.37

4.19

4.28

(a) Si. I! DFA M accetta 0100.
{(b) No. M nen accetta 0i1.

(c) No. Questo input ha una sola componente e guindi non & nella forma. corretta.

{d) No. La prima componenste non & un'espressione regolare e quindi Vinput non
€ in forma corretta

{2} No. I} linguaggio di M non & vooto,

(f) 8i. M accetta 1o stesso linguaggio di se stessa.
Sia &1, 82,... la lista di tutte le stringhe in &7, La sepuente TM riconcsce Fr.

“Su input (M), dove M & una TM:
1. Ripete peri=1,2,3,.. .
2. Esegue M per i passi su ogni input, 1,59, ..., 8.
3. Se M ne ha sccettato almeno uno, aceefto.  Altrimenti,
continua.”

(a} No, f non & biestiva poiche f{1} = f(3).
(d) 8i, g & biettiva.

1 inguaggio di tutte le stringbe con un numero uguale di 0 e di 1 & un linguaggio
cuntext-free, generato dalla grammatica § — 1505 | 0515 | e. Sia P it PDA che
riconosce questo’ linguaggio. Costruire wna TM M per BALoea, che opera come
segue. Su input (B), dove B un DFA, usare B e P per costruire un nuovo PDA R
che riconosce l'intersezione der nguaggi B e P. Quindi verificare se il linguaggio
di B & vuoto. Se il linguaggio & vuoto, rifiute; alttimenti, accetfa.

La procedura seguente decide AMBIGwra. Diato un NFA N| progettiamo un DFA
D che simula NV e accetta una stringa sse essa & accettata da & hungo due differenti
cammini di computazione. Poi usiamo un decisore per Fpea per determinare se I
accetta almeno una stringa. La nostra strategia per la costruzione di I? & simile alla
conversione da NFA a DFA nel Teorema 1.39. Simuliamo N mantenende un segno
s ogni stato attivo. Iniziamo mettendo un segno rosso sullo stato iniziale e su
ogni stato raggiungibile dallo state iniziale, lungo le £ -transizioni. Ci muoviamo,
aggiunglamo e rimuoviamo | segni in conformita con le transizioni di N, conservan-
do il colore dei segni. Quando due o pit segni vengono spostati nello stesso stato,
sostitulamo i segni con uno di colore blu. Dopo aver letto I'input, accettiamo se
vi & un segno blu su uno stalo di accetsazione di N oppure due differenti stati di
accettazione di N hanno un segno rosso. Il DFA D ha uno stato corrispondente ad
ogni possibile posizione dei segni. Per ogni stato di N, si possono verificare tre casi:
esso pub contenere un segno rosso. uno blu, o nessun segno. Cosi, se N ha n stati,
D avra 37 statl. T suol stati iniziale e di accettazione e la funzione di transizione
sono definiti per effettuare la simulazione.

Aveie dimostrato nel Problema 2.30 che se (7 & un linguaggio context-free ¢ B & un
linguaggic regolare, allora C'N R & context free. Quindi, 1* 1 L{G) & context free.
La seguente TM decide i lingusggio di tale problema.



226 CAPITOLO 4 — Decidibilita

#Su input {G):
1. Costruisce la CFG H tale che L{H) = 17 N L(G).
2. Testa se L(H} = ¢ usando il decisore R per la Ecre del
Teorema 4.8.
3. Se R accetta, rifiute; if K rifiuta, accetfta.”
4.30 La seguente TM decide A.
“Su input (M)
1. Costruisce it DFA (O che accetta ogni stringa contenente un
numero dispari di 1.
2. Costruisce un DFA B tale che L{B) = L{M) N L{Q}.
3. Testase L(B) = @ usando il decisore T' per Epra del Teorema 4.4,
4. Se T accetia, vceetia; se T rifiuta, rifiuta.”

4.32 11 seguente TM I decide INFINITE, .

I = “Su input {4), dove A & un DFA:
1. Sia k i} numero di stati di A.
2. Costruisce un BFA I che accetta tutte le stringhe di lunghezza &
o piu.
3. Costruisce un DFA M tale che L(M} = L{A) N L{D).
4. Testa se L{M) = B, usando il decisore per Epra del Teorema 4.4.
5. Se T accetta, riffuta; se T rifiuta, accetia.”

Questo algoritmo funziona perché un DFA che accetta un numero infinito di stringhe
deve accettare stringhe arbitrariamente lunghe. Quindi Palgoritmo accetta tali
DFA. Viceversa, se l'algoritmo accetta un DFA, il DFA accetta almeno una stringa
di lunghezza k o piil, dove k & il numero di stati del DFA. Questa pud essere iterata
come pel pumping lemma per i linguaggi regolari per ottenere un numero infinito
di stringhe accettate.

RIDUCIBILITA

Nel Capitolo 4 abbiamo adoitaio la macchina di Turing quale nostro
modello di computer &1 uso generale. Abbilamo presentato vari esem-
pt di problemi che sono risolvibili con una macchina di Turing e dato
un esempio di un problema, Atp, che & computazionalmente irrisolvibi-
le. In questo capitolo esamineremo vari altri problemi irrisolvibili. Nel
far cid introdurremo il metodo principale per dimostrare che alcuni proble-
mi sono computazionalmente irrisolvibili. Tale metodo si chiama riduci-
bilita.

Una riduzione € un modo di convertire un problema in un altro proble-
ma in modo tale che una soluzione al secondo problema pud essere usata
per risolvere il primo problema. Un qualcosa di simile accade spesso nella
vita di tutti i giorni, anche se di solito non ¢i fa riferimento cid allo stesso
modo. Per esempio, supponiame di voler trovare la strada in una nuo-
va cittd. Sappiamo che fare cid sarebbe semplice se avessimo una mappa.
In questo modo & possibile ridurre ii problema di spostarsi nella citta al
problema di ottenere una mappa della citta.

La riducibilitd coinvolge sempre due problemi, che noi chiamiamo A e
B. Se A si riduce a B, possiamo usare una soluzione per B per risolvere
A. Quindi, nel nostro esempio, A & it problema di orientarvi nella citta e
B ¢ il problema di ottenere unia mappa. Notate che la riducibilita non dice
nulla. ¢irca la soluzione dei problemi A o B individualmente, ma soltanto
qualcosa circa la risolubilita di A guando abbiamo una soluzione per B.
Di seguito sono riportati ulteriori esempi di riducibilita. 11 problema del
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viaggio da Boston a Parigi si riduce al problema dell’acquisto di un biglietto
aereo tra le due citta. Questo secondo problema a sua volta si riduce al
probiema di procurarsi i soldi per it biglietto, 1l quale problema si riduce
al problema di trovare un lavoro.

La riducibilitd interviene anche in problemi matematici. Per esempio,
il problema di misurare 'area di un rettangolo si riduce al problema di
misurarne lunghezza e larghezza. I problema di risolvere un sistema di
equazioni lineari si riduce al problema di invertire una matrice.

La riducibilitd svolge un ruolo importante nella classificazione dei pro-
blemi in base alla decidibilita e, successivamente, anche nella teoria della
complessita.

Quando 4 & niducibile a B, trovare la sohizione di 4 non pud essere pin
difficile di risolvere B perché una soluzione per B offre una soluzione ad
A, In termini di teoria della computabilitd, se A & riducibile a B e B &
decidibile, allora anche A & decidibile. Equivalentemente, se 4 ¢ indecidibile
e riducibile a B, B ¢ indecidibile. Questa ultima parte & la chiave per
dimostrare che alcuni problemi sono indecidibili,

In breve, il nostro metodo per dimostrare che un problema & indecidibile
sard quello di mostrare che qualche altro problema gid noto per essere
indecidibile si riduce ad esso.

5.1

PROBLEMI INDECIDIBILI DALLA
TEORIA DEI LINGUAGG!

Abbiamo gia stabilito PVindecidibilita di Avm, 1} problema di determinare
se una macchina di Turing accetta an dato input. Consideriamo ora un
problema affine, HALT 1y, il problema di determinare se una macchina
di Turing si ferma (accettando o rifiutancdo) su un dato input. Questo
problema ¢ generalmente noto come il problema delle fermata. Usiamo
Vindecidibilita di Avy per dimostrare Pindecidibilita del problema della
fermata riducendo A1y a HALT . Sia

HALT vy = {(M,w)} M & una TM ¢ M si ferma su input w}.

TEOREMA K1 oo
HALT v ¢ indecidibile.

IDEA. Questa dimostrazione & per assurdo. Assumiamo che HALT T &
decidibile ed ntilizziamo questa assunzione per dimostrare che Aty ¢ deci-
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dibile, contraddicendo i Teorema 4.11. L'idea chiave & quella di mostrare
che ATM e riducibile ad HALTTM.

Supponiamo di avere una TM R che decide HALTtp. Usiamo quindi
R per costruire S, una TM che decide Ayy. Per intuire come possiamo
costruire §, immaginate di essere S. 11 vostro compito & decidere dvpy.
Ricevete un input della forma (M, w). Dovete dare in oulput accette se
M accetta w, e dovete fornire in oulput rifiula se M cicla oppure rifiuia
w. Provate a simulare M su w. Se accetta o rifiuta, fate 1o stesso. Ma
potreste non essere in grado di determinare se M & entrata in un ciclo,
in questo caso la simulazione non termineri. Questo non va bene perché
voi siete un decisore e non vi & permesso ciclare. Quindi questsa idea non
funziona. Utilizeiamo, invece, I'ipotesi che avete una TM R che decide
HALT 1y, Con R, potete verificare se M si ferma su w. Se R indica
che M non si lerma su w, rifiutate perché (M.w) non ¢ in Arym. Tut-
tavia, sc It indica che M si ferma su w, potete fare la simulazione senza
alcun pericolo di ciclare. Cosi, se la TM R esisiesse, potremmo decidere
A1y, ma sappiamo che Ay & indecidibile. In virtin di questa contraddi-
zione possiamo concludere che K non esiste. Pertanto HALT 1 @ indecidi-
hile.

DIMOSTRAZIONE.  Assumiamo al fine di ottenere una contraddizione che
laTM R decide HALT 1. Costruiamo la TM § per decidere A1, che opera
come segue.

5 = “Su input (M.w), una codifica di una TM M ed una stringa w:
1. Esegue la TM R su mput (M, w).
2. Se R rifivta, rifiuta.
3. Se A accetta, simula M su w finché non si ferma
4. Se M ba accettato, acceita; se M ha rifiutato, rifiuto.”

Chiaramente, se R decide HALT 1y, allora S decide Avy. Poiche Ay &

Il Teorema 5.1 illustra i postro metodo per dimostrare che un problema
& indecidibile. Questo metodo & comune alla maggior parte delle dimo-
strazioni di indecidibilith, tranne che per lindecidibilith di Ay stesso,
che viene dimostrata direttamente utilizzando il metodo della diagonalizza-
zione.

Presentiamo ora vari altri teoremi e le loro dimostrazioni come ulteriori
esempi dell'uso delia riducibilitd per dimostrare indecidibiliti. Sia

Erw = {{M)| M &una tM e L(M) = 0}.
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TEOREMA 5.2

Ew & indecidibile.

IDEA. Seguiamo lo schema adottato nel Teorema 5.1. Assumiamo che
Erm & decidibile e mostriamo che Aty & decidibile — una contraddizione.
Sia R una TM che decide Eqy. Utilizziamo R per costruire la TM S che
decide ATy. Come funzionera S quando riceve in input{Af, w)?

Un'idea & che § esegue R su input {M) e vede se R accetta. Se lo fa,
sappiamo che L{M) & vuoto e quindi che M non accetta w. Ma, se R rifiuta
(M), tutto quello che sappiamo & che L(M) non ¢ vuoto e, di conseguenza,
che M accetta qualche stringa ~ ma ancora non sappiamo se M accetta
la stringa w in particolare. Quindi abbiamo bisogno di utilizzare ur’idea
diversa. Invece di eseguire R su (M), eseguiamo R su una modifica di {M).
Modifichiamo (M} cosi da garantire che M rifiuta tutte le stringhe tranne
w, ma su input w, funziona come al solito. A questo punto, utilizziamo
R per determinare se la macchina modificata riconosce il linguaggio vuoto.
L’unica stringa che adesso la macchina pud accettare & w, per cui il suo
lingnaggio sard non vuoto sse accetta w. Se R accetta quando riceve in
input la descrizione deila macchina modificata, sappiamo che la macchina
modificata non accetta nulla e che A non accetta w.

DIMOSTRAZIONE  Descriviamo la macchina modificata gid descritta nel-
I'idea di dimostrazione usando la nostra notazione standard. Chiamiamola

M.

M; = “Su input 2
1. Sex # w, rifiuta.
2. Ser=w, esegue M su input w e accetta se M accetta.”

Questa maecchina ha la stringa w come parte della sua descrizione. Es-
sa verifica se x = 1w nel modo ovvio, attraverso la scansione dell'input e
confrontandolo carattere per carattere con w per determinare se coincido-
no. Mettendo insteme tutto guesto, assumiamo che la TM R decide Fry e
costruiamo la TM 5 che decide A1y come segue.

S = “Su input (M, w), una codifica di una TM M e una stringa w:
1. Usa la descrizione di M e w per costruire la TM M, descritta
sopra.
2. Esegue R su input (M3).
3. Se R accetta, rifiuta; se R rifiuta, accetta.”

Notate che S deve essere effettivamente in grado di calcolare una deserizione
di M; da una descrizione di M e w. Pud farlo, perché ha bisogno solo di
aggiungere ad M alcuni stati in pit che svolgono il test z = w. Se R
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fosse un decisore per FErw, S sarebbe un decisore per Arm. Un decisore
per ATy non pud esistere, quindi sappiamo che Etm deve essere indecidi-
bile.

Un altro interessante problema computazionale che concerne le macchine
di Turing & quello di determinare se una data macchina di Turing riconosce
un linguaggio che pud essere riconosciuto anche da un medello di calcolo
pilt semplice. Ad esempio, sia REGULARTM i problema di determinare
se una data macchina di Turing ha un automa finito equivalente. Questo
problema equivale a delerminare se la macchina di Turing riconosee un
linguaggio regolare. Sia

REGULARTM = {{M)| M 2 una TM ed L(M) & un linguaggio regolare}.

TEOREMA 5.3 ........................
REGULARTw & indecidibiie,

IDEA. Come al solito per i tecremi sull’indecidibilita, questa dimostra-
zione consiste in una riduzione da Avpy. Assumiamo che REGULARyw
sia deciso da una T™ R e ytilizziamo quest& assunzione per costruire una
T™ S che decide Ata. Questa volta risulta meno ovvie come utilizzare la
capacitd di R di assistere S nel suo compito. Tuttavia siamo in grade di
farlo. L’idea & che S prenda il suo input {M,w) e modifichi M in modo che
la risultante TM riconosca un linguaggio regolare se e solo se M accetta w.
Chiamiamo My la macchina cosi modificata. Progettiamo M3 in modo che
riconosca il linguaggio non regolare {017 n > 0} se M non accetta w, e
riconosca il linguaggio regolare £* se M accetia w. Dobbiamo specificare
come S pud costruire una tale Mo da M e w. Qui, My accetta automati-
camente tutte le stringhe in {0™1"| n > 0}. Inolire, se M accetta w, M
accetta tutte le altre stringhe.

Notate che la TM My non & costruita con lo scopo di essere eseguita su
qualche input — un malinteso comune. Costruiamo Ma al solo scopo di
dare in input la sua descrizione al decisore per REGULARTnm che abbiamo
assunto esistere. Quando tale decisore da la sua risposta, possiamo usarla
per rispondere se M accetta w o meno. Quindi possiamo decidere Aym,
una contraddizione,

DIMOSTRAZIONE  Definiaino K come una TM che decide REGULARTm
e costruiamo una TM S che decide Atpm. Allora S funziona come
segue,
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S = “Su input {M,w), dove M & una TM e w & una stringa:
1. Costruisce la seguente TM Mg,
My = “Su input =:
1. Se x ha la forma 0™1", accetia.
2. Se r non ha tale forma, esegue M su input w e
aceetta se M accetta w.”
2. Esegue R su input (M),
3. Se R accetta, accefta; se i rifiuta, rifiuta.”

Con prove simili, sl pud dimostrare che i problemi di testare se il iingu.aggi()
di una macchina di Turing ¢ un linguaggic contexi-free, un linguaggio de-
cidibile o anche un linguaggio finito sone indecidibili. Infatti, un risult'fitq
generale, chiamato teorema di Rice, afferma che determir%are a qu'a{sz'asz
proprietd del linguaggl riconosciuti da macchine di Turing & indecidibile.
Diamno 1} teorema di Rice nel Problema 5.16.

Finora, la nostra strategia per dimostrare P'indecidibilita di linguaggi pre-
vede una riduzione da A1n. A volte la riduzione da qualche altro linguaggio
indecidibile, come ad esmpio Erp, risulta pilt conveniente per dimostrare
che certi }ir;gua‘ggi sone indecidibili. Il Teorema 5.4 mostra cllle'vgriﬁcare
lequivalenza di due macchine di Turing & un problema indemd}bﬂ'e. Poi
tremmo provarlo con una riduzione da Atym, ma abbiamo 1’0.(:cas_10ne di
dare un esempio di una prova di indecidibilitd mediante una riduzione da
ETM- Sia

EQqy = {{My. M2l My ed My sono T™ ed L{M;) = L(M,)}.

TEOREMA 5.4

EQ 1w & indecidibile.

IDEA.  Mostriamo che se E@Qyy fosse decidibile allora anche Frpy sarek.)be
decidibile eseguendo una riduzione da Erm a EQyy. Llidea & semplice.
B &l problema di determinare se il linguaggio di una Tm & vuotg. EQtm
¢ il problema di determinare se i linguaggi delle due T™ sono ugua..h. Se uno
i questi linguaggi & 9, ci ritroviamo con il problema di determ‘ma.re_ se il
linguaggio delPaltra macchina & vuoto, ciod il problema Bry. Quindi, in un
certo senso, i problema Frp € un caso particolare del problema EQyy, dove
una delle macchine & fissata per riconoscere i Hinguaggio vioto, Questa idea
rende la riduzione pin {acile.

DIMOSTRAZIONE Consideriamo una TM R che decide EQqy e
costruiame la TM 5 che decide Fry come segue.
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S = “Suinput (M), dove M & una T™:

1. Esegue R su input {M, M;), dove M; & una T™ che rifiuta
ogni input.
2. Be R aceetia, accetto; se R rifiuta, rifiuie.”

Se R decide EQqy, S decide Erpm. Ma il Teorema 5.2 o dice che Erp &
indecidibile, quindi anche EQvn deve essere indecidibile,

Riduzioni mediante starie di computazione

Il metodo mediante storie di computazione & una tecnica importante per
dimostrare che Ay @ riducibile a certi linguaggi. Questo metodo & spes-
so utile quando il problema da mostrare indecidibile comporta la dimo-
strazione dell’esistenza di qualcosa. Per esempio, questo metodo viene
utilizzato per mostrare Uindecidibilita del decimo problema di Hilbert,
verificare Pesistenza di radici intere di un polinamio. La computazione
per una macchiva di Turing su un input & semplicemente la sequenza
delle configurazioni attraverso cui la macchina passa mentre elabora in-
put. Si tratta di una registrazione completa della computazione della mac-
china.

Sia M una macchina di Turing e w una stringa di input.
Una storia di computazione accettante per M su w
& una sequenza di configurazioni, 7y, Co, ..., C}, dove (4
¢ la configurazione iniziale di M su w, U & una configu-
razione di accettazione per M, e ogni () segue da ;_,;
in accordo alle regole di M. TUna storia di comnputa-
zione di rifiuto per M su w & definita in modo ana-

logo, tranne per il fatto che € & una configurazione di
rifiuto.

Le storie di computazione sono sequenze finite. Se A non i ferma su w,
non esiste una storia di computazione accettante o di rifiuto per M su w.
Le macchine deterministiche hanno al massimo una storia di computagzione
su ogni input. Le macchine non deterministiche possono avere molte sto-
rie di computazione su un singolo input, corrispondenti ai diversi rami di
computazione. Per ora, continuiamo a concentrarci sulle macchine deter-
ministiche. La nostra prima dimostrazione di indecidibilita utilizzando il
metodo delle storie di computazione riguarda un tipe di macchina chiamato
automa linearmente limitato.
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T DEFINIZIONE 5.6

Un automa linearmente limitato & un tipo ristretto di
macchina di Turing in cui alla testina del nastro non & per-
messo di spostarsi fuori dalla parte del nastro che-contlene;,
'input. Se ia macchina tenta di spostare la testing al di
fuori deli’input, la testina rimane dove st trova — come ac-
cade in una normale macchina di Turing dove ]a testina non
avanza oltre l'estremita sinistra del nastro.

Un automa linearmente limitato & una macchina di Turing con una quan-
tith limitata di memoria, come mostrato schematicamente.n\elle} seguen?e
figura. Pud risolvere solo problemi che richiedono un quantlta.dl memoria
al pilt pari alla dimensione dell’input. L'uso di un.aifa‘beto ‘dz_ nas_tro pilt
grande dell’alfabeto dei input consente alla memoria dlsponil:_)ﬂe di essere
aumentata di un fattore costante. Quindi diciamo che per un ;npu_t-dl lun-
ghezza n, la quantita di memoria disponibile & lineare in n - da qui il nome

di questo modello.
contzollo
FIGURA 5.7

Schema di un automa linearmente limitato

Nonostante il vincolo sulla memoria, un automa linermente limitato (LBA}
& abhastanza potente. Ad esempio, 1 decisori per Apra, Acra, ED?:A, e Ecrg
sono tutti dei LBA. Ogni CFL pud essere deciso da un LBA. Infa.tt‘l, otten'ere
un linguaggio decidibile che non puod essere deciso da un LEA non & semplice,
Svilupperemo le tecniche per farlo nel Capitolo 9. . '

Qui, ALga & il problema di determinare se un -LB'A_a,ccetta il suo in-
put. Anche se A ga coincide con il problema indecidibile A-n‘,f qua.m.tio. la
macchina di Turing & un LBA, possiamo dimostrare che Apga ¢ decidibile.
Sia .

Atpa = {{M,w)| M & un LBA che accetta la stringa wh.

Prima di dimostrare la decidibilita di A ga, troviame utile il seguen-
te lemma. Esso dice che un LBA pud avere solo un numero limitato di
configurazioni quando ha in input upa stringa di lunghezza n.

LEMMA 5.8

Sia M un LBA con g stati e g simboli nell'alfabeto di nastro. Esistono
esattamente gng™ configurazioni distinte di M per un nastro di lunghezza n.
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DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che una configurazione di M & come un'i-
stantanea durante il suo calcolo. Una configurazione comprende lo stato
del conirollo, la posizione della testina ed il contenuto del nastro. Qui, M
ha g stati. La lunghezza del suo nastro & n, per cui la testina pud essere
in una delle n posizioni, e ¢" possibili stringhe di simboli del nastro com-
paiono sul nastro. Il prodotto di queste tre quantita & il numero totale di
configurazioni differenti di A/ con un nastro di lunghezza n.

TEOREMA 5.9 oo
Arga € decidibile.

IDEA.  Per decidere se un LBA M accetta Vinput w, simuliamo M su w.
Nel corso della simulazione, se A st ferma e accetta o rifiuta, noi accet-
tiamo o rifiutiamo di conseguenza. La difficoitd si verifica se M cicla su
w. Dobbiamo essere in grado di rilevare tali situazioni in modo da poter
fermare e rifiutare. L'idea per rilevare se M cicla & che, mentre M computa
su w, essa va da confignrazione a configurazione. Se M ripetesse una confi-
gurazione essa continuerebbe a ripetere tale configurazione pi volte, quindi
ciclercbbe. Poiché A & un LBA, la quantiti di nastro disponibile & limita-
ta. I1 Lemma 5.8, ci dice che M pud essere solo in un numerc limitato di
configurazioni su guesta quantiti di nastro. Quindi & disponibile solo una,
quantitd limitata di tempo per M prima che si trovi in una configurazione
in cui & gia stata precedentemente. Rilevare che & entrata in un cicle & pos-
sibile simulando M per il numero di passi dati dal Lemma 5.8. Se A{ non
si ferma entro tale numero di passi, allora deve essere entrata in un ciclo.

DIMOBTRAZIONE  L’algoritmo che decide 4;pa funziona come segue.

L = “Su input (M, w), dove M & un LBA e w & una stringa:
1. Simula M su w per gng™ passi o finché non si ferma.

2. Se M si ¢ fermata, accefta se ha accettato e rifiuta se ha
rifiutato. Se non si & fermata, rifiuta.”

Se M su w non si @ fermata entro gng™ passi, essa deve ripetere una confi-
gurazione, in accordo al Lemma 5.8 e quindi entra in ciclo. Ecco perché il
nostro algoritmo in guesto caso rifiuta.

Il Teorema 5.9 mostra che LBA e TM differiscono in maniera essenziale: per
i primi il problema dell’accettazione & decidibile, ma per le macchine di
Turing non lo &. Tuttavia, alcuni problemi che coinvelgono gli LBA, restano
indecidibili. Uno di questi & il problema del vuoto Eiga = {(M)} M & un
tBA dove L(Af} = B}. Per dimostrare che Figa & indecidibile, diamo una
riduzione che utilizza il metodo delle storie di computazione.
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TEOREMA 510

Ega & indecidibile.

IDEA. (Questa dimostrazione utilizza ana riduzione da ATM. Si dim(;tra
che se Fyga fosse decidibile, lo sarebbe anche Atm. Suppomamo che Eiga
sia. decidibile. Come possiamo utilizzare guesta assunzione per decidere
Atim? Per una TM M e un input w, possiame def;ermmare se M acce_tta. Vw
costrnendo un LBA B e poi verificando se L(5) € vuoto. 1l lmgu_aggio che
riconosce B comprende tutte le storie di computazione a,t:(:ei'._taz]ti di M s
w. Se M accetta w, tale inguaggio contiene almeno upa\s{;rlnga Rﬁzr cui @
diverso dal vuoto. Se A non accetta w., questo\linguagg)o & Vuoto.‘ Se siamo
in grado di determinare se i linguaggio di 7 & vuoto o meno, c:h]ara(lﬁ@ﬁf@
siamo in grado di determinare se M accetta w 0 meno. Adessp ve 1am'0
come costruite B da M e w. Si noti che abblame bisogno di mostr%ne
piit che la semplice esistenza di 5. Dobb-iaz'no n‘losf_.rare come una macc;ihlﬁ;
di Turing pud ottenere una descrizione di B a parm‘re dalle dea‘;.crmo.m' M
e w. Come nelle riduzioni date in precedenza per fhn.lostrare 1’1ndead1ﬁ}hta
di un linguaggio dato, costruiamo B solo per <I1are in input la sua descrizione
al presunto decisore per Eiga non per eseguire B su ql\miche 111p.ut. .

Costruiamo B in modo che accetti il suo input x se x & una storia di c.om-
putagzione accettante di M su w. Ricordate che una storia di computazione
accettante & una seguenza di confignrazion, Cy, Cq, ..., Oy ch.e M occupa
quando accelta una qualche stringa w. At fini di questa prova‘:ﬂ assume che
la storia di computazione accettante viene data come una smgol.a strmga
con le configurazioni separate 'una dall’altra dal simbolo #, come illustrato
nella Figura 5.11.

# # # # o # #
&5 Ca Cy e

FIGURA 5.11

Un possibile input per BB

1’automa linearmente limitato B funziona come segue. Quando riceve un
input z, B deve accettare s¢ & una storia di compl_ltazpn.e accc'ettant.e DGI:
M su w. In primo luoge, B siferma su z secondf) i d'ehmatat.o'ﬂ contenuti
nelle stringhe Cy,Ca, . .., C). Poi B determina se i vari (7 soddisfano le tre
condizioni di una storia di computazione accettante.

1. ¢, & la configurazione iniztale per M su w.
2. Ogni iy segue legalmente da €.
3. C; & una configurazione di accettazione per M.
La configurazione iniziale Cy per M su w & la stringa gounwy - - - Wy, dove qo

& Io stato iniziale di M. Qui, B ha questa stringa direttamente mtt.%grata2
quind} & in grado di verificare la prima condizione. Una configurazione di
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accettazione & una che contiene lo stato Qaccepy quindi B puo controllare
la terza condizione scandendo Oy per Qaccept. L@ seconda condizione é la
pit difficile da controliare. Per ogni coppia di configurazioni adiacenti, B
controlla se (i1 g segue legalmente da ;. Questa fase consiste nel verificare
che C; e Cyy1 sono identiche tranne che per la posizioni sotto la testina e
queile adiacenti ad essa in C;. Queste posizioni devono essere aggiornate in
base alla funzione di transizione di M. Allora B verifica che Vaggiornamen-
to & stato fatto correttamente zig-zagando tra le posizioni corrispondenti
di O e Cipq. Per tenere traceia delle posizioni attuali, durante la fase di
zig-zag, B marca la posizione corrente con dei punti sul nastro. Infine, se
le condizioni 1, 2 e 3 sono soddisfatte, B accetta i1 suo input. Invertendo
la risposta del decisore, ofteniamo la risposta alla domanda se M accetta
w0 meno. In questo modo possiamo decidere Avm, ottenendo cost una
contraddizione.

DIMOSTRAZIONE  Ora siamo pronti a formalizzare la riduzione da A

a Eiga. Supponiamo che la TM R decide B pa. Costruiamo una T™M S che
decide Aty come segue.

S = “Suinput (M, w), dove M & ana TM ¢ w0 & una stringa:
1. Costruisce un 1tBA B da M e w come descritto nell’idea di

dimostrazione.
2. Esegue R su input (5},
3. Se R rifivta, accetta; se It accetta, rifiuta.”

se R accetta (B), allora L(B) = §. Quindi M non ha aleuna storia di
computazione acceitanie su w e M non accetta w. D4 conseguenza S rifinta
(M, w). Allo stesso modo, se R rifiuta (B}, il linguaggio di B & diverso dal
vnoto. L'unica stringa che B pud accettare & una storia di compiitazione
acceltante di M su w. (Quindi M deve accettare w. IN consegnenza S
accetta (M, w). La Figura 5.12 illustra B.

|5
L]

J---l#!j!ga[aibjl#!_x[xiq.alb‘l#l---t
c, Ciay

FIGURA 5,12
Un LBA B che controlfa una steria di computazione di una TM
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Possiamo anche usare la tecnica di riduzione mediante storie di computa?-
zione per stabilire I'indecidibilita di alcuni problemi legati alle grammati-
che context-free ed agli automi a pila. Ricordiamo che nel Teorema 4.8
abbiamo presentato un algoritmo per decidere se una grammatica- context-
free non genera alcuna stringa, ciot se L(G) = @. Ora dimostriamo che
un problema correlato & indecidibile. Si tratta di determinare se uma
grammatica context-free genera tutte le possibli stringhe. Dimostrare ch.e
questo problema & indecidibile & il passo principale per dimos.trare_ c-h? il
problema dell'equivalenza per le grammatiche context-free ¢ indecidibile.
Sia
ALLcre = {(G)| G & una CFG ed L{G) = X}

TEOREMA 5,13 oot
ALLCF(; & indecidibile.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione procede per assurdo. Per ottenere
1a contraddizione assumiamo che ALLcrg sia decidibile e usiamo questa
assunzione per dimostrare che Aty & decidibile. Questa, dimostrazione &
gimile a quella del Teorema 5.10, ma con un tocca in pilt; & una riduzione
da At attraverso storle di computazione, ma modifichiamo }eggermel}te
la rappresentazione della storia di computazione per una raglone tecnica
che spiegheremo in seguito. Ora descriviamo come utitizzare una proce-
dura di decisione per ALLcre per decidere Aqpy. Per una TM M ed un
input w costruiamo una CFG G che genera tutie le stringhe se e solo se
M non accetta w. Cosl, se M non accetta w, ' non genera una partl-
colare stringa. Questa stringa & — indovinate — la storia di computazione
accettante per M su w. Ciog G & progettata in modo da generare tutte
le stringhe che non sono una storia di computazione accentante per M
su w. Per far siche la CFG (& generi tutte le stringhe che non costitul-
scono una storia di computazione accettante per M su w, utilizziamo la
seguente strategia. Una stringa pud non essere una storia di computa-
zione accettante per vari motivi. Una storia di computazione accettant(?
per M su w & del tipo #C#Co# - - #C#, dove C; & la configurazione di
M al passo i-mo di computazione su w. Quindi, (G genera tutte le strin-
ghe

1. che non iniziano con Oy,
2. che non terminano con una coafigurazione di accettazione, o
3. in cui qualche C; non produce Ci.y in accordo aile regole di M.
Se M non accetta w, non esiste aleuna storia di computazione accettante,

quindi tutte le stringhe falliscono in un modo o nellaltro. Pertanto &
genererebbe tutte le stringhe, come desiderato.
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Ora arriviamo alla effettiva costruzione di G. Invece di costruire &, co-
strulamo un PDA D. Sappilamo di poter usare la costruzione data nel
Teorema 2.20 (pagina 120) per convertire D in una CFG. Operiamo in que-
sto modo perché, per i nostri scopi, la progettazione di un PDA risulta pil
semplice della progettazione di una CFG. In questa istanza, D partird in
maniera non deterministica per indovinare quale delle tre precedenti condi-
zioni verificare. Una ramificazione controlla se i'inizio della stringa di input
€ (1 e accetta se non lo & Un'altra ramificazione controlla se la stringa di
input termina con una configurazione che contiene lo stato di accettazione,
Gaceept, €d accetta, se non lo contiene.

La terza ramificazione dovrebbe accettare se quaiche C; non produce
correttamente Cy1;. Punziona scandendo I'input fino a quando non decide
in maniera non deterministica che & arrivata a ;. Poi, inserisce C; nella
pila fino a quando non arriva alla fine come contrassegnato dal simbolo
#. Quindi D estrae dalla pila per effettuare il confronto con Ciyy. Esse
devomno corrispondere, tranne che attorno alla posizione della testina dove la
differenza & determinata dalla funzione di transizione di M. In conclusione,
D accetta se individua una mancata corrispondenza o un aggiornamento
improprio.

11 problema con questa idea & che, quando D estrae C; dalla pila, &
in ordine inverso e non adatto al confronto con Ciyy. A questo punto
appare evidente come cambiare la dimostrazione: scriviamo le storie di
computazione accettanti in modo diverso. Ogni seconda configurazione
viene scritta al contrario. Le posizioni dispari rimangono scritte nell’ordine
originale, ma le posizioni pari sono scritte in ordine inverso (all’indietro).
Cosi una storia di computazione accettante appare come mostrato nella
figura seguente.

# # # - # — # # #
e PP —_—
C C’;Z Cy C‘;?- )
FIGURA 5.14

Ogni seconda configurazione & scritta in ordine inverso

In questa forma modificata, il PDA & in grado di inserire una configurazione
in modo tale che, quando viene estratta, Pordine & adatto per il confronto
tra elementi successivi. Progettiamo D in modo tale da accettare qual-
siasi stringa che non & una storia di computazione accettante neila forma
modificata.

Neli’Esercizio 5.1 potete usare il Teorema 5.13 per mostrare che EQ¢pg €
indecidibile.
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5.2
UN SEMPLICE PROBLEMA INDECIDIBILE

In questa sezione mostriamo che ii fenomeno del}’indecidzibiiilté non & limi-
tato a problemi connessi con gh automi. Diamo un esempic di un pro‘blema
indecidibile che concerne semplici manipolazioni di stringhe. Esso & noto
come il Problema della Corrispondenza di Post, o PCP. N

Possiamo descrivere questo problema come un tipo di puzzle. Iniziamo
con un insieme di tessere del domino, ognuna contenente due stringhe, una
su ogni lato. Una tessera & del tipo

-
l.ab,

ed un insieme di tessere ¢ del tipo

b { a } [ca] labc”

[E}’ apl’ tal L c 1
Lo scopo & quello di creare una lista di tessere {con eventuali ripetizioni)
in modo tale che la stringa che otteniamo leggendo i simboli sulla meta
superiore delle tessere & la stessa che si ottiene Jeggendo i simboli sulle

metd inferiori. Una tale lista & chiamata match. Per esempio la lista
seguente & un match per il precedenie puzzle.

aijlrb [ca] [ a ] {abc}
[;ﬂ {cTa} allab c
Leggendo la stringa supetiore otteniamo abcaaabe, che & uguale a quella

inferiore. Possiamo anche rappresentare tale match deformando le tessers
in modo tale da allineare i simboli di sopra e di sotto corrispondenti.

falb Lc aia La b ¢
DN TN, T
ra blc a‘ata bilci

Alcuni insiemi di tessere non ammettono un match. Per esempio Pinsieme
[abc} [ca} [acc}
abl lal Lba

non pud ammettere un match perché ogni stringa superiore & pill hunga
della corrispondente stringa inferiore. _ .

11 Problema della Corrispondenza di Post chiede di determinare se un
insieme di tessere ammetie un match. Tale problerna non & risolvibile

mediante un algoritmo.
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Prima di dare Ia formulazione esatta di questo teorema, definiamo i1 pro-
blema in maniera precisa e poi lo esprimiamo come linguaggio. Un'istanza
di PCP & un insieme P di tessere

P={[e) ) 2]

ed un match & una sequenza £, io, .. ., i, dove Lyt - 4y, = by by, -+ b, I
preblema consiste nel determinare se £ ammette un mateh. Sia

FPCP = {{P}| P & un’istanza del Problema della Corrispondenza di Post
che ammette un match}.

TEQREMA 5,15 i
PCFP & indecidibile.

IDEA.  Concettualmente & una dimostrazione semplice, anche se necessita
di molti dettaghi. La tecnica principale consiste in una ridugione da Arm
mediante storie di computazione accettanti. Mostriame che per ogni TM A
ed input w, possiamo costruire un’istanza P dove un match & una storia
di compuiszione accettante per Af su w. Se potessimo determinare se
un‘istanza ammette un match. saremmo in grado di determinare se M
accetia w o meno.

Come possiamo costruire P in modo tale che un match sia, una storia di
computazione accettante per M su w? Scegliamo le tessere in P in modo
tale che un match forza 'esecuzione di una simulazione di M. Nel match,
ogail tessera collega una o pit posizioni in una configurazione con la (le)
corrispondente nella configurazione successiva,

Prima di passare alla costruzione, dobbiamo considerare tre dettagli
tecnici. (Non preoccupatevene eccessivamente in una prima lettura del-
la costruzione). Come prima cosa, per comodita nella costruzione di P,
assumiamo che M su w non tenta mai di muovere la testina oltre Pestre-
mitd sinistra del nastro. Cid richiede di modificare preliminarmente M per
ottenere lale comportamento. In secondo luogo, se w = &, usiamo la sfringa
b invece di w nella costruzione. Infine, richiediamo che un match inizi con
la prima tessera,

Tty
[or)

in seguito mostreremo come eliminare questa richiesta. Chiamiamo questo
problema il Problema della Corrispondenza di Post Modificato (MPCP).
Sia

MPCOP = {{F}] P & ur’istanza del Problema della Corrispondenza di Post

che ammette un match che inizia con la prima tessera}.
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Ora diamo i dettagli della dimostrazione e progettiamo P in modo da
simulare M su w.

DIMOSTRAZIONE  Assumiamo che la T™M R decide PCP e costruiamo S
che decide ATn. Sia

M = (Q,2,T,4, g0, Gaccept: Qreject)>

dove @, £, T, e § sono V'insieme degli stati, Ialfabeto di input, 'alfabeto di
nastro e la funzione di transizione di M, rispettivamente.

In tal caso, S costrilisce un'istanza P di PCP che ammette un match
sse M accetta w. Per fare ¢id, § prima costruisce un'istanza P di MPCP.
Ne descriviamo ia costruzione in sette parti, ogruna delle quali riguarda
un aspetto della simulazione di M su w. Per spiegare quetlo che facciamo,
alterniamo la costruzione con un esempio di costruzione.

Parte 1. La costruzicne inizia come segue.

# . £
Poniamo [ } in P’ come prima tessera [EL]
1

#gprnwe - - weH
Poiche P' & un’istanza di MPCP, il match deve iniziare con questa tessera.
Quindi la stringa inferiore inizia correttamente con () = qowiws - - - Wy, la
prima configurazione nella storia di computazione accettante di M su w,
come mostrato nella seguente figura.

# ogo uny Wy ... Wy #

FIGURA 5.16
Inizio del match per MPCP

In questa descrizione del match parziale ottenuto finora, la stringa inferiore
& #gowiwsy - - - wy# e quella superiore & semplicemente #. Per ottenere un
match, dobbiamo estendere la stringa superiore in modo da coincidere con
quella inferiore. A tal fine, forniamo altre tessere. Le ulteriori tessere fanno
81 che la successiva configurazione di M appaia con 'estensione della stringa
inferiore forzando Ja simulazione di un passo di M.

Nelie parti 2,3 e 4, aggiungiamo a P’ delle tessere che realizzano la parte
principale della simulazione. La parte 2 gestisce il movimento della testina
a destra, la parte 3 gestisce il it movimento della testina a sinistra, la parte
4 gestisce le celle del nastro non adiacenti alla testina.

i et o ansm e

i
i
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Parte 2. Per ogni a,b € I" ed ogni ¢,r € @ dove ¢ # greject,

se 6{g,a) = (r,b,R), inserisei [%ﬁf] in P.
r

Parte 3. Perogni a,b,c €' ed ogni ¢,7 € Q dove ¢ # greject,
se 5{g,a) = (r,b,L)}, inserisci [%] in P
reh
Parte 4. Per ogni e €T,
. Lo T, ’
inserisci [m] in P,
£

Ora creiamo nn esempio ipotetico per illusérare quello che abbiamo costrui-
to finora, Sia I = {0,1,2,u}. Diciamo che w & la stringa 0100 e che lo
stato iniziale di M & gp. Nello stato gg, leggendo 0, supponiamo che la
funzicne di transizione dice che M va nello stato gy, scrive 2 e muove la
testing a destra. In altre parole &(go,0) = (g7,2,R).

La parte 1 inserisce la tessera

[-s708) = 2

VR s
in P, e il match inizia.
#

# g0 100 #

Poi la parte 2 inserisce la tessera
b
2q7
poicke d(gg, 0) = (g7, 2, R) e la parte 4 inserisce le tessere
LG [
ol libla) © H

in P, poiché 0, 1, 2 e u sono elementi di T". Insieme alla parte 5, cid ci
permette di estendere il match a
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Quindi le tessere delle parti 2,3 e 4 ¢i permetiono di estendere il match
agginngendo Ja seconda configurazione dopo la prima. Voghiamo ch.e que-
sto processo continui, con Paggiunta della terza conﬁgurazim;e, poi della
quarta, € cosi via. Affinché ci6 avvenga, abbiamo bisogno di aggiungere
una o pitt tessere per copiare il simbolo #,

rme® Inserisci [f} e [w#] in P'.

R ¥ uit
La prima di queste tessere ¢i permette di copiare il simbolo # che.sepa-
ra le configurazioni. Inoltre, la seconda tessera ¢i permette dj aggiunge-
re il simbolo U alla fine della configurazione cosi da simulare gli infiniti
blank sulla parte desira del nastro che sono soppressi quando scriviamo la

configurazione.
Continuando con Iesempio, diciamo che nello stato g7, leggendo 1, M va
nello stato gs. scrive 0 e muove la testina a destra. Cioé &gz, 1) = (g5.0,R).

o
[q—"‘[ } in I‘ "_

Oqs

Di conseguenza, il match parziale viene esteso a

Ora, supponiame che nello stato gg, leggendo 0, M si sposta nello s‘catg g9
scrive 2, e muove la testina a sinistra. Ciot d(gs,0) = (gg,2,L). Quindi
abbiamo le tessere

[0%03 {1(;50} [2%01 . {uqso]
go02:" Lge12i" Lge22]” 7 Lgou2

La prima ¢ importante perché il sinbolo a sinistra della testina &0 1
match viene esteso a
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# 2 0 g5 0

Notale che mentre costruiameo un match, siamo forzati a simulare M su
input w. Questo processo continua fino a quando M raggiunge uno stato
di arresto. Se tale stato & di accettazione, vogliamo che la stringa supe-
riore venga a coincidere con quelia inferiore cosi da completare il match.
Possiamo far §1 che cio accada aggiungendo alcune tessere.

Parte 8. Perogniael,

. .o 8 Qaccept Gaccept 17 . -
inserisci { Flle P22 i P

Gaceept Gaccept

Questo passo ha leffetto di aggiungere “psendo-passi” della macchina i
Turing dopo che essa si & fermata, dove la testina “mangia” simboli adia-
centi fino a che non ne rimane alcuno. Continuando con Uesempio, se it
match parziale quando la macchina si ferma nello stato di accettazione &

# 21 qacccplo 2 #

Le tessere appena aggiunte permettono di continuare il match:

- rom #
N
201 Groeept 1Z1HY = # Gaceepel#

Parte 7. Infine aggiungiamo la tessera

[ Gaccept #f ]
#

€ completiamo i match:

¥ Gaceepr # #

% Gaccept #i#
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N

Questo conclude ta costruzione di P'. Ricordate che P’ & un’istanza di
MPCP dove il match simula la computazione di M su w. Per completare
la dimostrazione, ricordiamo che MPCP differisce da PCP per la richiesta
che il mateh inizi con la prima tessera defla lista. Se guardiamo a P’ come
a un'istanza di PCP invece che di MPCP, esso ammette sicuramente un
match indipendentemente dal fatto che M accetta w o meno. Vedete il
perché? (Sugg. & molto breve.)

Ora mostriamo come trasformare P’ in P, un’istanza di PCP che ancora
simula M su w. Lo facciamo utilizzando uno stratagemma tecnico. L'idea
& di utilizzare la richiesta che il match inizi con la prima tessera ed inglo-
barla direttamente nell’istanza del problema cosi che sia automaticamente
soddisfatta. A tal punto la richiesta non & piu necessaria. Introduciamo la
notazione necessaria all'implementazione di tale idea.

Sia u = uug - - - Uy, una stringa di unghezza n. Definiamo *u, ux e *ux
come le tre stringhe

*U = kU EUFUIF - klUp
Uk = Ul FUskUg* - KUp ¥
KUk = Wy RUIKUIF - kU *.

Qui *u aggiunge il simbolo * prima di ogni carattere in u, u* ne aggiunge
uno dopo ogni carattere in w e s+ ne aggiunge uno sia prima che dopo

ogni carattere in u.
Per trasformare P’ in P, un’istanza di PCP, procediamo come segue. Se

P’ & I'insieme " " f "
{2

prendiamo P come I'insieme

o) Bl Gl ) o[l [50)

[*bl* "l byxd” Lhawd” Lbgwt” " Ll L OE]T
Considerando P come un'istanza di PCP, vediamo che 'unica tessera che
potrebbe eventualmente essere quella iniziale del match & proprio la prima

{*tl ]
*byk ’
poiche & la sola in cui sia la parte superiore che quella inferiore iniziano con
uno stesso simbolo — precisamente x. Oltre a far si che il match inizi con la
prima tessera, la presenza dei caratteri * non influisce sull’esistenza di un

match perché essi si limitano ad alternarsi con i simboli originali. I simboli
originali ora si trovano nelle posizioni pari del match. La tessera

%]

S P——
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& presente per permettere alla parte superiore di aggiungere {’ulteriore
alla fine del match.

5.3
RIDUCIBILITA MEDIANTE FUNZIONE

Abbiamo mostrato come utilizzare la tecnica della riducibilita per dimostra-
re che alcuni problemi sono indecidibili. In questa sezione formalizziamo il
concetto di riducibilita. Questo ci permette di usare la riducibilita in modo
pit raffinato, come per esempio per dimostrare che alcuni lingnaggi non
sono Turing-riconoseibili e per applicazioni in teoria della complessita. La
nozione di ridurre un problema ad un altro pud essere definita formalmente
in vari modi. La scelta di quale usare dipende dall’applicazione. La no-
stra scelta ricade su un tipo semplice di riducibilitd chiamato riductbiliid
mediante funzione.]

Informalmente, essere in grado di ridurre if problema A al problema B
utilizzando una riduzione mediante funzione significa che esiste una funzio-
ne calcolabile che trasforma istanze del problema A in istanze del problema,
B. Se abbiamo una tale funzione, detta riduzione, siamo in grado di risol-
vere A risolvendo istanze di B. 1} motivo risiede nel fatto che una qualsiasi
istanza di A pud essere risolta utilizzando prima la riduzione per convertirla
in un’istanza di B e poi risolvere tale istanza di B. Nel breve daremo una
definizione precisa di riducibilith mediante funzione.

Funzioni calcolabili

Una macchina di Turing calcola una funzione iniziando con Pinput della
funzione sul nastro e terminando con 'output della funzione sul nastro.

DEFINIZIONE 5.17
Una funzione f: X*— %" & una funzione calcolabile se

esiste una macchina di Turing M che, su gualsiasi input w,
si ferma avendo solo f(w) sul nastro.

ESEMPIO 5,18 -

Tutte le operazioni aritmetiche usuali su numeri interi sono funzioni calco-
labili. Per esempio, possiamo progettare una macchina che prende in input

1fs chiamata riducibilité molti-a-uno in altri libri di testo.
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{m,n) e restituisce m + n, la somma di m ed n. Non diamo dettagli qui, li
lasciamo come esercizio.

ESEMPIO  5.19 oo

Le funzioni calcolabili possono essere trasformazioni di descrizioni di mae-
chine. Per esempio, una funzione calcolabilef prende in input w e restituisce
la descrizione di una macchina di Turing (M} se w = (M) & la codifica di
una macchina di Turing M. La macchina M’ & una macchina che riconosce
lo stesso linguaggio di M, ma non tenta mai di muovere la testina oltre il
Hmite sinistro del suo nastro. La funzione f realizza questo compito con
Paggiunta di vari stati nelia descrizione di M. La funzione restituisee € se
w non & una codifica legale di una macchina di Turing,.

Definizione formale di riducibilitd mediante funzione

Definiamo ora la riducibilita mediante funzione. Come al solito, rappresen-
tiamo problemi computazionali mediante linguaggi.

T DEFINIZIONE 75207
Un linguaggio A si dice riducibile medionte furnzione
al linguaggic B, e si denota con A <, B, se esiste una
funzione caleolabile f: ¥*— X*, dove per ogni w,

we 4= flu)e B,

La funzione f & chiamata riduzione da A a B.

La figura seguente illustra la riducibilitd mediante funzione.

FIGURA 5.21
La funzione f riduce A a B
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Una riduzione mediante funzione da 4 a £ fornisce un mado per convertire
problemi di appartenenza ad A in problemi di appartenenza a B. Per verifi-
care se w € A, usiamo la riduzione f per mappare w in f{w) e verifichiamo
se f(w) € B o meno. T termine riduzione mediante funzione deriva dalla
funzione che viene utilizzata per la riduzione.

Se un problema & riducibile mediante funzione ad un secondo problema,
gla precedentemente risolto, possiamo ottenere da guesto una soluzione al
problema originale. Catturiamo guest'idea nel Teorema 5.22.

TEQREMEA 527 e marstmssssissss s onreees

Se A <, B e B & decidibile, allora A & decidibile.

DIMOSTRAZIONE. Siano M il decisore per B ed [ Ia riduzione da A4 a
. Descriviamo un decisore N per A come segue.

N = “Bu input w:
1. Computa f{w).
2. BEsegue M suinput f{w) e restituisce lo stesso output di M.”

Ovviamente, se w € A, allora f{w) € B perché f & una riduzione da A
a B. Quindi, M accetta f{w} ogni volta che w € A. Quindi. N svolge il
compito desiderato.

11 seguente corollario al Teorema 5.22 rappresenta il nostro strumento
principale nelle dimostrazioni di indecidibilita.

COROLLAR!O 5.23 ..................................
Se A <,, B e A ¢ indecidibile, allora. B ¢ indecidibije.

Ora rivediamo alcune delle nostre prove precedenti che hanno utilizza-
to ii metodo della riducibilitd per ottenere esempi di riduzioni mediante
funzione.

ESEMPIO  5.24

Nel Teorema 5.1 abbiamo usato una riduzione da Ap per dimostrare che
HALT vy ® indecidibile. Questa riduzione ha mostrate come un decisore
per HALT 1y potrebbe essere utilizzato per ottenere un decisore per Ap.
Possiamo fornire una riduzione mediante funzione da Aty a HALT 1M come
segue. Per farlo, dobbiamo fornire una funzione calcolabile f che prende in
input (M, w) e restituisce in output (M’, v}, dove

(M,w) € Avm se e solose (M w' € HALTtm.
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La seguente macchina F calcola una riduzione f.

F = %8u input {M, w):
1. Qostruisce la seguente macchina M.
M’ = “Su input z:
1. Esegue M su x.
2. Se M accetta, acceita.
3. Se M rifiuta, cicla.”
2. Qutput (M’ w).”

Qui sorge un problema minore che riguarda le stringhe in input che non
sono della forma corretta. Se la TM F determina che il suo input non & della
forma corretta, in accordo a quanto specificato dalla linea dellinput “Su
input {M,w):"e, quindi, che I'input non & in Arm, la T™M da in output una
stringa non in HA LTy, Pud essere una qualsiasi stringa non in HALT .
In generale, quando descriviamo una macchina di Turing che caleola una
riduzione da A a B, assumiamo che gli input cke non sono della forma
corretta sono mappati in stringhe al di fuori di B.

ESEMPIO 5.25

La dimostrazione dell’indecidibilit del Problema delta Corrispondenza di
Post nel Teorema 5.15 contiene due riduzioni mediante funzione. Prima,
dimostra che Aty <m MFCP e poi mostra che MPCP <, PCP. In
entrambi i casi siamo in grado di ottenere facilmente Peffettiva fumzione
di riduzione e mostrare che si tratta di una riduzione mediante funzione.
Come mostra 'Esercizio 5.6, la riducibilith mediante funzione & transitiva,
per cui queste due riduzioni insieme implicano Avm Sm PCP.

ESEMPIO 5.26

Una riduzione mediante funzione da Erym a EQ 1y si trova nella dimostra-
zione del Teorema 5.4. In questo caso la riduzione f mappa I'input (M)
nell’output {M, M;}, dove M| & la macchina che rifiuta ogni input.

ESEMPIO 5.27 -

La dimostrazione del Teorema 5.2, mostrando che Fry € indecidibile, illu-
stra la differenza tra la nozione formale di riducibilitd mediante funzione
che abbiamo definito in questa sezione e la nozione informale di riducibi-
lita che abbiamo usato in precedenza in questo capitoic. La dimostrazione
prova che Ery & indecidibile riducendo Avw ad esso. Vediamo se slamo in
grado di riscrivere questa riduzione come una riduzione mediante funzione.

Dalla riduzione originale possiamo facilmente costruire una funzione f
che prende in input (M,w) e produce un output (M}, dove M; & la mac-
china di Turing descritta in quella dimostrazione. Ma M accetta w sse
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L{M) & non vuoto, quindi f & una riduzione mediante funzione da Atm 2
FErm. Essa ancora dimostra che Fry € indecidibile in quanto la decidibilita
non & influenzata dalla complementazione, ma non fornisce una riduzione
mediante funzione da Aty a Frw. Infatti, una tale riduzione non esiste,
come vi viene chiesto di dimostrare nell’Esercizio 5.5.

La sensitivitd delle riduzioni mediante funzione alla complementazione &
importante nell’uso della riducibilitd per dimostrare la non-riconoscibilita
di aleuni linguaggi. Possiamo anche utilizzare la riducibilitd mediante fun-
zione per dimostrare che aleuni problemi non sono Turing-riconoscibili. 11
seguente teorema ¢ analogo al Teorema 5.22.

TEQOREMA 5.28
Se A <u B e B & Turing-riconoscibile, allora A & Turing-riconoscibile.

La dimostrazione & uguale a quella che abbiamo dato per il Teorema 5.22,
tranne per il fatto che M ed N sono riconoscitori invece di decisori,

COROLLARIQ 5,20 o

S¢e A <, B e A non & Turingriconoscibile, allora & non e
Turing-riconoscibile.

In una tipica applicazione di questo corollario, supponiamo che A4 sia A,
il complemento di Ayym. Dal Corollario 4.23, sappiamo che non & Turing-
riconoscibile. La definizione di riduzione mediante funzione implica che
A <., B ha lo stesso significato di A<, B. Per dimostrare che B non
& riconoscibile possiamo mostrare che Aty <n B. Possiamo anche usare
la riducibilitdh mediante funzione per dimostrare che alcuni problemi non
sono né Turing-riconoscibili né co-Turing-riconoscibili, come nel seguente
teorema.

TEOREMA 5.320
EQ+y non & né Turing-riconoscibile né co-Turing-riconoscibile.
DIMOSTRAZICONE. Come primo passo, dimostriamo che E{}yy non &

Turing-riconoscibile. Lo facciamo dimostrando che Aty & riducibile a
EQ1y. La funzione di riduzione f opera come segue.

F = “Su input {M,w), dove M & una T™M e w & una stringa:
1. Costruisce le seguenti due macchine, M e Ms.
M = “Su ogni input:
1. Rifiuta.”
My = *Su ogni input:
1. Esegue M su w. Se accetta, accetia.”
2. Restituisce (M, M3).”
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Qui, My non accetta aleuna stringa. Se M accetta w, M accetia gualsiasi
stringa, guindi le due macchine non sono equivalenti. Viceversa, se M non
accetta w, My non accetia alcuna stringa, ed esse sono equivalenti. Percid
f riduce Aty a EQy, come desiderato.

Per dimostrare che EQry non & Turing-riconoscibile diamo una ridu-
zione da Aty al complemento di EQyy  cioe, EQym. In questo modo
dimostriamo che Arm <p EQri. La seguente T™ (7 calcola la funzione di
riduzione g.

G = “Bu input {M,w), dove M & una TM e w & una stringa;
1. Costruisce le seguenti due macchine, M; ed M,.
My = *Bu ogni input:
1. Accetta”
My = “Su ogni input:
1. Esegue M su w.
2. Se accetta, accette.”
2. Restituisce (M, Mo).”

La sola differenza tra f e g si trova nella macchina Mj. In f, la macchina
M, rifuta sempre, mentre in g accetta sempre. Sia in f che in g, M accetta
w sse Mo accetta ogni input. In g, M accetta w sse My ed My sono

ESERCIZI

5.1 Mostrare che Ep & indecidibile
5.2 Mostrare che FQce & coTuring-riconiscibile.

5.3 Trovare un match nella seguente istanza del Problema della Corrispondenza di

(sl (1) 137)

5.4 A <, Be B é&unlinguaggio regolare, cid implica che 4 & un linguaggio regolare?
Perché si o perché no?

A P i .
5.5 Mostrare che Atm non & riducibile mediante funzione a Fry. In altre parole, mostra-
re che nessuna funzione calcolabile riduce Ay ad Bra. {Suggerimento: utilizzare

uzna dimostrazione per assurdo e fatti noti circa Aty e Erm.)

A58 Mostrare che <y € una relazione transitiva.
A5.7 Mostrare che se A & Turing-riconoscibile e A <,, A, allora A & decidibile,

A . . - - . .
5.8 Nella dimostrazione del Teorema 5.15, abbiamo modificato la macchina di Turing
M inmodo che non cerca mai di muovere la testing oltre il limite sinistro del nastro.
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Supponiame di non aver fatto questa modifica a M. Modificare la costruzione per
PCP per gestire questo caso.

PROBLEMI

5.9 Sin AMBIGers = {{G)| G &una CFG ambigua}. Mostrare che AMBIGcrg
& indecidibile. {Suggerimento: usare una riduzione da PCP. Data un'istanza

P {5 1) [2])

de] Problema della Corrispondenza di Post costruire una CFG & con le regole

S5 TiB
T = t1Ta | Stk Tag | tiay ] | tya
B — b;BaJ j ‘ kaak i b]al : ‘ ();;a;,
dove ai, ..., ax sono simboli terminall. Mostrare la corretiezza di questa riduzione. )

5.10 Mostrare che A & Turing-riconoscibile sse A <,,, Aru.
5.11 Mostrare che A & decidibile sse A <, 01",

512 Sia J = {w}a w = 0u per gualche x € Avw oppure w = 1y per qualche y € Ay b
Mostrare che sia J sia J non sono Turing-riconoscibili.

5.13 Fornire un esempio di un linguaggio indecidibile B, tale che B < B.

5.14 Definiamo un eutoma finito o due testine {(2DFA) come un awtoms finito de-
terministice a due nastri di sola lettura con testine che si muovono in entrambe le
direzioni e che iniziano al¥estremo sinistro del nastro di input ¢ che possono essere
controllate in modo indipendente per farle spostare in entrambe le direzioni. 1l na-
stra di una 2DFA & finito ed & solo sufficiente a contenere I'input pitl due celle vuote
addizienali, una sul lato sinistro e una sul late destro, che fungonoe da delimitatori.
Un 2DFA accetta il suo input occupando uno stato speciale di accettazione. Ad
ssempio, un 2DFA pud riconoscere 11 Bnguaggio {a™b"c¢"| n = 0].

a. Sia Awra = {{M,z}{ M & un 2DFA e M accetta x}. Mostrare che Azpra &
decidibile.
b. Sia Fwpra = {{M)}} M & un 2DFA e L{M) = (}. Mostrare che Eipra non &

decidibile.

5.15 Un aufomae finite bidimensionale (2DIM-DFA} & definitc come segue. L'input. &
un rettangolo m = e, per qualche m,n > 2. 1 quadrati Junge il bordo del rettangolo
contengeno il simbolo # e quelli interni contengono simbeli di input sullalfabeto
E. La funzione di transizione §: @ x (T {#})— @ x {L, R, U, D} indica lo stato
successivo e la nuova posizione della testina {Sinistra, Destra, Su, Giit). La mac-
china accetta quando entra in uno degli stati designati di accettazione. Rifiuta
se cerca di spostarsi fuori dal rettangolo di input o se non si ferma mai. Due tali
macchine sono equivalenti se accettano gli stessi rettangoli. Si consideri il problema
di determinare se due di queste macchine sono equivalenti. Formulare il probiema
corme un linguaggio e dimostrare che & indecidibile.
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SOLUZIONI SELEZIONATE 255
Ax - . . . H
5.16 Teorema di Rice. Sia P una qualsiasi proprieta non banale del linguaggio di una : > R ;
macchina di Taring. Dimostrare che il problema di determinare se il linguaggio 1 528 ;3/;& f - El(ﬂ?i ?ﬁde .T;}SITM che accetta w™ ogniqualvolta essa accetla w}.
di una data macchina di Turing ha la proprietd P & indecidibile. In termini pilt ostrare che L & nAecidiblie.
formali, sia £ un linguaggio di descrizioni di macchine di Turing che soddisfa due #5.26 Considerare il problema di determinare se una macchina di Turing a due nastri
condizioni. Primo, P & ricn banale — contiene alcune, ma non tutte, le descrizioni eventualmente scrive un simbolo diverso dal blank sul suo secondo nastro quando
delle TM. Secondo, P & una proprietd del linguaggio della TM- ogni volta che ! funziona sull’input w. Formmlare questo problema come un linguaggio e mostrare
L{M1) = L{Mz), abbiamo (M;) € P sse (M2} € P. Qui, M} ed Mz sono macchine ; che esso & indecidibile.
. . + ~ . - . -yl e H
di Turing. Dimostrare che P & un linguaggio indecidibile. Ag 2% (Considerare il problema di determinare se una macchina di Turing a due nastri
5.17 Mostrare che entrambe le condizioni del Problema 5.16 sono necessarie per provare eventualmente scrive un simbolo diverso dal blank sul suo secondo nastro duran-
che P & indecidibile. 1 te la computazione su un qualsiasi input. Formulare questo problema come un
5.18 Usare il Teorema di Rice, descritto nel Problema 5.16, per dimostrare ) linguaggio e mostrare che ess0 & indecidibile.
Vindecidibilita di ciascuno dei seguenti lingnagei. ! 5.28 Considerare il problema di determinare se una macchina di Turing a singolo nastro
H .ntualmente scrive il simbolo blank su un simbolo diverso dal blank duran-
A _ . s . e e ! eveln
a. ]NFIN‘TTE?TM {{(M)| M & una TM ed LM} & un linguaggio infinita}. : te la computazione su un qualsiasi input. Formulare questo prablema come un
b. {{M}| M & una TM e 1011 € L{M}}. linguaggic & mostrare che esso & indecidibile.
. ALLyw = {{M}| M &una TM e L{M) = E"}. ; 5.29 Uno siato inutile in una macchina di Turing & une stato in cut la macching non
5.19 Sia ! entra mai, qualsiasi sia la stringa di input. Considerare il probiema di determinare
3z +1 sex b dispari se una macchina di Turing ha uno stato inutie. Formmlare questo problema come
(=) = N . i un linguaggio e mostrare che esso & indecidibile.
x/2 se ¥ & pari {
per ogni numero naturale x. Se partite con un intero x ed iterate f, ottenete una i 5.30 COHS]derMe.ll problema ]dl tdett.e rmma.re. ste una m;cchmat di T L.mng ;ni/;r’ 5]: 111}::1?.
sequenza, x, f(z), f{f{z)),... . Fermatevi se ad una qualche iterazione ottenete 1. i w onvadn”;al atmuo];erer ? estina ta smzi]ra quanca qu? A St ITova @ Lts.remll,a
Ad esempio, se = — 17, ottenete |a sequnza 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, E sinistra de nda.irlo ormulare guesto problema ceme un linguaggio ¢ mostrare che
1. Numerosi test al calcolatore hanno mostrato che ogni punto di partenza tra I ed | €850 € inarcldibre.
un intero positivo grande produce una sequenza che termina i 1. Ma stabilire se 3 5.31 Considerare il problema di determinare se una macchina di Turing M prova mai
tutti 1 numeri di partenza portanc ad 1 & un problema aperto, chismato il problema o mmovere la testina a sinistra durante una computazicne sn un dato input w.
Sz +1. f Formulare questo problema come un linguaggio e mostrare che esso & decidibile.
Si supponga che A1w sia decidibile da una TM H. Usare H per descrivere una TM i 5.32 SiaI' = {0,1, u} lalfabete del nastre di ogni TM in guesto problema. Definire la
che sia in grado di dare una risposta al problema 3z + 1. i funzione del castoro BB: N —+ N come segue. Per ogni valore di &, considerare
5.20 Dimostrare che i due linguaggi seguenti sono indecidibili. f tutte le macchine a k stati che si fermano quando partono con il nastro vuoto. Sia
BB(k) il massimo numero di simboli 1 che rimangono sul nastro di una di queste
a. (OSVERLAPCFG = {{G,H)| G e H sono CFG dove L(G) N L(H) # @} macchine. Mostrare che BB non & una funzione computabile.
uggerimento: adattare il suggerimento del Probl 9. . Lo
&8 gg\ ¢ rroblema 5!9) 5.33 Mostrare che il Problema deila Corrispondenza di Post & decidibile sull’alfabeto
b. PREFIX-FREEcrc = {{G)| G & una CFG tale che L{G) & prefisso}. unario T = {1}.
5.21 Considerare il problema di dettirminare_se un PDA accetta almena almeno una strin- 5.34 Mostrare che il Problema della Corrispondenza di Post & indecidibile sull’alfabeto
ga della forma {ww|w € {0,1}*} . Utilizzare il metodo delle storie di computazione binario X = {0,1}.
per mostrare che questo problema & indecidibile. . : : ; i
. R ] %.35 Nel Problema della Corrispondenza di Post scioceo, SPCP, per ogn: coppia la
5.22 Sja X = {{M, w}| M. & una TM a nastro singolo che non modifica la porzione di stringa superiore ha la stessa lunghezza di quella inferiore. Mostrare che SPCP
nastro che contiene I'input w}. X & decidibile? Dimostrare la vostra risposta. & decidibile.
5.23 U.na variabile A ir} CEG G & detta necessaria se essa appare in ogni derivazione 5.36 Mostrare che {1}™ contiene un scttoinsieme indecidibile.
di una qualche stringa w € (7. Sia NECESSARY cr¢ = {{G, A)} A & una variabile
necessaria in G}
a. Mostrare che NECESSARY crg & Turing-riconoscibile.
b. Mostrare che NECESSARY cre & indecidibile.
*5.24 Upa CFG & detta minimole se nessuna delle sue regole pur essere eliminata senza OL TONI ELEZIONATE
modificare il linguaggio generato. Sia MINcre = {{G}| G & una CFG minimale}. S UZIO S
a. Mostrare che MINcrg & Turing-riconoscibile. 5.5 Supponiamo per assurde che Avwm <m Frm iramite la riduzione f. Dalla de-
b. Mostrare che MINcre & indecidibile. fnizione di riducibilith mediante funzione segue che Atm <m Erm tramite la
stessa funzione di riduziome f. Tuttavia Erm & Turing-riconoscibile (vedere la
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CAPITOLO 5 -~ Riducibilita

soluzione dell’Esercizio 4.5) ¢ Arm non & Turing-riconoscibile, contraddicendo i
Teorema 5.28,

Supponiamo che A < B e B <n €. Quindi esistono funzioni computabili f e g
tali che z € A = f{z) € Beye B <= g{y} € C. Si consideri la composizione
di funzioni h{xr) == g{f(x}). Possiamo costruire una TM che calcola b come segue.
Come prima cosa, simuliamo una TM per f (essa esiste perché abbiamo supposto
che f & computabile) su input z e chiamiamo Peutput y. Poi simuliamo wna T™M per
g suy. L'output & hlz) = ¢{f(x)). Quindi 2 & una fanzione calcolabile. Inoltre,
7€ A<= iz} € C. Quindi A <, C mediante la funzione di riduzione h.

Supponiamo che A <o A Allora A <., A tramite la stessa riduzione mediante
funzione. Poiche A & Turing-riconoscibile, il Teorema 5.28 implica che A & Turing-
ricenoscibile, e quindi il Teorema 4.22 implica che A & decidibile.

Bisogna gestire il caso in cui la testina si srova nella cella all’estremita sinistra del
nastro ¢ cerca di spostarsi a sinistra. Per far questo aggiungiameo le fessere

{#qa}

L #r5 }

per ogni ¢,7 € Q and o.b € T, 8{g.a) = {r,0,L}. Inoltre sostitulamo la prima

tessera con
[# 1
Haowits - - - wy
per gestire il caso di un tentativo di spostamento a sinistra alla prime mossa.

Assumiamo per assurdo che P sia un linguaggio decidibile che soddisfa le proprieta e
sia Rp una TM che decide P. Mostriamo come decidere A4y usando Ep costruendo
una TM 5. Sia Ty una TM che rifluta qualsiasi input, per cui L(Tp) = . Possiamo
assumere che {Tp) & P, senza perdita di generalitd, in quanto si potrebbe procedere
con P invece di P nel caso (Tp) € P. Poiché P & non banale, esiste una TM T con
(T) € P. Progettiamo § in modo tale da decidere Aty utilizzando la capacits. di
Rp di distinguere ira Tp ¢ 7.

S = “Su input {M, w):
1. Usa M e w per costruire la seguente TM A,..
M, = “Suinput T
. Simula M su w. Se si ferma e rifiuta, rifinia.
Se accetta, va al passo 2.
2. Simula T su x. Se accetia, accefta.”
2. Usaia TM Rp per determinare se {M.,} € P. Se 51, accetfa.
Se NO, riftuta.”

La TM M, simula T se M accetta w. Quindi L{M,,) & uguale a L{T) se M accetta
w e @ altrimenti. Quindi, (M) € F sse M accetta w.

(a) INFINITEny & un linguaggio i cui elementi sono descrizioni di macchine di
Turing. Esso soddisla le due condizioni del teorema di Rice. In primeo lnogo, & non
banaie perché il linguaggio di alcuse macchine & infinito e di altre no. In secondo
luogo, esso dipende sclo dal linguaggio. Se due macchine riconoscono lo stesso
linguaggio, o entrambe hanno descrizioni in INFINITE+w oppure nessuna deile
due. Di conseguenza, il teorema i Rice implica che INFINITEtw  indecidibile.

Sia B = {{M,w} M una TM a due nastri che scrive un simbolo diverso dal blank
sul suo secondo nastro quando funziona su input w). Mostriamo che esiste una
riduzione da Ay a B. Supponiamo per assurdo che TM R decida 5. Possiamo
costruire una TM & che usa R per decidere A,

SOLUZIONI SELEZIONATE

& = “Su input (M, w):
1. Usa M per costruire la seguente TM T s due nastri,
T = “Su input :
1. Simula M sz z usando i} primo nastro.
2. Se la simulazione mostra che M accetta, scrive un
simbclo diverso dal Blank sul secondo nastre.”
2. Esegue R su (T, w) per determinare se 7" su input w scrive un
simbole diverse dal blank sul secondo nastro.
3. Se R accetta, M accetta w, quindi eccette. Altrimenti, rifiute.”
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ARGOMENTI! AVANZATI
NELLA TEORIA DELLA
COMPUTAZIONE

In questo capitolo approfondiremno quattro aspetti particolarmente signifi-
cativi della teoria della computazione: (1) il teorema di ricorsione, (2) le
teorie logiche, (3) la Turing riducibilitd e (4) la complessitd descrittiva.
I’argomento affrontato in ogni sezione & per lo pit indipendente dagli altri,
tranne per un’applicazione del teorema. di ricorsione alla fine della sezione
suile teorie logiche. La Parte Tre di questo libro non dipende dal contenuto
di questo capitolo.

6.1
IL TEOREMA DI RICORSIONE

Il teorema di ricorsione & un risultato matematico che gioca un ruoclo im-
portante nello studio avanzato nella teoria della compuiazione. Esso ha
collegamenti con la logica matematica, con la ieoria dei sistemi che i
autoriproducono e persino con i virus informatici.

Per intredurre il teorema di ricorsione, consideriamo un paradosso che
sorge nello studio della vita. Riguarda la possibilitd di creare macchine in
grado di costruire copie di sé stesse. 1l paradosso pud essere sintetizzato
COIme segue.

1. Le forme di vita sono macchine.
2. Le forme di vita sono in grado di autoriprodursi.
3. Le macchine non sono in grado di autoriprodursi.
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L’affermazione 1 & un principio cardine della Biologia moderna. Crediamo
che gli organismi funzionine in modo meccanicistico. L'affermazione 2 & ov-
via. La capacita di antoriprodursi & una caratteristica essenziale di tutte le
specie hiologiche. Per Paffermazione 3, facciamo il ragionamento segnente
per sostenere che le macchine non possono autoriprodursi. Consideriamo
una macchina che costruisce altre macchine, come un'industria automatiz-
zata che produce astomobili. Le materie prime entrano a un’estremita del
cicle di produzione, i robot di produzione seguono un insierne di istruzioni,
¢ poi i veicoll completati escone all’alira estremita del ciclo.

Affermiameo che Pindustria deve essere pitt complessa delle automobili
prodotte, nel senso che progettare industria dovrebbe essere pitt difficile
che progettare un’automobile. (Questa affermazione deve essere vera perché
I'industria stessa ha al suo interno la progetiazione dell’auvtomobile, oltre
al progetto di tutti i robot di produzione. Lo stesso ragionamento si ap-
plica a ogni macchina A che costruisce 1ma macchina B: A deve essere
pit complessa di B. Ma una macchina non pu® essere pilt complessa di sé
stessa. Di conseguenza, nessuna macchina pud costruire sé stessa, e quindi
Iautariproduzione & impossibile.

Come risolvere questo paradosso? La risposta ¢ semplice; Uaffermazione
3 gerrata. Creare macchine che riproducono sé stesse & possibile. 1] teorema
di ricersione mostra come.

Autoreferenzialita

Iniziamo con i} costruire una macchina di Turing che ignora i} suo input e
stampa una copia della sua stessa descrizione, Chiamiamo questa macchina
SELF. Per sernplificare la descrizione di SELF, abbiamo bisogno del lemma
seguente.

LEMMA 6_1 e ranmaemmeasasnsmrmnnam e e e e o P P I P

Esiste una funzione calcolabile ¢: £*—— &*, dove sew & una stringa, g{w) &
la descrizione di una macchina di Turing P, che stampa w e poi si arresta.

DIMOSTRAZIONE. Una volta che abbiamo capito Penunciato di guesto
lemma, la prova & facile. Ovviamente, possiamo prendere una stringa qual-
siast w e costruire da essa una macchina di Turing che ha w incorporata
in una tabella cosicché la macchina pud semplicemente dare in output w
quaindo avviata. La seguente TM @ calcola g(w).

() = “Sulla stringa di input w:
1. Costruisce la seguente macchina di Turing 7.
P, = “Su un input qualsiasi:
1. Cancella I'input.
2. Serive w sul nastro.
3. Si arresta.”

2. Dainoutput (F,)."

S
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La macchina di Turing SELF & costituiia da due parti: 4 e B. Pensiamo ad
A e B come se fossero due procedure separate che insieme lormane SELF.
Vogliamo che SELF stampi (SELF) = (AB).

La parte A va in esecuzione per prima e non appena ha completato passa
il controllo a B. 1l compito di A & stampare una descrizione di B e, viceversa
il compito di B & stampare una descrizione di A. 11 risultato & la descrizione
voluta di SELF. T compiti sono simili, ma essi sono eseguiti diversamente.
Mostriamo prima come ottenere la parte A. -

Per A usiamo ta macchina Fgy, descritta da (,;(('B))7 che & i] risultato
di applicare la fanzione g a (B). Quindi, la parte A & una macchina di
Faring che stampa {8). La nostra descrizione di A dipende dalPavere una
deserizione di B. Quindi non possiame completare 1a descrizione di A finchié
non costruiamo B.

Ora la parte B. Saremmo tentati di definire B con q((A)), ma guesto
non ha senso!l Cosi facendo definiremmo B in termini di 4, che a sua
volta & definitc in termini di B. Questa sarehbe una definizione cireolare
di un oggetto in termini di s¢ stesso, un errore logico. Definiamo invece
B in modo che esso stampi A asando una diversa strategia: B caleola A
dall’output che A produce. -

Abbiamo definito (A} in modo che sia g((B)). Ora viene la parte com-
plicata: se 12 pud ottenere (B}, pud applicare g a essa e ottenere (A). Ma
B come ottiens {87 Esso & sul nastro quando A teyminal Quindi B de-
ve solo guardare il nastro per ottenere {B). Poi dopo che B ha calcolato
q{{B)) = (A4), compone A ¢ B in una singola macchina e scrive la sua
descrizione (AB) = (SELF) sul nastro. Riassumendo, abbjamo:

A= P(B\ e

B = “Sull’input (M}, dove M & una parte di una T™m:
1. Calcola g{(M})).
2. Compone il risultato con {M} per realizeare una TM
completa.
3. Stampa la descrizione di questa TM ¢ si arresta.™

(uesto completa la costruzione di SELF, per la quale una rappresentazione
schematica & presentata nella figura seguente.

AR
(:P{B))

contzello per SELF 1 i J I ! [ ]

FIGURA 6.2
Rappresentazione schematica di SELF, una TM che stampa la sus descrizione
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Se ora eseguiamo SELF, osserviamo il comportamento seguente.

1. Tn primo luogo A va in esecuzione. Essa stampa (B) sul
nastro.

2. B inizia. Guarda il nastro e trova il suo input, (B).

3. B caleola g((B)) = (4) e lo compone con (B) in una
descrizione di una T™, {SELF'}.

4. B stampa questa descrizione e si arresta.

Possiamo facilmente implementare questa costruzione in un gqualsiasi lin-
guaggio di programmagzione per ottenere un programma che fornisca in
output una copia di sé stesse. Possiamo perfino farlo con il linguaggio
corrente. Supponiamo di voler fornire una frase che ordini al lettore di
stampare una copia della frase stessa. Un modo di farlo & dire:

Stampa questa frase.

(Juesta frase ha il significato voluto perché da istruzione al lettore di stam-
pare una copia della frase stessa. Tuttavia non ha una traduzione evidente
in un linguaggio di programmazione perché di solito la parola antoreferen-
ziale “questa” nella frase non ha alcuna controparte. Ma non & necessaria
alcuna autoreferenza per creare una tale frase. Considera 'alternativa
seguente,

Stampa due copie di ¢id che segue, la seconda. tra virgolette:
“Stampa due copie di cid che segue, la seconda tra virgolette:”

In questa frase, Pautoreferenza & sostituita con la stessa costruzione usata
per costruire la TM SELF. La parte B della costruzione ¢ la proposizione:

Stampa due copie di cid che segue, la seconda tra virgolette:

1.a parte A & la stessa proposizione tra virgolette. A fornisce una copia di
B a B in modo che B possa elaborare questa copla come fa la TM.

Il teorema di ricorsione fornisce la capacitd di implementare 'autorefe-
renziale questo in un qualsiasi linguaggio di programmazione. Con esso, un
qualsiasi programma ha la capacita di riferirsi alla sua propria descrizione,
il che ha alcune applicazioni, come vedremo. Prima di arrivare a questo,
enunciamo il teorema di ricorsione. I teorema di ricorsione estende la tec-
nica che abbiamo usato nel costruire SELF, in modo che un programma
possa acquisire la sua propria descrizione e poi continuare computando con
essa, invece di stamparla sempliicemente.

TEOREMA 6.3

Teorema di ricorsione Sia T una macchina di Turing che computa una
funzione t: " x £*—3 %*. Esiste una macchina di Turing R che caicola
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una funzione r: X*— 2%, dove per ogni w,
r{w) = t({R), w).

L’enunciato di questo teorema sembra un pd tecnice, ma in realtd esso
rappresenta qualcosa di abbastanza semplice. Per costruire una macchi-
na di Turing che puod acquisire la sua propria descrizione e poi computare
con essa, abbiamo bisogno sclo di costruire una macchina, chiamata T
nell’enunciato, che riceve la descrizione della macchina come input sup-
plementare. Poi il teorema di ricorsione produce una nuova macchina
R, che opera esattamente come fa T" ma con la descrizione di R inserita
automaticamente.

DIMOSTRAZIONE. La prova & simile alla costruzione di SELF. Co-
struiamo una TM R in tre parti, A, B e T, dove T & data dall’enuncia-
to del teorema; una rappresentazione schematica ¢ presentata nella figura
seguente.

AbBpT
(:P(BT})

NN

controllo per R

FIGURA 6.4
Rappresentazione schematica di R

In questo caso A e la macchina di Turing Pigpy descritta da q((BT)). Per
conservare 'input w, riprogettiame ¢ in modo che F;gry scriva il suo output
dopo ogni stringa preesistente sul nastro. Dopo la computazione di A, il
nastro contiene w{BT).

Di nuovo B & una procedura che esamina il suo nastro e applica ¢ al
suo contenuto. Il risultato & {A). Poi B compone A, B e T it una singola
macchina e ottiene la sua descrizione (ABT) = (R). Infine, codifica questa
descrizione insieme a w, scrive la stringa risultante { R, w} sul nastro e passa
il controflo a T

Terminologia per il teorema di ricorsione

I teorema di ricorsione afferma che le macchine di Turing possono acquisire
la loro propria descrizione e poi continuare computando con essa. A prima
vista, questa capacith pud sembrare utile solo per compiti insignificanti
come costruire una macchina che stampa una copia di sé stessa. Ma, come
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dimostreremo, il teorema di ricorsione & uno strumento utile per risolvere
alcuni problemi riguardanti la teoria degli algoritmi.

Puoi usare il teorema di ricorsione nel modo seguente quando progetti
algoritmi di macchine di Turing. Se stai progettando una macchina M, puoi
includere la frase “ottiene” la propria descrizione (M}" nella descrizione
informale dell’algoritrno di M. Doepo aver ottenuto la sua descrizione, M
puo continuare usandola come userebbe ogni altro valore calcolaio. Per
esempio, M potrebbe semplicemente stampare {M), come accade nella TM
SELF, o potrebbe contare il numero degli stati in (A0}, o forse perfino
simulare (M ). Per ilustrare questo metodo, usiamo i} teorema di ricorsione
per descrivere la macchina SELF.

SELF = “Sw un input, qualsiasi:
1. Ottiene, attraverso il teorema di ricorsione, la propria
descrizione {SELF).
2. Stampa (SELF).”

Il teorema di ricorsione mostra come implementare i} costrutto “ottiene la
propria descrizione”. Per realizzare ia macchina SELF | scriviame prima la
seguente macchina T,

T = “Sull’input {M, w}:
1. Stampa (M) e si arresta”

La TM 7' riceve una descrizione di una T M e di una stringa w come
input, € stampa la descrizione di M. Poi 1] teorema di ricorsione mostra
come ofienere una TM £, che sull'input w agisce come T sull'input (R, w).
Quindi, R stampa la descrizione di R - che & esattamente cid che & richiesto
alla macchina SELF.

Applicazioni

Un wirus (informaetico) & un programma che & progettato per diffondersi
tra computer. Appropriatamente chiamato, esso ha molto in comune con
un virtus biologico. 1 virus informatici sono inattivi quando eseguiti indi-
pendentemente come frammento di codice. Ma quando sone posti in modo
appropriato inr un computer in rete, in tal modo “infettandole”, possono
attivarsi e trasmettere copie di 5é stess] alle altre macchine accessibili. Vari
supporti possono trasmettere i virus, tra cui Internet e i floppy disk. Per
eseguire il suo compito fondamentale di auto-replicazione, un virus puo
contenere la costruzione descritta nelia prova del teorema di ricorsione.

Consideriamo ora tre tecremi le cui dimostrazioni usano il teorema di
ricorsione. Un’ulteriore applicazicne appare nella prova del ‘Teorema 6.17
nella Sezione 6.2,

In primo luogo torniamo alla prova dellindecidibilitd di A1y. Ricor-
diamo che Pabbiamo provata in precedenza nel Teorema 4.11, usando il
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metodo della diagonalizzazione di Cantor. T teorema di ricorsione ¢i da
una nuova e piu semplice prova.

TEOREMA 6.5 ....................................................................................

At & indecidibile,

DIMOSTRAZIONE.  Assumiamo che 1a macching di Turing i decida Ay,
allo scopo di ottenere una contraddizione, Costruiamo la seguente macchina

B.
B = “Suliinput w:
1. Ottiene, attraverso il teorems di ricorsione, la propria
descrizione (3},
2. Esegue H sull'input (B, w).
3. Fa Popposto di ¢id ¢he H fa. Clog, accetta se H rifiuta e
rifiute se H accetta.”

B sull’input w fa i} contrario di quello che, secondo quanto dichiarato da
H, dovrebbe fare. Quindi H non pud decidere At Prova conclusal

Il teorema seguente, che ri gurarda le macchine di Turing minimali, & un’altra
applicazione del teorema di ricorsione.

DEFINIZIONE 6.6
Se M & una macchina di Turing, la lunghezze della descri-
zione (M) di M & il numero di simboli nella stringa che
descrive M. Diclamo che M & minimale se non esiste

nessuna acching di Turing equivalente a A7 che ha una
descrizione pili corta. Sia

MIN Ty = {(M)

M & una T™M minimale}.

TEOREMA 6'7 ..............................................

MIN 1y non & Turing-riconoscibile.

DIMOSTRAZIONE.  Assumiamo che esista una T™M E che enurtneri MIN 1y
e ottenlamo una contraddizione. Costruiama la seguente TM
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C = “Sull’input w: N
1. Ottiene, tramite il teorema di ricorsione, la sua descrizione
(.
2. Esegue Ienumeratore E fino a quando compare una mac-
china D con una descrizione pitt Junga di quella di
C.
3. Simula [ sull'input w.”

Poiché MINTy & infinito, la lista di E deve contenerta una T™ c.on una
descrizione pitt Junga della descrizione di C. Pertanto, il paSSO_Q di C alla
fine termina con qualche TM I} che & pilt lunga di C fS\uccesswa.mente C
simula D e quindi & equivalente a essa. Poiché C & pit corta di D e_d &
equivalenie & essa, D non pud essere minimale.‘ 1-\fIa D compare nella lista
che E produce. Quindi, abbjamo una contraddizione.

La nostra applicazione finale del teorema di ricc_)rsion\e & un tipo di teorem:it
del punto fisso. Un punto fisso di una funzione & un valore cl_ae non &
modificato dall’applicazione della funzione. In questolca.so,.conade.rlamol
funziont che sono trasformazioni calcolabili di descrizmnz.dl macthe di
Turing. Mostriamoe che per una qualsiast tale tra.sfor.mazmne, esiste una
macchina di Turing il cui comportamento non e modificato _flalla trasfor-
mazione. Questo teorema & chiamato la “yersione punto fisse” dei teorema

di ricorsione.

TEOREMA 6.8

Sia #: Y- ¥* una funzione calcolabile. Allora e§iste una ma'cchina di
Turing F tale che t({F)) descrive una mac?hina i I"urlng equivalente a
F. Qui assumeremo che se una stringa non € una coc.hﬁca cm:"retta di una
macchina di Turing, essa descrive una macchina di Turing che rifiuta sempre

immediatamente.

In questo teorema, ¢ gioca il ruolo della trasformazione ed F & il punto fisso.

DIMOSTRAZIONE. Sia F la seguente macchina di Turing.
F = “Sull’'input w: N

1. Ottiene, tramite il teorema di ricorsione, la sua descrizione

(F). _ ‘

2. Calcola t({F)) per ottenere la descrizione di una T™M G

3. Simula G su w.”
Evidentemente, (F) e t({F)) = (G} descrivono macchine di Turing
equivalenti perché F simula G.
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6.2 ,
DECIDIBILITA DELLE TEORIE LOGICHE

La logica matematica & un settore della matematica che studia la matema-
tica stessa. Essa affronta domande guali: Cos’® un teorema? Cos’@ una
dimostrazione? Cos’® la veritd? Pud un algoritmo decidere quali enuncia-
ti sone veri? Gli enunciati veri sono tutti dimostrabili? Accenneremo ad
alcuni di questi argomenti nella nostra breve introduzione a guesto riceo ¢
attraente tema.

Concentreremo Ia nostra attenzione sul problema di stabilire se un’affer-
mazione matematica sia vera o falsa e studieremo la decidabilita di guesto
problema. La risposta dipende dal settore della matematica in cui gli enun-
ciati sono descritti. Esamineremo due settori: uno per il quale possiamo
dare un algoritmo per decidere la verith, e un altro per il quale questo
problema & indecidibile.

In primo luogo, abbiamo bisogno di stabilire un linguaggio preciso per
formulare guesti problemi. 1l nostro scopo & poter considerare asserzioni
matematiche quali

1.¥¢3pVa,y [p>g A {my>1 — ay#p) |,
2.Vaben [(abe>0An>2) — a"+b"#c" | e
3.¥gIp¥ry [p>g A (3y>1 = (zysp A ay#p+2)) |

L’enunciato 1 afferma che esistono infiniti numeri primi, noto per essere
vero dall’epoca di Euclide, circa 2300 anni fa. Lienunciatoc 2 & Pultimo
teorema di Fermat, noto per essere vero solo da quande Andrew Wiles lo
ha dimostrato nel 1994. Infine, enunciato 3 afferma che esistono infinite
coppie di numeri primi gemelli.! Nota come la congettura dei numeri primi
gemelli, essa resta irrisolta.

Per esaminare se sia possibile automatizzare il processo di stabilire quali
di questi enunciati siano veri, trattiamo gli enunciati semplicemente come
stringhe e definiamo un linguaggio che consiste degli enunciati che sono
verl. Quindi ci chiediamo se tale linguaggio sia decidibile.

Per rendere questo un pd pill preciso, descriviamo la forma dell’alfabeto
di questo linguaggio: )

{/\,V,—',(,),V,E,.‘L‘,Rg,...,Rk}.

I simboli A, V e — sono chiamati operazioni booleane; “{" e “)” sono
le parentesi; i simboli ¥V e 3 sono chiamati quantificatori; il simbolo
& & usato per denotare variabili;? e i simboli Ry,..., R, sono chiamati
relazioni.

' Coppie di primi gemelli sono primi che differiscono di 2.
2Se dobbiamo scrivere diverse variabili in una formula, usiamo i simboli w, y, z, o o1,
®2, T3, € cosi via. Non elenchiamo tutte le possibili infinite variabili neiPalfabeto per




268 CAPITOLO 6 — Argomenti avanzati nella teoria delfa computazione

Una formulae & una stringa ben formata su qu?s-to alfabe‘f.o. Per conllple—_
tezza, a questo punto schematizzeremo la definizione tecnica ma ovvia di
formula ben formata, ma sentiti libero Fii saltare questa partfe e passare
al paragrafo seguente. Una stringa della forma Ri(:c.;, . ’I’k) & una for-
mula atomica. I} valore 7 & arietd del simbaoloe di relazione R;. Tutte
le occorrenze dello stesso simbolo di relazione in una formula ben forr.n.ata
devono avere la stessa arietd. Una stringa ¢, che verifica questo requisito,
& una formula se

1. & una formula atomica,

2. ha la forma @1 A gy 0 01 V ¢o 0 —dy, dove oy e ¢ sono formule pill
piccole, oppure

3. ha la forma Ja; [@1] 0 Yoy P |, dove ¢y & una formula pid piceola.

Un guantificatore pud essere ovunque in un"a{iserzione n‘latema.tical._ ‘El sut_)
scope {0 ambito) & il fraxmmento dell’enunciato che compare ail‘m:cer}‘w
della coppia di parentesi tonde o parentesi quadre Chel seguono la variabile
quantificata. Assumiamo che tutte le fm'mu]e‘ sono i1l forma normale
prenez, dove tutti i quantificatori sono alla sinistra della forx‘nula... Una
variabile che non & vincolata dallo scope di un quantificatore & chiamata
una vartabile libera. Una formula senza variabili libere & chiamata una

Fformula chiusa (sentence) o enunciato.

ESEMPIO 6.9

Tra i seguent] esempi di formule, solo Pultima ¢ una formula chiusa.

1. Rl(f.]) i R2{$1. :,172,563)
2. Ve [ Ry(x1) A Ry, 22, 23) |
3.V Jap g {Rl(m;) A Ralay, xg, :.53}]

Avendo stahilito la sintassi delle formaule, discutiamo il loro sign‘iﬁcato. Le
operazioni booleane e i quantificatori hanno il loro {_-:‘ig‘nxﬁcatva abﬂmalez Ma
per stabilire il significato delle variabili e dei simboh -d-i relaZ}one, doi)t_nar.n.o
specificare due oggetti. Uno & Vuniverso dei possibili valori 'del']e V&ﬂ&}blh.
L'altro ¢ un assegnamento di specifiche relazioni ai simboli dl.rela.%xone.
Come abbiamo descritto nella Sezione 0.2 {pagina 9), una relamone_e una
funzione da k-tuple di elementi dell’universo a {VERO, FALSO}. L’arieta d¥
un simbolo di relazione deve corrispondere a quello della relazione che gli
& stata assegnata. . \

Un universo con un assegnamento di relazioni ai simboli di relazione é
chiamato un meodelle.? Formalmente, diciamo che un modello M & una
tupla (U. FPy,..., F), dove U & miverso e da Py a P sono le relazioni

mantenere 'alfabeto finito. Invece elenchiamo solo # simbolo di variabile z, ¢ usiamo
stringhe di & per indicare altre variabili, come zx per o2, 22x per 13, e cosi via.
31In modello & anche alternativamente ciiamato una interpretazione o una strutiurg.

{
H
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assegnate ai simboli da By a Ry, A volte ¢ riferiamoe al linguaggio di
un modello come alla collezione di formule che usano solo i simboli di
relazione a cul il modelio assegna una relazione e che usano ciaseun simbolo
di relazione con l'arieta corretta. Se ¢ & una formula chiusa nel linguaggio
di un modello, ¢ & vera o falsa in quel modello, Se ¢ & vera in un modello
M, diclamo che M & un modello per ¢.

Se ti senti sopraffatto da gueste definizioni, concentrati sul nostro obiet-
tivo di itlustrarle. Vogliamo definire formalmente un linguaggio di enunciati
matematicl in modo che possiamo chiederei se un algoritmo pud determi-
nare guali sono veri e quali sono falsi. T due esempl seguenti dovrehbero
essere utili.

ESEMPIO 6.10

Sia ¢ la formula chiusa Vr vy PRy (2,43 v Byly, z}]. Sia M; = (N, <)
il modello i cui universo & Pinsieme dei numeri naturali e che assegna
la relazione “minore o uguale” al shmbolo Ky, Ovviamente, ¢ & vera nel
modello Ay perché e < bob<aqg per due gualsiasi numeri naturali g e b
Perds, se My assegna “minore” invece che “minore o ugnale” a Ry, allora ¢
non sarebbe vera perché non lo & quando x e ¥ sono uguali.

Se conoseiamo prima quale relazione sard assegnata a H;, possiamo usa-
re il siimbolo abituale per guella relazione a posto di Ry, con notazione
infissa al posto della notazione prefissa se la prima e abituale per quel sim-
bolo. Quindi, con riferimento a! modello M, potremmo scrivere ¢ come
Vovy [z<y vy<a |

(313 ¥ [TTo TN J———

Ora sia My il modello I cni universo & linsieme del numeri reali R e
che assegna la relazione PLUS a Ry, dove PLUS (a,b,c) = VERO guando
a+b=c Allora My & un modello per ¢ = Yy 3z [R] (z,z, y)] Perd,
se al posto di R in Mo, venisse nsato A per V'universo la formula chiusa
sarebbe falsa. .

Come nell’Esempio 6.10, possiamo scrivere 1 come Yy 3x [ T4 = yJ
invece di Vy =z [R] {x, ry)} quando sappiamo prima che assegneremo la
relazione di addizione a /7.

Come illustrato dalll’Esempio 6.11, possiamo rappresentare {unzioni co-
me la funzione addizione mediante relagzioni. Analogamente, possiamo
rappresentare costanti come 0 e 1 mediante relazioni.

Diamo ora unullima definizione in previsione della prossima sezione.
Se M & un modello, definiremo teoria di M, denotata con Th(M}, la
collesione delle formule chiuse vere nel Hinguaggio di guel medelio.
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Una teoria decidibile

La teoria dei numeri & uno dei settori pil antichi della matematica e an-
che uno dei pin difficili. Molti enunciati apparentemente semplici relativi
ai mumeri naturali con le operazioni di somma e prodotte hanno turbato
matematici per secoli, come la summenzionata congettura dei numeri primi
gemelli. .

In uno dei celebri risultati di avanzamento della logica matematica, Alon-
zo Church, basandosi sul lavoro di Kurt (Gddel, mostrd che nessun algoritmo
pud decidere, in generale, se enunciati in teoria dei mumeri siane veri o.fallsi.
Formaimente, denotiamo con (N, +, x) il modetlo il cui universo & l'insie-
me dei numeri naturali! con le usuali relazioni + e x. Church mostrd che
Th(N, +, X}, la teoria di questo modello, & indecidibile. .

Prima di dare uno sguardo a questa teoria indecidibile, esaminiamone
una che & decidibile. Sia (A, +) lo stesso modello, senza la relazione x. La
sua teoria & Th(NV, +). Per esempio, la formula Vo W |zt+a= yle vera ¢
quindi & un elemento di Th{, +), ma la formula v [x +a= y] & falsa
e quindi non ne & un elemento.

TEOREMA 6.12
Th{N, +) & decidibile.

IDEA. Questa prova & un’applicazione interessante € non banale della teo-
ria degli automi finiti che abbiamo presentato nel Capitolo 1. Usiamo un
fatto relativo agli automi finiti che appare nel Problema 1.37 (pagina 93)
dove viene chiesto di mostrare che essi sono in grado di eseguire l'addizione
se l'input & fornito in una forma speciale. L’input descrive tre numer'i in
paraltelo rappresentando un bit di clascun numero in un solo simbolo di un
alfabeto a otto simboli. Qui usiamo una generalizzazione di questo meto-
do per presentare tuple di ¢ numeri in parallelo usando un alfabeto con 2
simbaoli.

Diamo un algoritme in grado di determinare se il suo input, una formula
chiusa ¢ nel linguaggio di (A, +), sia vera in quel modello. Sia

¢ = Qury Qoza - Quar (9],

dove ciascun Qi, . . ., Q rappresenta 3 0 V e ¢ & una formula senza quanti-
ficatori che ha variabili z1,...,2;. PerogniidaGal, definiamo la formula

¢; come

¢ = Qiprer1 Qivazire -+ Qo (9]
Quindi dp = ¢ e ¢ = .

4Per convenienza in questo capitolo, cambiamo la nostra usuale definizione di A in modo
che sia {0,1,2,...}.
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La formula ¢; bha i variabili libere. Per a1,...,a; € N, denotiamo con
@ilay, ..., ai) la formula chiusa ottenuta sostituendo le costanti a1,...,q;
alle variabili z1,...,2; in ¢;.

Per ogni ¢ da 0 a I, Valgoritmo costruisce un automa finito A; che ri-
conosce l'insieme delle stringhe che rappresentanc tuple di ¢ numeri che
rendono ¢; vera. L'algoritmo inizia costruendo 4; direttamente, usando
una generalizzazione de! metodo nella soluzione at Problema 1.37. Poi, per
ogni ¢ da/ fino a 1, usa A; per costruire 4;_;. Infine, quando I'algoritmo
ha ottenuto Ay, verifica se Ay accetta la stringa vuota. Se lo fa, ¢ & vera e
Yalgoritmo accetta.

DIMOSTRAZIONE. Per i > 0, definiamo P"alfabeto

QR

Quindi 3; contiene tutte le colonne di caratteri 0 e 1 di dimensione 7. Una
stringa su X; rappresenta i interi in binario {corrispondenti alle righe}.
Definiamo anche Zp = {[]}, dove {] & un simbolo.

Ora presentiamo un algoritmo che decide Th{N, +). Sull'input ¢, dove
¢ & una formula chinsa, Palgoritmo opera come segue. Scriviamo ¢ e defi-
niamo ¢y per ogni ¢ da 0 a {, come nell’“idea della prova”. Per ognuno di
tali 4, costruiamo un automa finito A; da ¢; che accetta le stringhe su %;
corrispondenti alle tuple ay,...,a; di ¢ elementi che rendono ¢, . .., ;)
vera, cOIe segue.

Per costruire la prima macchina A;, osserviamo che ¢; = 1 & una combi-
nazione Booleana di formule atomiche. Una formula atomica nel linguaggio
di Th(N,+) & un’unica addizione. E possibile costruire automi finiti per
calcolare ognuna di queste relazioni individuali corrispondenti a un’unica
addizione e poi comporli per fornire Uautoma A;. Fare gquesto comporta
1"uso delle costruzioni della chiusura dei linguaggs regolari rispetto all’unio-
ne, intersezione e complemento per calcolare le combinazioni booleane delle
formule atomiche.

Successivamente, mostriamo come costruire A; da Ay, Se ¢ =
Azips Pip1, costruiamo A; in modo che operi come opera A;i;, tranne
che sceglie non deterministicamente it valore di ¢;,; invece che riceverlo
come parte dell’input.

Pit precisamente, A; contiene uno stato per ogni stato di A;1q e un
nuovo stato iniziale. Ogni volta che A; legge un simbolo
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i ; i 'O (15, 688 3 inisticamente
dove ogni by € {0,1} & un bit del. nUmero (;, €350 non detfeTm :
prova a indovinare z € {0,1} e simula 4;.; sul simbolo di input

h

by.1

b
Inizialmente, A; ipotizza non determiuistica:mente i bit iniziali d-i a.i,_i,h 301'.-.
rispondenti a degli 0 iniziali soppressi a pa..r‘r.,ire' da a; fino ad a; dlrama}.n.r(-m
non deterministicamente, usando g-transizioni, dal suo nuovo s-ta_t(? Inizia-
le. a tutli gli stati che A,y poirebbe ragghungere dal suo stato iniziale con

siringhe input di simboli

o o
ol o
a 3

in Ti1. Chiaramente, 4; accetta il suo input {ay,...,a;) se esiste qualche

a1 tale che A, accetta (ar, ... aig1). o N

Se ¢y = Viip] Gie1. 2558 & equivalente a 3w g Quindi, possiamo

costruire Pantoma finito che riconosce il complemento del %mguagg_lo‘ di

Azy;, poi applicare Ia costruzione precedente per il guantificatore 3 ¢ infine
T 1 o X . )

applicare nuovamente la complementazione per ottenere Aj. -

ini : ir se e solo se ¢y & vera, Quindi

Lautoma finito Ap accesta gualche input se e solo se ¢g ¢ ve ‘Q ndi

il passo finale dell’algoritmo controlla se Ag accetta g, Selofa, ¢ & vera e

Palgoritmo accetta; altrimenti, rifiuta.

Una teoria indecidibile

Come menzionato in precedenza, Th{N, -+, %) & una teorift ix}deCJdﬂ?ﬂe:
Non esiste aleun algoritmo per decidere Ia veridicité,? fal-mta di asserzioni
matematiche, perfine guando sono limitate al linguaggio di (N - x). Filo-
soficamente questo teorema ha una grande importsmza} perché dimostra che
la, matematica non pud essere automatizzata. Enunciamo guesto teorema,
ma diamo solo un breve accenno deila sua prova.

TEOREMA 6.13
ThiN, +. %) & indecidibile.

Sebhene essa contenga molti dettagli, la prova di guesto teorexir{a. non _‘e
concettualmente difficile. Fssa segue lo schema delle altre prove 'd] 11’!('.18.61(.12-
bilita presentate nel Capitolo 4. Mostriamo che Th'(N T+ x) e md_emdlbzle
riducendo A7m a esso, usando il metedo detle storie di (:(.Jmpt_]tazmr.m, de-
scritto precedentemente (pagina 233). Llesistenza della riduzione dipende
dal lemma seguente.
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LEMMA 814 oo

Sia M upa macchina di Turing e w una stringa. Possiamo costruire da M
e w una formla @y, nel linguaggio di (A, +, x) che contiene una sola
variabile libera z, tale che la formula chiusa 3z Dria € vera se e solo se M
accetta w.

IDEA. La formula épy, “afferma” che = & una storia di computazione
accettante (opportunamente codificata) di M su w. Ovviamente, = &, in
efferti, sclo un intero pinttosto grande, ma esso rappresenta una storia di
computazione in ura forma che pud essere controllata usando le operazioni
+ e K.

La costruzione effettiva di éar., & troppo complicata per essere pre-
sentata qui. Essa estrae i simboli individuali nella storia di computazio-
ne con le operazioni + e x per controllare che la confignrazione inizia-
le per M su w & corretta, che ciascuna configurazione segue legittima-

mente da quella che la precede, e che I'ultima configurazione sia accet-
tante.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA $.13 Diamo una riduzione mediante
funzione da Atm a Th(N,+, x). La riduzione costruisce la formuls, DAL

dall'input (M. w} usando il Lemma 6.14. Poi fornisce in output Ja formula
chitusa 3T @ps ..

In seguito schematizziamo la prova del celebre teorema di incomple-
tezza di Kurt Godel. Informalmente, questo teorems afferma che in
ogri sistema accettabile di formalizzazione della nozione di dimostra-
bilith in teoria dei numeri, alcuni enunciati veri nen sono dimostra-
hili.

Grosso modo, la prove formale = di un enunciato @ & una sequenza
di enunciati 51, 5,..., 5, dove §; = ¢. Ciascun S; segue dai precedenti
enunciati e da aleuni asstomi di base sui numeri, usando semplici e precise
regole di implicazione. Non abbiamo spazio per definire il concetto di prova;
ma per i nostri scopi, sara sufficiente assumere le seguenti due proprieta
ragionevoli delle prove.

1. La correttezza di una prova di un enunciato pud essere verificata da
una macchina. Formalmente, {{¢,#)] #n & una prova di ¢} & decidi-
bile.

2. Il sistema delie prove & rolbusto. Ovvero, se un enunciato & dimostrabile
{cio® ha una prova}, esso & vero.
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Se un sistema di deduzioni soddisfa queste due condizioni, valgono i tre
teoremi seguenti.

TEOREMA 6.15
La classe degli enunciati dimostrabili in Th(N, -+, x) & Turing-riconoscibile.

DIMOSTRAZIONE. L’algoritmo seguente P accetta il suo input ¢ se ¢
& dimostrabile. L’algoritmo P testa ogni stringa come candidata per una
prova 7 di ¢, usando il verificatore della prova {proof checker) la cui esi-
stenza & garantita dalla proprieta delle prove 1. Se esso scopre che una di
queste candidate & una prova, accetta.

Ora possiamo usare il teorema precedente per provare la nostra versione
del teorema di incompletezza.

TEOREMA 6.16

Alcuni enunciati veri in Th{N, +, x) non sono dimostrabili.

DIMOSTRAZIONE. Diamo una prova per assurdo. Al contrario, assumia-
mo che tutti gli enunciati veri siano dimostrabili. Usando questa assun-
gione, descriviamo un algoritmo D che decide se un enunciato ¢ vero, in
contraddizione con il Teorema 6.13.

Sullinput ¢, algoritmo D opera eseguendo l'algoritmo P fornito nella
prova del Teorema 6.15 in parallelo sugli input ¢ € —¢. Uno di questi due
enunciati & vero e guindi, in base alla nostra assunzione, & dimostrabile.
Pertanto, P si deve arrestare su uno dei due input. Per la proprieta delle
prove 2, se ¢ & dimostrabile, allora ¢ & vero; e se ~¢ & dimostrabile, allora
¢ & falso. Quindi I'algoritmo [ pud decidere se ¢ & vero o falso.

Nel teorema finale di questa sezione, usiamo il teorema di ricorsione per
fornire una formula chiusa esplicita nel linguaggio di (N, +, x) che & vera
ma non dimostrabile. Nel Teorema 6,16 abbiamo dimostrato Fesistenza di
una tale forrmula chiusa ma in effetti non 'abbiamo descritta, come facciamo

ora.

TEOREMA 6.17

La formula chiusa Yunproveble, COMeE descritta nella prova, & non dimostra-
bile.

6.3 — Turing riducibilita 275

IDEA. Costruire una formula chiusa che afferma “Questa formula chiu-
sa non & dimostrabile,” usando il teorema di ricorsione per ottenere
Pautoreferenza.

DIMOSTRAZIONE. Sia S una TM che opera come segue.

S = “Su un input qualsiasi:
1. Ottiene la sua descrizione (5} mediante il teorema di

ricorsione.

2. Costruisce la formula chiusa ¥ = —-Je [gbgo], usando il
Lemma 6.14. o

3. Esegue l'algoritmo P della prova del Teorema 6.15 sull'input
.

4. Se il passo 3 accetta, accetia.”

Sia Yunprovable 1a formula chiusa ¢ descritta nel passe 2 dell’algoritmo S.
Questa formule chiusa & vera se e solo se § non accetta 0 (la stringa 0 2
stata scelta arbitrariamente).

Se S tr(?va.una prova di ¥uuprovable. S accetta 0, e la formula chiusa
sarehbe quindi falsa. Una formula chiusa falsa non pud essere dimostrabile,
pertanto questa situazione non pud verificarsi, La sola possibilita che resta
¢ che S non tI‘OV{ una prova di Yyunprovable © quindi 5 non accetta 0. Ma
allora Yypprovanie € vera, come affermato.

6.3 - _
TURING RIDUCIBILITA

Abbiamo introdotto il concetta di riducibilitd nel Capitolo 5 come modo
di usare una soluzione & un problema per risolvere altri problemi. Quindi,
se A @ riducibile a B, e troviamo una solugione a B, possiamo ottenere
una soluzione ad A. In seguito, abbiamo descritto la riducibilitc mediante
Sfunzione, una forma specifica di riducibilitd. Ma la riducibilith mediante
funzione cattura il nostro concetto intuitivo di riducibilita nel modo pin
generale? Non lo fa.

Per esempio, consideriamo i due linguaggi Aty e ATwm. Intuitivamen-
te, essi sono riducibili I'uno all’altro perché una soluzione all'uno potrebbe
essere usata per risolvere 'altro semplicemente invertendo la risposta. Tut-
tavia, sapptamo che Aty non & riducibile mediante funzione ad A1y perché
Arwm & Turing riconoscibile ma A1y non lo &. A questo punto presentiamo
una forma molto generale di riducibilitd, chiamata Turing riducibilita,
lc}tle cattura pitt minuziosamente il nostro concetto intuitivo di riducibi-
ita.
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TTTDEFINIZIONE 6.18

Un oracolo per un linguaggio B & un dispesitivo esterno
che & in grado di riferire se una stringa w & un elemento di
B. Una macchina di Turing con oracolo & una mac-
china di Furing modificata che ha Pulteriore possibilita di
interrogare un oracolo. Usiamo la notazione M B per de-
scrivere una macchina di Turing che ha un oracolo per il
linguaggio B.

Non c occupiamo del mode con il Yoracolo determina le sue risposte.
Usiamo il termine oracolo per sottintendere un‘abilith magica e conside-
riamo oracoli per linguaggi che non sono decidabili mediante gli usuali
algoritmi, come mostra l'esempio seguente.

ESEMPIO 6‘19 LTl

Consideriamo un oracolo per Atam. Una macchina di Turing con oracolo
che ha un oracolo per Avm pud decidere pin linguaggl di quanti possa una
comune macchina di Turing. Una tale macchina pud {ovviamente) decicier_e
A+ stesso, interrogando Voracolo sull’input. Pud anche decidere B, i
problema di verificare se il linguaggio riconosciuto & vuoto per le TM con la
seguente procedura chiamata T AT,

TA™M = “Sullinput (M), dove M & una TM:
1. Costruisce la seguente TM N,
N = “Su un gualsiasi input:
1. Esegue M in parallielo su tutte le stringhe in 2%
2. Se M accetta gualcuna di queste stringhe, eccetta.”
2. Interroga Poracolo per stabilire se {N.0} € Arm.
3. Se loracolo risponde NO, aecefta; se {risponde) 1, rifiuta.”

Se il knguaggio di M non & vuoto, NV accettera ogni input e, in parti@lare,
Uinput 0. Quindi Voracolo rispondera 81, e T4™ rifiuters. Al con.tra.no, se
il linguaggio di M & vuoto, TA™ accetterd. Pertanto T/ c%eczde Erm.
Diciamo che Fry & decidibile rispetto ad Ary. Questo ci porta alla
definizione di Turing riducibilita.

[ "DEFIRIZIONE 6.20

Un linguaggio A & Turing-riducibile a un linguaggio B,
denotato con A <1 B, se A & decidibile rispetto a B,
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L’Esempio 6.19 mostra che Evy & Turing riducibile ad Arm. La Turing
ridueibilita risponde al nostro concetto intuitivo di riducibilita come mostra
il teorema seguente.

TEOREMA 6.21

Se A <p B e B & decidibile, allora A & decidihile.

DIMOSTRAZIONE. Se B ¢ decidibile, allora possiamo sostituire Poracolo
per B con una procedura effettiva che decide B. Quindi, possiamo sostituire
la macchina di Turing con oracolo che decide A con una comune macchina
di Turing che decide A.

La Turing riducibilita & una generalizzazione della riducibilith mediante
funzione. Se A <, B, allora A <y B perché la riduzione mediante funzione
puo essere usata per fornire una macchina di Turing con oracolo che decide
A rispetic a B.

Una macchina di Turing con un oracalo per Aty & molto potente. Puo
risolvere molti problemi che non sono solubili mediante macchine di Turing
comuni. Ma perfino una macchina cosi non pud decidere tutti i linguaggi
{vedi Isercizio 6.4).

UNA DEFINIZIONE D! INFORMAZIONE

Le nozioni di algoritmo e informazione sono fondamentali in Informatica.
Mentre la tesi di Church-Turing fornisee una definizione di algoritmo univer-
salmente applicabile, non & nota una definizione di informazione ugualmente
completa. Invece di una definizione sola e universale di informazione, sono
usate diverse definizioni — a seconda dell’applicazione. In questa sezio-
ne presentiamo un modo di definire informazione, usando 1a teoria della
compuiazione.

Iniziamo con un esempio. Censideriamo il contenuto di informazione
delle due sequenze binarie seguenti.

A= 0101010101010101010101010101010101010101
B = 1110010110100011101010000111010011010111
intuitivamente, la sequenza A contiene poca informazione perché essa &

semplicemente una ripetizione del pattern 01 venti volte. Al contrario. la
sequenza B sembra contenere pil informazione.
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Possiamo usare questo semplice esempio per Hlustrare 'idea dietro la de-
finizione di informazione che presentiamo. Definiamo la quantitad di in-
formazione contenuta in un oggeito come la dimensione della pilt piceola
rappresentazione o descrizione di quell’oggetto. Per descrizione di un og-
getto, intendiamo una caratterizzazione precisa e non ambigua deil'oggetto
tale che possiamo riprodurlo dalla sola descrizione. Quindi, la sequenza A
contiene poca informazione perché ha una piccola descrizione, invece la se-
quenza B apparentemente contiene pit informazione perché sembra non
avere alcuna descrizione succinta.

Perché cansideriamo solo la descrizione pit corta quando determiniamo
la quantitdh di informazione di un oggeito? Possiamo sempre descrivere
un oggetto, come una stringa, mettendo una copia dell’oggetto diretta-
mente nella descrizione. Quindi, ovviamente possiamo descrivere la strin-
ga precedente B con una tabella lunga 40 bit, contenente una copia di
B. Questo tipo di descrizione non & mai piii corta dell’oggetto stesso e
non ci dice nulla riguardo alla quantitd di informazione. Tuttavia, una
descrizione che sia sensibilmente pil1 corta dell’oggetto implica che 1'infor-
mazione in esso contenuta pud essere compressa in un piccolo volume e
quindi, la quantita di informazione non pud essere molto grande. Percio
la dimensione della descrizione piti corta determina la quantita di informa-
zione,

Ora formalizziamo questa idea intuitiva. Farlo non & difficile, ma ab-
biamo bisogno di fare del lavoro preliminare. In primo luogo, limitiamo la
nostra attenzione a oggetti che sono stringhe binarie. Altri oggetti possono
essere rappresentati come stringhe binarie, quindi questa restrizione non Ii-
mita la portata della teoria. In secondo luogo, consideriamo solo descrizioni
che sono esse stesse stringhe binarie. Imponendo questo requisito, possia-
mo facilmente confrontare la lunghezza di un oggetto con la lunghezza della
sua descrizione. Nella sezione seguente, consideriamo il tipo di descrizione
che permettiamo.

Descrizioni di lunghezza minimale

Molti tipi di linguaggi per le descrizioni possono essere usati per definire
informazione. Scegliere quale linguaggio usare ha un effetto sulle carat-
teristiche della definizione. Il nostro linguaggio per le descrizioni & basato
sugli algoritmi.

Un modo per usare gh algoritmi per descrivere stringhe & costruire
una macchina di Turing che stampi la stringa quando inizia con un nea-
stro contenente solo caratteri blank e pol rappresentare questa stessa
macchina di Turing come una stringa. Quindi, la stringa che rappre-
senta la macchina di Turing & una descrizione della stringa originaria.
Urn inconveniente di questo approccio & che una macchina di Turing non
pud rappresentare una tabella di informasioni succintamente con la sua
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funzione di transizione. Per rappresentare una stringa di n bit, dovre-
sti usare n stati ed n righe nella tabella della funzione di transizione.
Cio darebbe lucgo ad una descrizione che & troppo lunga per il nostro
scopo. Invece, usiamo il seguente linguaggio piu succinto per le descri-
zioni.

Descriviamo una stringa binaria x con una macchina di Turing M e
un input binario w a M. La lunghezza della descrizione & la lunghezza
complessiva della rappresentazione di M e w. Denotiamo questa descri-
zione con la nostra abituale notazione per codificare diversi oggetti in
una singola stringa binaria (M,w). Ma qui dobbiamo prestare ulteriore
attenzione all’operazione di codifica { .-} perché dobbiamo produrre un
risultato conciso. Definiamo la stringa (M, w) come (M)w, in cui sempli-
cemente concateniamo la stringa binaria w alla fine della codifica binaria
di M. La codifica (M) di M pud essere fatta in un qualsiasi modo stan-
dard, tranne che per la sottigliezza che descriviamo nel paragrafo seguente.
(Non preoccuparti per questo dettaglio alla tua prima lettura di questo
argomento. Per adesse, salta dopo il prossimo paragrafe e la figura se-
guente. )

Quando concateniamo w alla fine di (M} per ottenere una descrizione di
x, potresti rischiare un problema se il punto in cui (M} finisce ¢ w inizia
non & distinguibile dalla descrizione stessa. Altrimenti, possono esserci
diversi modi di dividere la descrizione (M}w in una TM sintatticamente
corretta e un input, e allora la descrizione sarebbe ambigua e quindi non
valida. Ewitiamo guesto problema assicurandoci che possiamo individuare
la separagione tra (M) e w in {M)w. Un modo per farlo & scrivere clascun
bit di {M) due volte, scrivendo 0 come 00 e 1 come 11, e poi facendo
seguire 01 per evidenziare ii punto di separazione. Hlustriamo questa idea
nella figura seguente, che raffigura la descrizione (M, w) di una qualche
stringa z.

delimitatore
o~
{M,w} = 11001111001100- .- 1100 01 01101011...01C
(M) W

FIGURA 6.22
Esempic della struttura delta descrizione (M, w} di una stringa x

Ora che abbiamo fissato il nostro linguaggio per le descrizioni, siamo pron-
ti per definire la nostra misura della quantitd di informazione in una
stringa.
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[T DEFINIZIONE  6.23

Yia # una stringa binaria. La descrizione minimale di
z, denotata con diz), & la stringa piti corta (M, w) tale che
la TM M sullinput w si arresta con @ sul suo nastro. Se
esistono diverse siffatte stringhe, scegliamo la prima lessico-
graficamente tra esse. La complessitd deserittiva’di z,
denctata con K(z), €

In altre parocle K(x) & la lunghezza della descrizione minimale di x. La
definizione di K{x) intende catturare la nostra intuizione della quantita
di informazione nella stringa x. Di seguito dimostriamo alcuni semplici
risultati riguardanti la complessita descrittiva.

TEOREMA 6.24 =
Jeve [K{z) < |o]+ ¢]

Questo teoremna afferma che la complessita descrittiva di una stringa & pari

alla sua lunghezza pilt una costante fissata. La costante & una costante
yniversale, non dipendente dalla stringa.

DIMOSTRAZIONE. Per provare un limite superiore per K{z) come afferma
il teorema, dobbiamo solo mostrare una qualche descrizione di © che non
2 pinl lunga del limite dichiarato. Allora la descrizione minimale di = pud
essere pin corta della descrizione mostrata, ma non piu lunga.

Consideriamo la seguente descrizione della stringa z. Sia M una mac-
china di Turing che si arresia non appena inizia la computazione. Questa
macchina caleola la funzione identita — il suo output & uguale al suo input.
Una descrizione di = & semplicemente (M)x. Porre ¢ uguale alla lunghezza
di {M) completa la prova,

I Teorema 6.24 illustra come usiamo input alla macchina di Turing per
rappresentare informazione che richiederebbe una descrizione sensibilmente
pilt grande se memorizzata usando invece la funzione di transizione della
macchina. Essa & conforme alla nostra intuizione che la quantita di infor-
mazione contenuta in una stringa non pud essere {in sostanza) pit della sua

5La complessit descrittiva & chiamats complessita di Kolmogorev o complessite
di Kolmogorov-Chaitin in alcuni testi.

[ SE-Y
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himghezza. Analogamente, lintuizione suggerisce che 'informazione conte-
nuta nella stringa Tx non &€ sensibilinente pid dell’informazione contenuta
in z. 1l teorema seguente conferma questo fatto.

TEOREMA  B.25 st
Jeve [K(zr) < K(z) + ¢

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la seguente macchina di Turing M, che
si aspetta un input della forma (N, w}, dove N & una macchina di Turing
e w & un input per essa.

M = “Sull’input {N,w), dove N & una TM e w & una stringa;
1. Esegue N su w finché sl arresta e produce una stringa di
output s.
2. Yornisce in output la stringa ss.”

Una descrizione di zz & {(M)d(z). Ricorda che d{z) & una descrizione mi-
nimale di z. La lunghezza di questa descrizione & [(M){ + |d(x)]. che &
¢+ K{z) dove ¢ & la lunghezza di (M),

I)i seguito esaminiamo come la complessity descritéiva della concatenazio-
ne zy di due stringhe x e y & connessa alle loro complessita individuali. I
'Teorema. 6.24 potrehbe indurre a credere che ia complessita della concate-
nazione & al pitl la somma delle complessita individuali (pith ana costante
fissata), ma i costo di combinare due descrizioni conduce a un limite pifx
grande, come descritto nel teorema seguente.

TEOREMA 6.26 -~
Feva,y [Klzy) < 2K(x) + K(y) + ¢]

DIMOSTRAZIONE. Costruiamo una TM M che divida i} suo input w in due
descrizioni separate. 1 bit della prima descrizione d(x) sono tutti raddop-
piati e terminano con la stringa 01 prima che appaia la seconda descrizione
d{y), come descritto nel testo che precede la Figura 6.22. Non appena sono
state ottenute entrambe le descrizioni, esse vengono eseguite per ottenere
le stringhe = e y e Poulpuf ry viene prodotto.

La lunghezza di questa descrizione di 2y & chiaramente due volte la com-
plessita di 2 pitt la complessitia di y pith una costante fissata per descrivere
M. Questa somma &

2Kz} + K{y) + ¢,

e la prova & completa.
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Possiamo leggermente migliorare questo teorema usando un metodo pilt
efficiente di indicare la separazione tra le due descrizioni. Un modo evita
di raddoppiare i bit di d(z). Invece antepone la lunghezza di d(x} rap-
presentata come un intero binario che & stato raddoppiato per distinguerlo
da d(z). Questa descrizione contiene ancora abbastanza informazione per
poterla decodificare nelle due descrizioni di = e y, ed essa ora ha lunghezza
al pit
2logo(Ki{z)) + K(z) + K(y) + ¢

Altri piccoli miglioramenti sono possibili. Tuttavia, come il Problema 6.19
chiede di mostrare, non possiamo raggiungere il limite K(z) + K(y) + e

Ottimalita della definizione

Ora che abbiamo dimostrato alcune delle proprieta elementari della com-
plessita descrittiva e che hai avuto la possibilita di sviluppare una gualche
intuizione, discutiamo alcune caratteristiche delle definiziori.

La nostra definizione di K(z} ha una proprieta di ottimalitd tra tutti i
possibili modi di definire la complessita descrittiva con gli algoritmi. Sup-
pontamoe di definire un linguaggio per le descrizioni generale come una
funzione calcolabile p: £*—3 X* e definire la descrizione minimale di x ri-
spetto a p, denotata con dp{x), come la prima stringa s tale che p(s) = x,
nell’ordine standard deile stringhe. Quindi, s & la prima lessicograficamente
tra le pin corte descrizioni di z. Definiamo Ky(z) = |dp(z)].

Per esempio, consideriamo un linguaggio di programmazione come Py-
thon {codificato in binario) come il linguaggio per le descrizioni. Allora
dpython(ﬂ?) sarebbe il programma minimale in Python che fornisce in output
%,  Kpyinon() sarebbe la lunghezza del programma minimale.

H teorerna seguente mostra che ogni linguaggio per le descrizioni di questo
tipo non & significativamente pili conciso del linguaggio di macchine di
Turing e input che abbiamo definito inizialmente.

TEOREMA 6,27 -

Per ogni linguaggio per le descrizioni p, esiste una costante fissata ¢ che
dipende solo da p, tale

vz [K(z) < Kp{z) +cl.

IDEA. Tlustriamo Fidea di questa prova usando Pesempio di Python. Sup-
poniamo che z abbia una descrizione corta w in Python. Sia M una T™
che pud interpretare Python e usiarno it programma Python per x come
linput w di M. Allora (M, w) & una descrizione di = che & pil grande della
descrizione Python di = solo per una quantita fissata. La lunghezza in pit
& per 'interprete M per Python.
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DIMOSTRAZIONE. 5i prenda un linguaggio qualsiasi per le descrizioni p
e si consideri la seguente macchina di Turing M.
M = “Sull'input w:

1. Fornisce in output plw}.”

Allora (M)d,(z) & una descrizione di z la cui lunghezza & pit grande di
Kp{x) per al pill una costante fissata. La costante & Ia lunghezza di {M).

Stringhe incompressibili e casualita

Il Teorema 6.24 mostra che la descrizione minimale di una stringa non & mai
molto piti lunga che la stringa stessa. Naturalmente per alcune stringhe,
la descrizione minimale pud essere molto pin corta se 'informazione nella
stringa appare in modo sparso o ridondante. FEsistono stringhe che non
hanno descrizioni corte? In alire parole, la descrizione minimale di alcune
stringhe ¢ effettivamente lunga quanto la stringa stessa? Mostriamo che
tali stringhe esistono. Queste stringhe non possono essere descritte pin
concisamente che semplicemente trascrivendole.

DEFINIZIONE 6.28
Sia z una stringa. Diciamo che x & c-compressibile se
K{z) <zl -«

Se x non & c-compressibile, diciamo che z & incompressi-
bile con c. Se z & incompressibile con 1, diciamo che z &
incompressibile.

In aitre parole, se z ha una descrizione che & ¢ bit pili corta della sua lun-
ghezza, x & c-compressibile. Altrimenti, x & incompressibile con ¢. Infine, se
x non ha alcuna descrizione pi corta che sé stessa, x & incompressibile. In
primo luogo mostriamo che esistono stringhe incompressibili, e poi discutia-
mo le loro proprieta interessanti. In particolare, mostriamo che le stringhe
incompressibili assomigliano alle stringhe che sono ottenute da lanci casuali
di monste.

TEOREMA 6.29

Esistono stringhe incompressibili di qualsiasi lunghezza.

IDEA. Il numero di stringhe di lunghezza n & pilt grande del numero delle
descrizioni di lunghesze minore di n. Ogni descrizione descrive al piit una
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stringa. Quindi, qualche stringa di lunghezza n non & descritta da alcuna
descrizione di lunghezza minore di n. Questa stringa & incompressibile.

DIMOSTRAZIONE. I numero delle stringhe binarie di lunghezza n & 27,
Ogni descrizione & una stringa binaria, quindi il numero di descrizioni di
lunghezza minore di n & al pid la somma del numero di stringhe di ogni
lunghezza fino a n — 1, ovvero

D 2=l 244488 0 m Tl mgh
0<isn—1

I} numero delle descrigioni corte & minore del numero di stringhe di
lunghezza n. (Juindi, almeno una stringa di lunghezza n & incompressibile.

COROLLAREO 6'30 ................................................................................

Almeno 2% — 27+ 1+ 1 stringhe di hnghezza n sono incompressibili
mediante ¢.

DIMOSTRAZIONE.  Estendiamo la prova del Teorema 6.29. Ogni stringa
e-compressihile ha una descrizione di lunghezza al pitt n — ¢. Non possono
esserci pitt di 277" — 1 di tali descrizioni. Quindi, al pitn 2net g
delle 2 stringhe di lunghezza n possono avere tali descrizioni. Le restanti
stringhe, che ammontano almeno a 2™ — (2"7°"! . 1}, sono incompressibili
mediante c.

Le stringhe incompressibili hanno molte proprieta che ci aspetteremmo di
trovare in stringhe scelte in modo casuale. Per esempio, possiamo mostra-
re che una stringa incompressibile di lunghezza n ha all'incirca un ugual
numero di 0 e 1, e che la lunghezza delfla sua pid lunga sequenza (run)
di 0 consecutivi & approssimativamente log, n, come ci aspetteremmo di
trovare in wna stringa casuale di quella lunghezza. Dimostrare questi enun-
ciati ¢i porterebbe troppo lontano nella combinatorica e probability, ma
dimostreremo un teorema che forma la base per questi enunciati.

Questo teorema mostra che ogni proprietd computabile che vale per
“quasi tutie” Je stringhe vale anche per tutte le stringhe incompressibili suf
ficientemente lunghe. Come menzionato nella Sezione 0.2, una proprietd
delle stringhe & semplicemente una funzione f che associa alle stringhe va-
lori in {VERO, FALSO}. Diciamo che una proprieta vale per quasi tutte
le stringhe se la frazione delle stringhe di lunghezza n su cul & FALSO
tende a 0 al crescere di n. E presumibile che una stringa unga scelta
casualmente soddisfi una proprieta calcolabile che vale per quasi tutte le
stringhe. Quindi, stringhe casuali e stringhe incompressibili condividono
tali proprieta.
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TEOREMA 631 o

Sia f una proprieta calcolabile che vale per quasi tutte Je stringhe. Allora,
per ogni b > 0, la proprieta [ & FALSO solo su un mumero finito di stringhe
che sono incompressibili mediante &.

DIMOSTRAZIONE,  Sia M il seguente algoritmo.

M = “Sull’input 4. un intero binario:
1. Trova Pi-esima stringa s tale che f(s} = PALSO, nell’ordine
standard per le stringhe.
2. Fornisce in output la siringa s.”

Possiamo usare M per ottenere descrizioni corte di stringhe che non hanno
s proprietd [ come segue. Per ogni tale strings =, sia i, la posizione o
indice di x nella lista di tutte le stringhe che non hanno la proprieta [,
nell'ordine standard per le stringhe {cio®, per lunghezza e lessicografica-
mente ail'interno di clascuna lunghezza). Allora (M, i;) & una descrizione
di z. La lunghezza di questa descrizione @ }i,| + ¢, dove ¢ & la lunghezza
di {M}. Poiché poche stringhe non hanno la proprietd f, I'indice di z &
piccolo e la sue descrizione & proporzionalmente corta.

Fissa un qualsiasi numero & > 0. Scegli n tale che al pit una fraziene
1/20+eF1 delle stringhe di lunghezza minore o uguale a n non abbia la
proprieta f. Ogni n sufficientemente grande soddisfa questa condizione
perché f vale per quasi tutte le stringhe. Sia x una stringa di lunghezza
n ¢he non abbia la proprieta f. Abhiamo 27 — 1 stringhe di lunghezza.
minore o uguale a n, quindi

n — b, il che implica che
K{x) <n—b

Quindi ogni = sufficientemente lunga che non abbia la proprieta f & com-
pressibile mediante b Allora solo un numerc Hinito di stringhe che non

A questo punto, sarebbe appropriato esibire qualche esempio di stringa
mcompressibile.  Tuttavia, come chiede di mostrare i1 Probiema 6.16, la
misura di complessith K non @ caleolabile. Inoltre, nessun algoritmo pud
decidere in generale se una stringa € incompressibile, in accordo al Proble-
ma 6.17. Infatti, in accordo al Problema 6.18, nessun sottoinsieme infinito
di esse & Turing riconoscibile. (uindi non abbiamo alenn mezzo per ottenere
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lunghe stringhe incompressibili e non avremme alcun modo per determina-
re se una stringa & incompressibile anche se ne avessimo una. I teorema
seguente descrive alcune stringhe che sono quasi incompressibili, sebbene
esso non fornisca un modo per esibirle esplicitamente.

TEOREMA 6.32
Per qualche costante b, per ogni stringa z, la descrizione minimale d(z) di
x & incompressibile mediante b.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la seguente TM M

M = “Sull’input (R,y), dove R & una T™M e y & una stringa:

1. Esegue R su y e rifiuta se il suo output non & della forma
{8, 2).

2. Esegue S su z e si arresta con il suo cutput sul nastro.”

Sia b uguale a {{M}}+ 1. Mostriamo che b soddisfa il teorema. Supponiamo
al contrario che d(z) sia b-compressibile per qualche stringa z. Quind:

|d(d{z))} < |d(z)| - b
Ma allora (M)d(d(x)) & una descrizione di z la cul lunghezza & al piu
KM + ld(d(@))] < (b— 1) + (ldz)] - b) = [d(x)] - 1.

Questa descrizione di z & pilt corta di d(x), contraddicendo la minimalita
di quest’ultima.

ESERCIZI

6.1 Fornire un esempio nello spirito del teorema di ricorsione di un programma in un
linguaggio di programmaziore reale (o una ragionevole approssimazione di esso)
che stampa sé stesso.

6.2 Mostrare che ogni sottoinsieme infinito di MINym non & Turing-riconoscibile.
A6.3 Mostrare chese A <17 Be B <7 C, allora A <1 C.

6.4 Sia Arw’ = {{M,w)| M & una TM con oracolo e M*™ accetta w}. Mostrare che
A1y’ & indecidibile rispetto ad Arwm.

46.5 L'enunciato 3rVy [x+y=y] & un elemento di Th{A/, )7 Perché o perché no? E
per quanto riguarda Penunciato JxVy [$+y=x1?
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PROBLEMI

6.6

6.7

6.8

*6.9

*6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

8.17
6.18

*6.19
6.20

6.21

Per ogni m > 1 sia Zm = {0,1,2,...,m — 1} e sia Fpn, = (Zm, +, %) il modeilo i}
cui universo & Z.. ¢ ¢he ha relazioni corrispondenti alle relazioni + e » calcolate
module m. Mostrare che per ogni m, la teoria Th(F) & decidibile.

Mostrare che dati due qualsiasi linguaggi A e B, esiste un linguaggio J tale che
A<rdJeB < J

Mosirare che per ogni inguaggio A, esiste un linguaggio B tale che A <7 B e
B £1 A

Provare che esistone due lingnaggi 4 e B che non sono Turing confrontabili — cio
tali che A €r Be B ¢+ A

Siano A e B due lingnagel disgiunti. Diciamo che il linguaggio C separa A e B se
AT CeB CC. Descrivers due linguaggi disgiunti Turing riconoscibili che non
sono separabili mediante alcun linguaggio decidibile.

Mostrare che EQqy, & riconosciuto da una macchina di Turing con un oracolo per
ATM.

Nel Coroliaric 4.18, mostrammo che 'insteme di tulti i linguaggi non & numerabile,
Usare questo risultato per provare che esistono linguaggi che non sono riconosciunti
da una macchina di Turing con oracclo, con un oracolo per At

Ricarda il Problema della Corrispendenza di Post che definimmo nella Sezione 5.2
e il suo linguageio associato PCP. Mostrare che PCP & decidibile rispetto ad Atm.

Mostrare come calcolare la complessisa descrittiva delle stringhe K(z) con un
oracolo per Artm.

Usare il risuitato del Problema 6.14 per fornire una funzione f che & calcolabile
con nn oracelo per Atwm, dove per ogni r, f{n) & una stringa incompressibile di
lunghezza 1.

Mostrare che la funzione K(z) non & una funzione caicolabile.
Mostrare che l'insieme delle stringhe incompressibili & indecidibile.

Mostrare che Vinsieme delle stringhe incompressibili non contiene alcun
softoinsieme infinito che sia Turing riconoseibile.

Mostrare che per ogni ¢, esisteno stringhe z e y tali che K{zy} > K{z) + K(y) +c
Sia § = {{M}} M una TM ed L(M) = {{M}} }. Mostrare che né 5 né S & Turing
riconoscibile,

Sia R C A® una relagione k-aria. Diciamo che R & definibile in Th{N,+) se
possiamo fornire una formula ¢ con k variabili libere z1,..., %« tale che per ogni

Q1e. ... a5 €N, ¢lay, ... ax) & vera esatiamente quando ai, ..., ek & K. Mostrare
che ciascuna delle seguenti relazioni & definibile in Th{N, +).
Aa. Rp= {0}
b. By ={1}
c. Re={{a,a)lac N}
d. Bc={(e,b)la,beN eda <b}




288

6.22

6.23

"6.24
£6.25

"6.26

v6.27

"6.28

CAPITOLO 6 — Argomenti avanzati nella teoria defla computazione

Descrivere due diverse macchine di Turing, M ed N, tali che, su un qualsiasi input,
M fornisce in output (N} ed N fornisce in output (M},

Nella versione del punto fisso del teorema di ricorsione {Teorema 6.8), sia la tra-
sformazione ¢ una funzione che scambia ghi 5424 Gaccept © Grejucs neile descrizioni dj
una macchina di Turing, Fornire un esempio di un punto fisso per t.

Mastrare che EQyyy fm L
Usare il teorema di ricorsione per dare una prova alternativa del teorema di Rice
nel Problema 5.16.

Fornire uwn modello per la formula chiusa
i i Fila, T}]
AWy [Rl(z y) & Rily, J)J
7 \f:::,g,/,zl(]{](:r y) A Ry, 2)) = Ryl zj]

Paeg =

S @, definita come nel Problema 6.26. Fornire un modello per 1a formula chinsa

Bl = Pey
AVzy [ Rylz,y) -+ —~Rale,y)
Raly, %)) ]

1
]
ANy [""Jh(.:r v} = (Rafe, ) ®
} = Ralr,z)]

AV, | [{Ra{w,y) A Raly, 2)) —
ANx Iy 1 Rg(w,y”.

Sia {A, <) il modelle con universa A e la relazione “minore . Mostrare che

Th{N, <) & decidibile.

SOLUZIONI SELEZIONATE

6.9

6.5

Supponiamo che M decida A e MY decida B. Usiamo una TM con oracolo Ma,
tale che ME decida A. La macchina My simula M. Ogni volta che A, interroga, il
suo oracole su una gualche stringa x, Ja maceching M3 controlla se z € B e fornisce
la risposta a M. Poiché la macchina Mz non ha un oracolo per B e non pud
compiere questo controllo direttamente, essa simula My sullinput x per ottenere
questa informazione. La macchina M3 pud ottenere la risposta alle domande di Moy
direttamente perché queste due macchine usano lo stesso oracolo, C.

Llenunciato 3z vy | r+y—y} ¢ un elemento di Th{N, +) perché questo enunciato
¢ vero per I’ mterpretamonc comune di + sull’universo J\f. Ricorda che utilizziame
N o= {U 1,2,...} in questo capitolo ¢ quindi possiamo usare £ = 0. L'enunciato
dx Yy 3+ymx} non & un elemento di Th{A,+) perché questo enuncialo non &
vero in gquesto modello. Per ogni valore di o, porre y = 1 fa &1 che non sia xty=2

6.21

G.25

£.26

6.28
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(a) R & definibile in ThiA, +) mediante ¢o(x) = Yylo + y = ¥}

(€) flo. & definibile in ThiN, +} mediante ¢ (u.v} = Vriga(z} = zdu=1].
Supponiamo per assurdo che una qualche TM X decida una proprietd P, e P
soddisfi le condizioni del teorema di Rice. Una di queste condizioni dice che esistono
TM A e BB tali che {4} € P e (B) ¢ P. Usiamo A ¢ B per costruire la TM R:

"

R = “Sullinput w:
1. Ottiene la sua descrizione {R) usando il teorema di ricorsione.
2. Esegue X su (F).
3. Be X accetta (R). simula B su w.
Se X rifiuta (R), simula A su w.?

Se (R) € P, allora X accetta (R) od L(R) = L{B). Ma (B} € P, in contraddizione
con (Ry € P, poiché P coincide sulle TM che hanno lo stesso linguaggio. Otteniamo
una contraddizione simile se (R} & . Quindi, Ia nostra iniziale supposizione & falsa.
Ogni proprietd che soddisfa le condizioni del teorema di Rice & indecidibile.

Llenunciato @e, fornisce le tre condizioni di una relazione di equivalenza. Un mo-
dello (A, R1), dove 4 & un gualsiasi universo ed Ry & una qualsias] relazione di
equivalenza s A, & un modello per geq. Per esempio, sia A Uinsieme degli interi Z
egia Ry = {{i.{}| 1 € Z}.

Ridurre TH{A, <} & Th{N, 4}, che & decidibile, come abhiamo gia dimestrato.
Mostrare come trasformare una Jormula chiusa ¢; sul linguageio di (N, <) in
una formula chivsa ¢z sul linguaggio di (A, +) preservando la veritd o falsith
nei rispettivi modelll.  Sostituire ogni ceeotrenza di i < § in ¢ con la formula
:*F"g {i+k=0y Ak H’rfkﬂ m ¢y, dove £ & una diversa nuova variabile ognt volta.
La formuia chiusa ¢ & equivalente a ¢ poiché “i & minore di j7 significa che pos-
siamo addizionare un valore diverso da zero a i e ottenere 5. Porre ¢ in forma
normale prenex,.come richiesto dall'algoritmo per decidere Th{A", +), richiede un
po di lavore supplementare. 1 nuovi guantificatori esistenziali sone portati alla
sinistra della formula chiusa. Per farlo, questi guantificatori devono passare attra-
verso le operazioni booleane che sone presenti nella formula chiusa. ¥ guantificatort
possono essere portati atiraverso le operazioni di A e v senza cambiamenti. Atira-
versare — cambia 3 in ¥ e viceversa. Quindi, -3k dwenta Vespressione equivalente
Wk =i, e oWk diventa 3k —eh,
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TEORIA DELLA COMPLESSITA




COMPLESSITA DI TEMPO

Anche grando un problema & decidibile, e quindi in linea di principio com-
putazionalmente risolvibile, pud non essere risolvibile in pratica se la so-
luzione richiede uné guantita eccessiva di tempo o di memoria. In questa
parte finale del libro introduciamo la teoria della complessita computazio-
nale - uno studio del tempo. della memoria o di altre Tisorse, necessarie per
risolvere prollemi computazionali. Tniziamo dal tempo.

1l nostro obiettivo in questo capitolo & presentare le basi della teoria del-
la complessita di tempo. Come primo passo, introduciamo un metodo per
misurare il tempo usato per risolvere un problema. Poi mostriame come
classificare i problemi in base alla quantitd di tempo che essi richiedono.
Infine, consideriamo la possibilita che determinati problemi decidibili richie-
dano enormi quantita di tempo e di come sia possibile determinare quando
ci trovismo di fronte a un problema, di questo tipo.

7.1
MISURE Di COMPLESSITA
Iniziame con un esempio. Consideriamo 1) linguaggio 4 = {ok1¥ k& > 0}

Ovviamente, 4 & un linguaggic decidibile. Di quante tempo necessita una
una macchina di Turing a nastro singolo per decidere 47 Esaminiamo la
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seguente TM Mj per A. Diamo la descrizione della macchina di Turing a
basso livello, includendo I'esatto movimento della testina sul nastro in modo
che possiamo contare il numero di passi che M) eflettua quando lavora.

M, = “8u input w:

Scandisce il nastro e rifiuta se trova uno 0 a destra di un 1.

Ripete se il nastri contiene almeno uno 0 ed almeno un 1:
Scandisce il nastro, cancellando uno ¢ ed un 1.

Se rimane almeno uno O dopo che ogni simbolo 1 & stato

cancellato, o se rimane almeno un 1 dopo che ogni simbolo

0 & stato cancellato, rifiufe. Altrimenti, se non rimangono

né stmboii 0 né simboli 1, accetta.”

ol ol

Analizzeremo 'algoritmo della TM M) che decide 4 per determinare la
quantith di tempo che impiega. Come prima cosa, introduciamo la ter-
minologia e la notazione necessaria. I numero di passt che utilizza un
algoritmo su un particolare input puo dipendere da diversi parametri, Ad
esempio, se I'input ¢ un grafo, il numero di passi pud dipendere dal numero
di nodi, dal numero di archi e dal grado massimo det grafo, o da una com-
binazione di questi e/o altri parametri. Per semplicita si calcola il tempo
di esecuzione di un algoritmo semplicemente in funzione della lunghezza
della stringa che rappresenta V'input e non si considerano eventuali altri
parametri. Nell'analisi del caso peggiore, che noi considereremo, si valu-
ta il tempo di esecuzione massimo tra tutti gli input di una determinata
lunghezza. Nell’analisi del easo medio, si considera la media del tempi di
esecuzione su tutti ghi input di una determinata lunghezza.

 DEFINIZIONE 7.1

Sia M una macchina di Turing deterministica che si ferma
su tutti gli input. I tempo di esecuzione o la comples-
sita di tempo di M & la funzione f: N— N, dove f(n)
& il numero massimo di passi che M utilizza su un qualsiasi
input di lunghezza n. Se f(n) & il tempo di esecuzione di M,
diciamo che M ha tempo di esecuzione f{n) e che M & una
macchina di Turing di tempo f(n). Abitualmente usiamo n
per rappresentare la lunghezza dell’input.

Notazione O-grande ed o-piccola

Poiche il tempo esatto di esecuzione di un algoritno & spesso un’espres-
sione complessa, solitamente ¢i limitiamo ad ottenerne una stima. L'utile
metodo di stima, detto enelisi asinfotica, permette di valutare il tem-
po di esecuzione dell’algoritmo quando viene eseguito su grandi input. Lo

e i
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facciamo prendendo in considerazione solo il termine di ordine maggiore
dell’espressione del tempo di esecuzione dell’algoritmo, trascurando sia il
coefficiente di tale termine, che tutti i termini di ordine inferiore, perché il
termine di ordine piu alto domina gli altri termini quandoe Iinput & grande.

Ad esempio, la funzione f(n) = 6n°+2n2+20n-+45 ha quattro termini ed
il termine di ordine maggiore & 6n°. Trascurando il coefficiente 6, dictamo
che f & asintoticamente al piti n®. La notazione asintotica o notazione
O-grande per descrivere questo rapporto & f(n) = O(n?).

Formalizziamo tale nozione nella seguente definizione. Sia R+ Pinsieme
dei numeri reali non negativi.

DEFINIZIONE 7.2

Siano f e ¢ funzioni f,g: N—R™ Si dice che
fin) = O(g(n)) se esistono interi positivi ¢ e ng tali che
pEeT ogni n = g,

fin) < egln).

Quando f{r) = Olg(n)), diciamo che g(n) & un limite su-
periore per f(n), o pil precisamente, che g(n) & un limite
superiore asintotico per f(n}, per sottolineare che stiamo
ignorando le costanti.

Intuitivamente, f{n) = O(g(n}) significa che f & minore o uguale a g se
trascuriamo differenze fino ad un fattore costante. Potete pensare ad O
come rappresentazione implicita di una costante. In pratica, la maggior
parte delle funzioni f che potete incontrate hanno wn termine di ordine pin
alto h. chiaramente individuabile. In tal caso si serive f(n) = O{g(n)),
dove g & h senza il suo coefficiente.

ESEMPIO 7.3 e s e

Sia fi(n) la funzione 508+ 2n% +22n+6. Quindi, selezionando il texmine di
ordine maggiore 5n° e trascurando il suo coefficiente 5, si ottiene fi(n) =
O{n3). Verifichiamo che questo risultato soddisfa la definizione formale. Lo
facciamo ponendo ¢ pari a 6 e ng a 10. Quindi 51% + 2n® + 22 + 6 < 6n°
per ogni n > 10. Inoltre, fi(n) = ({n*) perché n* & pilt grande di nd e
quindi & un limite superiore asintotico per fi. Tuttavia, f1{n) non & O(n?).
Indipendentemente dai valerl che assegniamoe a ¢ e ng, la definizione non
viene soddisfatta in questo caso.

ESEMPIO 7.4 -

L’O-grande interagisce con i logaritmi in una maniera particolare. Di solito
quande si usano 1 logaritmi dobbiamo specificarne la base, come per = =
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logs n. La base 2 qui indica che questa ugnaglianza equivale al.l’uguagiia.mza
2% = n. Cambiando il valore deila base b cambia il valore di log, n di un
fattore costante, dovuto all'uguaglianza logyn = logyn/logy b, Quindi,
quando scriviamo f{n) = O{logn), non & pilt necessario specificare la base
perché stiamo comungue eliminando i fattori costanti. Sia fo{n) la funzione
3nlogyn + Snlogylogs n+ 2. In questo caso abbiamo fo(n) = O(nlogn)
perché log n domina log fog n.

La notazione (O-grande appare anche in espressioni aritmetiche, come
Vespressione f(n} = O(n®) + O(n). In tal caso ciascuna accorrenza
del simbole O rappresenta un diverso fattore costante nascosto. Poiché
il termine Q(n?*) domina il termine Ofn), 1’espressione: & equivalente a
J(n) = O®%). Quando il simbolo O si presenta all’esponente, cotne
nell’espressione f(n} = 20} vale la stessa idea. Questa espressio-
ne rappresenta un limite superiore per 2 per qualche (:G§tante c. A
volte si trova lespressione f(n) = 200%™ Utilizzando Puguaglianza
n o= 27 o gquindi n® = 2¢loge ™ gtteniamo che 200987 rappresen-
ta un limite superiore per n® per qualche ¢ L’espressione nO rap-
presenta la stessa limitazione in maniera diversa, in q1_ianto i’espressmpe
O(1} rappresenta un valore che non ¢ mai maggiore di una costante fis-
sata. _ '

Spesso st ottengono del limitd della forma n® per ¢ maggiore 6(51 0.
Tali Hmiti sono chiamati limiti polinomiaeli. Limiti del tipo 2%} so-
no chiamaii Hmiti esponenziali quando 4 & un numero reale maggiore
di 9. '

La notazione O-grande ha una controparte chiamata notatione o-
piccolo. La notazione O-grande dice che una funzione & a,sir‘ltoti_came?nte
non pit grande di un’altra. Per dire che una funzione e asmtot_lca—
mente pit piccele  di un’altra, usiamo la notazione o-piccolo. La diffe-
renza tra le notazioni O-grande ¢ o-piccolo & analoga alla differenza tra
< e <.

PETINIZIONE 7.5
Siano f e ¢ funzioni f,g: N—sRH Diciamo che

F(n) = o(g{n)) se

In altri termini, f{n} = o{g(n)} significa che per ogni nume-
ro reale ¢ > (0, esiste un numero ng, tale che fin) < cg(n)
per ogni 1 2 ng.
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ESEMPIO 7.6 ......................................................... B S

Le seguenti uguaglianze sono semplici da verificare.

1./n = o(n},

2.1 =o(nloglogn).
3.nloglogn = o(nlogn).
4.nlogn = o{n?).

5. 72 = o(n?).

Tuttavia, f(n) non & mat of f(n)).

Analisi degli algoritmi

Analizziamo Valgoritme M; dato per it linguaggio 4 = {ok1%1 1 > 0.
Riseriviamo qui algoritme per comoditi.

My = “Su mput un

- Scandigce il nastro e rifiuta se trova uno 0 a destra di un 1.

- Ripete se il nastro contiene almeno uno 0 ed almeno un 1:

. Scandisce il nastro, cancellando uno ¢ ed un 1.

- Se rimane almenc uno 0 dopo che ogni simbolo 1 & stato
cancellato, o se rimane almeno un 1 dopo che ogni simbolo
0 & stato cancellato, rifiufa. Altrimenti, se non rimangono
né simboli 0 né simboli 1, accette.”

LSRR SR

Per analizzare A}, consideriamo ciascuna delle sie quatiro fasi separa-
tamente. Nella fase 1, la macchina scansiona il nastro per verificare che
Vinput & del tipo 0*1*. Tale operazione di scansione usa n passi. Come ab-
hiamo accennato in precedenza, di solito utilizziamo n per rappresentare la
lunghezza dell’input. Per riposizionare la testina all’estremita sinistra del
nastro utilizza ulteriori n passi. Per cui il totale di passi utilizzati in que-
sta fase & 2n passi. Nella notazione O-grande diciamo che questa fase nsa
O(n} passi. Sinoti che non abbiamo fatto menzione del riposizionamento
della testina del nastro nella descrizione della macchina, Lutilizzo della
notazione asintotica ci permette di omettere quei dettagli della descrizione
della macchina che influenzano il tempo di esecuzione al pilt di un fattore
costante.

Nelle fasi 2 e 3, Ia macchina esegue ripetutamente la scansione del nastro
¢ cancella uno 0 e un 1 ad ogni scansione. Ogni scansione utilizza O(n}
passi. Poiché ogni scansione elimina due simboli, possono verificarsi al
pitt n/2 scansioni. Cosi il tempo totale itnpiegato dalle fasi 2 e 3 & di
{(n/2)0{n) = O(n?) passi.
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Nella fase 4 la macchina fa una singola scansione per decic;ere se accettare
i impi i fase & al pin O(n).

o rifiutare. H tempo impiegato in questa : ) ,
Quindi il tempo totale di M3 su un input di lunghezza' ne O(n) +20(n Y+

O(n), ovvero O(n?). In altre parole, il tempo di esecuzione & O(n?), il che

com;)’leta Panalisi del tempo di esecuzione di questa ma:?cI.nna. -
Vogliamo ora stabilire una notazione per classificare i linguaggi in base

alla loro necessita di tempo.

"BEFINIZIONE 7.7
Sia t: N — R una funzione. La classe di compl(lzssetc'?
di tempo, TIME(t(n))}, & definita come l'insieme d% tutti
i lénguaggi che sono decisi da una macchina di Turing in
tempo O(t{n)).

Ricordiamo il linguaggio A = {0*1% k > 0}. L’analisi pQrecedente mg-
stra che A € TIME(n?) perché M; decide 4 in tempo O{n®) e ’IZ‘IME{n }
contiene tutti i iinguaggi che possono essere dec1f.51 in ’_cempo O(n. ) ,

Tigiste una macchina che decide A in modo asmtotlcamengte? piu vel'oce.
In altri termini, risulta A in TIME(t(n}) per t(n)‘ = o.(n )7 Pos_smi;m{)-
migliorare il tempo di esecuzione, cancellando due’ simboli O € du.e simboli
1 ad ogni scansione invece di uno solamente, perché 'questo fiduce il numero
di scansioni della meta. Ma cid migliora il tempo di esecuzione solo per un
fattore 2 e non influenza il tempo di esecuzione a.smtotlco.l La .seguente
macchina Mo, utilizza un metodo differente per decidere A asintoticamente
pilt velocemente. Essa mostra che A € TIME(nlogn).

My = “Su input w: .
1. Scandisce il nastro e rifiute se trova uno O a destra di un 1.

2. Ripete finché il nastro contiene almeno uno 0 ed un 1:

3. Seandisce il nastro, controllando se il numero tot'ale d.i
simboli 0 e di 1 rimasti & pari o dispari. Se & dispari,
rifiuta. - .

4 Seandisce nuovamente il nastro, cancellando prima oghi

secondo 0 a partire dal primo G, poi cancellando ogni

seconde 1 a partire dal primo 1.
5. Se nessuno 0 e nessun 1 rimangono sul nastro, accetta.

Alirimenti, rifiute.”

Prima di analizzare Ma, cerchiamo di verificare se effettivamente decide A

In ogni scansione eseguita nella fase 4, il numero totale di O rimanenti e

ridotto della meta e ogni eventuale resto viene scartato. Quindi, se abbiamo
iniziato con 13 simboli 0, dopo una prima esecuzione della fase 4 rimangono
solo 6 simboli 0. Dopo le successive esecuzioni di questa fase ne restano

et
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prima 3, poi 1, e poi 0. Questa fase ha lo stesso effetto sul numero di simboli
t. Esaminiamo ora la parita (pari/dispari) del numero di simboli 0 e 1 ad
ogni esecuzione della fase 3. Si consideri ancora 1'inizio con 13 simboli 0 e
13 simboli 1. La prima esecuzione della fase 3 trova un numera dispari di
simboli O (perché 13 & un numero dispari} ed un numero dispari di simboli 1.
Nelle successive esecuzioni si ha un numero pari (6}, poi un numero dispari
(3}, e un numero dispari (1). Non eseguiamo questa fase su 0 simboli 00 0
simboli 1 in accordo alla condizione specificata nells, fase 2. Per Iy sequenza
di parita trovata (dispari, pari, digpari, dispari), se sostituiamo pari con 0 e
dispari 1 e poi invertiamo la sequenza, otteniamo 1101, ia rappresentazione
binaria di 13, ossia il numero di simboli 0 e 1 iniziale. La sequenza delle
parita fornisce sempre U'inverso della rappresentazione binaria.

Quando la fase 3 controlla che il numero totale di ¢ e 1 rimanenti &
pari, in realti sta controllando la coerenza della parita del numero di 0 con
la paritd del numers di 1. Se le parita corrispondono, le rappresentazioni
hinarie dei numeri di 0 e di 1 corrispondono, e quindi i due numeri sono
uguali.

Per analizzare il tempo di esecuzione di M>, per prima cosa osserviamo
che ogni fase impiega un tempo O(n). Determiniamo pot il mimero di volte
in cui ognuna viene eseguita. Le fasi 1 e 5 vengono eseguite una volta,
impiegando un tempo totale O(n}. La fase 4 scarta almeno meta dei simboli
0 e 1 ogni volta che viene eseguita, quindi si verificano al massimo L+logyn
iterazioni del ciclo prima di averli cancellati tutti. Cosi il tempo totale delle
fasi 2,3, e 4 & (1 + logy n)O(n), 0 O(nlog nj. Il tempo di esecuzione di M,
e O(n) + O{nlogn) = O(nlogn).

In precedenza abbiamo dimostrato che 4 & TIME(n?), ma ora abbiamo
ottenuto un limite migliore — precisamente, A4 TIME(rlogn}. Questo
risultato non pud essere ulteriormente migliorato su macchine di Turing
a singolo nastro. Infatti, ogni linguaggio che pud essere deciso in tempo
o{nlogn) su una macchina di Turing a nastro singolo & regolare, come vi
chiede di mostrare il Problema 7.20.

Possiamo decidere il linguaggio A in tempo Q(n) {chiamato anche tempo
lineare) se la macchina di Turing ha un secondo nastro. La seguente TM My
a due nastri decide A4 in tempo lineare. La macchina M3 opera diversamente
dalle macchine precedenti per A. Semplicemente copia tutti i simboli 0 sul
suo secondo nastro e poi i accoppia con ghi 1.

Mz = “Su input w:
1. Scandisce il nastro 1 e rifiuta se trova uno 0 a destra di un
1.
2. Scandisce i simboli 0 sul nastro 1 fino al prime 1.
Contemporaneamente, copia ogni 0 sul nastro 2.
3. Scandisce i simboli 1 sul nastro 1 fino alla fine dell’input.
Per ogni 1 letto sul nastro 1, cancella uno 0 sul nastro 2.
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Se ogni ¢ & stato cancellato prima di aver letto tutti gli 1,

rifiuta. _ ‘ )
4. Se tutti gli 0 sono stati cancellati, eccetfa. Se rimane qualche

0, riftuta.”

Questa macchina & semplice da a,n.alizzaa‘(j. C—ias.cuna. delle qa{atttrg‘ fﬁsx
wtilizza O(n) passi, in modo che i tempo di esecuzione (:o_znple&tzsllfo r1511}10 ]2

O(n) e quindi lineare. Si noti che que‘sto t-em.po di esecu:%li)ne e.i ]I’I;;g o
possibile perché n passi sonc necessar semphcemelnte per eggme: ! p; ‘._

Riassursiamo guello che abbiamo dimostrato circa ]g complessita tem

porale di A, la quantitd di tempo necessaria per dem.dere A Abb;amg
progettate una T™M A; a singolo nastro F:he decide 4 in tem;;o (‘)(]n ) © J
una TM M, a singolo nastro che decide A in tempo O(n.log nl). 2 sio 22101}5,
del Probiema 7.20 implica che nessuna TM a nastro singolo puo farlo Pilu
velocemente. Poi abbiamo progettato una TM My a dl.](-“f neigtrl (:}ie (?e\c,s(‘ €
A in tempo O(n). Quindi la complessitd di tempo di A & Q(n ogf}z; 5;1
una TM a nastro singolo e O(n} su una T™ a due nastri. Notate che ia
complessitd di A dipende dal modei]g di ca]co.lo scelto. } .
Questa discussione evidenzia una d1ffe‘r<j:n‘za 1mpor€.ant(? fra ;. teoria t ! ‘
complessitd e la teoria della (:ompu.};ﬂbihta. Nc-aﬂa teorlal della Cfrflpulé;li
bilitd, la tesi di Church-Turing implllca che tutti i modelh.cpmpu Tano;} !
sono equivalenti - ossia che tutti decidono la stess‘a cla‘sse di lmguagjg]]. (; ‘
la teoria della complessita, la scelta del modeilc') mﬂ.ul'sge-s_uﬂa colmp1 lessi -af
di tempo dei linguaggi. Per esempio, i lirlgu&ggﬁ. (_i(?c.zdib;h in tqmpo )1T1ear(,
in un modeilo non sono necessariamenie d(’%(:ld]bll]] m'tempfo lmeart,'m gn
altro modello. Nella teoria della complessita, classifichiamo i problemi corn-
putazionali secondo la loro complessita di ten3p0. Ma con qufﬂe moc.lg‘htla.t
misuriamo il tempo? Uno stesso ]inguagg%o puo avere differenti ne;é.?;s@a. i
tempo in modelli diversi. Fo:'tunamt?nte., i 1'*equ18.1t1 fh tel:npo non (_11 erlsccoi-i
no molto per i modelli deterministici usggh. Quindi, se il nostrol .‘fl‘S ieman.
classificazione non & malio sensibile a differenze relatilv?%mt‘am.e piceole nella
complessita, la scelta dello specifico modg]lo deterministico non & mrllpor:
tante. Discuteremo guesto concetto ulieriormente nelie prossime sezionl.

Relazioni di complessita tra madelli

Qui esaminiamo come la scelta del modello di calcolo pud 111ﬁuenzare. la
complessitd di tempo del linguaggi. Consideriamo tre modelii: macfchmg
di Turing a singolo nastro, macchine di Turing a due nastri e macchine di
Turing non deterministiche.

TEOR EMA T.B ...........................................

Sia #{n) una funzione, tale che t(n) > n. Ogni macchina dl‘ Turing mulmné»
stro di tempo #(n) ammette una macchina di Turing equivalente a nastro
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singolo di tempo Q(t%(n}).

IDEA.  L’idea alla base della dimostrazione di questo teorema & molto
semplice. Ricordiamo che nel Teorema 3.13. abbiamo mostrato CoIme con-
vertire qualsiasi T™M muitinastro in una TM a nastro singolo che la simula.
Ora analizziamo la simulazione per determinare la quantita di tempo sup-
plementare richiesta. Mostriamo che possiamo simulare ogni passo della
macchina multinastro con O(t(n)) passi della macchina a nastro singolo.
Per cui il tempo totale impiegato e O{t*(n}} passi.

DIMOSTRAZIONE.  Sia M una TM a k-nastri avente tempo di esecuzione
t(n}. Costroiamo una ™ § a singolo nastro che ha tempo di esecuzicne
O{t*(n}). La macchina S opera simulando M, come descritto nel Teore-
ma 3.13. Nel rivedere tale simulazione, ricordiamo che S utilizza i suo
unico nastro per rappresentare il conterato di tutd i kEoaastri di M. T na-
stri sono memorizzati consecutivamente, con le posizioni delle testine di A7
marcate nelle celle appropriate. Inizialmente, 5 mette il nastro nel formato
che rappresenta tutti i nastri di Af e poi simula § passi di M. Per simulare
un passo, S scorre tutte le informazioni memorizzate sul suo nastro per
determinare i siniboli presenti sotto le testine di M. Poi § esegue un’altra
scansione del suo nastro per aggiornare i contenuto dei nastri e le posi-
zieni delle testine. Se una testina di A s sposta a destra su una parte
non letta del nastro, 5 deve aumentare la quantiti di spazio allocato per
questo nastro. Lo -fa spostando una parte del suo nastro di una celia a
destra.

Ora analizziame questa simulazione. Per ogni passo di M, la macchina
S fa due passi sulla parte attiva del suo nastro. I primo ottiene le informa-
zioni necessarie per determinare la prossima mossa e i secondo la esegue.
La lunghezza della parte attiva del nastro di § determina il tempo che S
impiega per esegnire la scansione, quindi dobbiamo determinare un limite
superiore per questa lunghezza. Per farlo prendiamo la somma delle [un-
ghezze delle parti attive dei & nastri di M. Ciascuna di queste parti attive
ha lunghezza al piti #(n} poichd M utilizza i(n) celle del nastro in ¢(n) passi,
se la testina si sposta verso destra ad ogni passo e anche meno se vi sono
spostamenti di qualche testina a sinistra. Quindi una scansione delia parte
di nastro attiva di S impiega C{t(n}) passi. Per simulare ciascuna delle
fasi di M7, § esegue due scansioni ed eventualmente fine a k spostamenti
a destra. Ognuno impiega un tempo O(t{n)), per cui il tempo totale per
& per simulare un passo di M & O(t(n)}. Ora possiamo limitare il tempo
totale impiegato dalla stmulazione. La fase iniziale, in cui S mette il nastro
nel formato corretto, usa O(n) passi. In seguito, .5 simula clascuno dei t(n)
passi di M, utilizzando O(t(n)}) passi, per cui questa parte della simulazione
utilizza t{n) x O{t{n)) = O(t*(n)) passi. Quind: Vintera simuazione di M
utilizza Of{n) + O(t2(n)) passi.
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Abbiamo assunto che ¢{n) > n (un’ipotesi ragionevole perché M non po-
trebbe nemmeno leggere lintero input in meno tempo). Pertanto il tempo
di esecuzione di S & O(t*(n)) e la dimostrazione & completa.

Ora vedremo un teorema analogo nel caso di macchine di Turing non deter-
ministiche a nastro singolo. Mostreremo che ogni linguaggio decidibile su
tale macchina & anche decidibile su una macchina di Turing deterministica
a nastro singolo che richiede molto pil tempo. Prima di farlo, dobbiamp
definire il tempo di esecuzione di una macchina di Turing non deterrni-
nistica. Ricordiamo che una macching di Turing non deterministica & un
decisore se tutte le sue computazioni si fermano su tutti gli input.

T DEFINIZIONE T 7.9

Sia N una macchina di Turing non deterministica che sia
anche un decisore. 1l tempo di esecuzione di N & la
funzione f: N—»s A, tale che f(n) & il massimo numero di
passi che N usa per ognuna delle computazioni su ogni input
di lunghezza n, come mostrato nella figura seguente.

Deterministica Non deterministica

i !

fin) rifiuta -~ f{ﬂ)
} - accetta
l i - accetta/rifiuta l _-rifiuta l
FIGURA 7.10

Misurazione del tempo nei casi deterministico e non deterministico

La definizione del tempo di esecuzione di una macchina di Turing non
deterministica non & destinata a corrispondere ad un qualche dispositivo
informatico reale. Piuttosto, si tratta di un’utile definizione matematica che
aiuta a caratterizzare la complessitd di una classe importante di problemi
computazionali, come dimostreremo a breve.

b R P et AR
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TEOREMA 7.11

Sia t{n) una funzione tale che #(n) > n. Ogni macchina di Turing non
deterministica a singolo nastro avente tempo di esecuzione #(n) ha una

macchina di Turing deterministica & nastro singolo equivalente di tempo
90(t(n))

DIMOSTRAZIONE. Sia N una TM non deterministica avente tempo di
esecuzione t{n). Costruiamo una T™ deterministica D che simula N, come
nel Teorema 3.16, effettuando una ricerca sull’albero delle computazioni di
N. Ora analizziamo tale simulazione. Su un input di lunghezza n, ogni
ramificazione dell’atbero delle computazioni di N ha lunghezza al pilt ¢(n).
Ogni nodo dell’albero pud avere al pit b figli, dove & & il massimo nume-
ro di scelte possibili in accordo alla fupzione di transizione di N. Cost
il numero totale di foglie nell’albero & al massimo B La simulazione
procede esplorando 'albero prima in ampiezza. In altre parole, si visita-
no tutti i nodi a profonditd d prima di passare ad uno qualsiast dei nodi
a profondita d + 1. L’algoritmo riportato nella dirmostrazione del Teore-
ma 3.16 inizia inefficientemente dalla radice e si sposta in basso verso un
nodo ogni volta che visita il nodo stesso. Tuttavia Peliminanzione di tale
inefficienza non altera I'enunciato del Teorema, quindi la lasciamo in questa
forma. Il numero totale di nodj dell’albero & inferiore al doppio del numero
di foglie, quindi & limitato da O(b™)). 1l tempo per partire dalla radice
e raggiungere un nodo & O{f{n)}. Pertanto il tempo di esecuzione di D &
O(t(n)btn)y = 20 .

Come descritto nel Teorema 3.16, la T™M IJ ha tre nastri. Convertirla
in una TM a nastro singole al pit fa si che si elevi al quadrato il tempo di
esecuzione, per il Teorema 7.8. Quindi il tempo di esecuzione de! simulatore
a nastro singolo & (20“(”)))2 = 2002n) = 20Mn)} ¢ i] teorema & dimo-
strato.

7.2
LA CLASSE P

I Teoremi 7.8 ¢ 7.11 illustrano ana distinzione importante. Da una par-
te, abbiamo dimostrato una differenza al pill quadratica o pelinomiale
tra le complessita di tempo dei problemi misurati su macchine di Turing
deterministiche a singolo nastro e multinastro. D’altra parte, abbiamo
mostrato una differenza al pili esponenziale tra la complessitd tempora-
le di problemi su macchine di Turing deterministiche e non determini-
stiche.
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Tempo polinomiale

Per i nostri scopi, differenze polinorniali nel te.:m'po di esecu?ione s0no con-
siderate piccole, mentre differenze esponenziali sono coatlsxderate granfh.
Diamo nn’occhiata al motivo per cui abbiamo scelto di fare questa's(-z—‘
parazione tra polinomi ed esponenziali, piutiosto (_:he tra..a]t,re clas.,sx di
funzioni. In primo luogo, si noti la differenza drastica tra il tagso %1 crg-_
scita di polinomi che si incontranc usuaimente czome.ad esempio 7 eool
quella di un esponenziale quale 2", Per esempio, sia n uguale a 10 ;
la dimensione di un input ragionevole per un algoritmo. nln tal caso, n

¢ 1 miliardo, un numero grande, ma gestibile, .mentre AL an numero
molto pitt grande del numero di atomi (lieli’umvers_o. Allgorlltrf]; dVE;Dﬂ
tempo polinomiale sono abbastanza veloci pe.r.molt;l scoopln, m'a. a.gGr;.m;
aventi temnpo esponenziale sono raramente \Hjlh. .Aigcmtm.; a\-e_.mz ‘:ie:{nptcz
esponenziale si presentano in genere quandolnslolwamo .problenf’u mediante
una ricerca esaustiva nello spazio delle soluzioni, denomlrljata ricerca 'm('a-
diante forza bruta. Ad esempio, un modo per fattonz‘z:.a,re un nuﬁ}e]_c.p
nei suoi fattori primi consiste nel cercare attraverso tut-i.% i sno;.poissab]h
divisori. La dimensione dello spazio di ricerca & esponenzl_ale, qum.d_l que-
sta ricerca impiega un tempo esponenziale. A volte, ];.i ricerca :]1ed1§nte
forza bruta pud essere eviiata attraverso ima. compxe‘nsmn.e plu.a.pprofox?-
dita del problema, che pud suggerire un algoritmo polinomiale di maggiore
utﬂ%\i?ti i modelli computazionali deterministici ragionevolé sono polino-
mialmente equivalenti. Ciok, uno di essi pud simularne un :fa.lt.ro con
sumento sola polincmiale del tempo di esecuzionle. Quando du:wmo che
tutti i modelli deterministici ragionevoli sono pohnommlmgnte (>.ql_1lvaielllw
ti, non cerchiame di definive it termine ragionevole. Tutt'ama, abl)lag}o in
mente una nozione abbastanza ampia da includere modeli cbe approssima-
no molto da vicino i tempi di esecuzicone del computer re‘a].z. .Ad esempio,
il Teorema 7.8 mostra che le macchine di Turing deterilmmstzch'e 2 ncLstro
singolo e multinastro sono polinomialmente equwalefit-}. Da qui in poi ci
concentreremo sughi aspetii della teoria della f:ompless'lta tempora]e che non
sono influenzati da differenze polinomiali del tempo di esecuzione. Ig'noranu
Go tali differenze, possiame sviluppare la teoria in un modo che non dlpendg.
dalla scelta di un particolare modello di computazion‘e. Ricordiamo c.he il
nostro obiettivo & presentare le proprietd fondamentali éella. compgta‘zwne,
piuttosto che le proprieta delle macchine di Turing o di un q9a151351 altro
modello particolare. Si pud pensare che non tener conto di (lhﬁcre'nze po-
linomiali nel tempo di esecuzione & assurdo. Programmatori reali hE%nno
certamente a cuore tali differenze e lavorano sodo per pe-lzmettere ai lo-
ro programmi di essere eseguiti anche solta.ntoodue volte. DIt ve]ocements.
Tuttavia, abbiamo trascurato i fattori costanti quando in precedgnza ab-
biamo introdotto la notazione asintotica. Ora ci proponiamo di ignorare
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differenze polinomiali, molto piti grandi, come queila tra it tempo n ed il
tempao nd.

La nostra decisione di non tener conte delie differenze polinomiali non
significa che consideriamo tali differenze non importanti. Al contrario, cer-
tamente consideriamo importante la differenza tra il tempo n ed il tempo
n°. Ma alcune questioni, come ad esempio l'essere polinomiale o non po-
linomiale del problema della fattorizzazione, non dipendone da differenze
di tipo polinomiale e sono ugualinente importanti. Abbiamo semplicemen-
te scelto di concentrarci su queste tipe di questioni. Ignorando gli alberi
per guardare la foresta non significa che una & pill importante deghi altri -
fornisce soltanto una diversa prospetiiva.

Veniamo ora ad una definizione importante nella teoria della complessita.

DEFINIZIONE 7012

P & la classe di linguaggt che sono decidibili i tempo poli-
nomiale su una macchina di Turing deterministica a singolo
nastro. In altre parole,

P = | JTIME(r*).
k

La classe P ha un ruolo centrale nella nostra teoria ed & importante perché

1. P & invariante 'per tutti i modelli di calcolo che sono polinomialmente

equivalenti ad una macchina di Turing deterministica a nastro singolo,
e

2. P corrisponde approssimativamente alla classe dei problemi che sono
realisticamente risolvibili su un computer.

I punto 1 indica che P & una classe matematicamente robusta. Non & in-
fluenzata dai particolari del modello di computazione che stiamo usando.
Il punte 2 indica che P & importante da un punto di vista pratico. Quando
un problema & in P, abbiamo un metodo per risolverlo che viene eseguito
in tempo n®, per una qualche costante k. Se questo tempo di esecuzione
risulta pratico dipende da k e dall’applicazione. Ovviamente, un tempo di
esecuzione di n'™ & improbabile che sia di qualche utilith pratica. Tut
tavia, fissare la soglia di risolubilita in pratica al temnpo polonomiale si &
dimostrato utile. Quando & stato trovato un algoritmo polinomiale per un
problema che precedentemente sembrava richiedere tempo esponenziale, so-
no state acquisite su di esso alcune conoscenze chiave, e di solito seguono

ulteriori riduzioni della sua complessitd, spesso fino al punto di avere una
reale utilita pratica.
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Esempi di problemi in P

Quando presentiamo un algoritmo polinomiale, diamo una sua descrizione
di alto livello senza alcun riferimento alle caratteristiche di un particola-
re modello computazionale. In guesto modo evitiamo noiosi dettagh su
nastri e movimenti della testina. Seguiamo alcune convenzioni per de-
scrivere un algoritmo in modo che possiamo analizzarlo per polinomialita.
Continuiamo a descrivere algoritmi mediante fasi numerate. Ora abbia-
mo bisogno di tener presente il numero di passi eseguiti dalla macchina di
Turing per eseguire ogni fase, cosl come il numero totale di fasi dell’algo-
ritmo.

Quando analizziamo un algoritmo per dimostrare che esso viene eseguito
in tempo polinomiale, abbiamo bisogno di fare due cose. In primo luogo,
dobbiamo dare un limite superiore polinomiale (in genere nella notazione
O-grande) sul numero di fasi che Palgoritmo esegue quando viene eseguito
su un input di lunghezza n. Poi, dobbiamo esaminare le singole fasi nella
descrizione dell’algoritmo per essere sicuri che ognuna pud essere imple-
mentata in tempo polinomiale su un modello deterministico ragionevole.
Utilizziamo le fasi nel descrivere l'algoritmo per rendere questa seconda
parte dell’analisi pil semplice da eseguire.

Quando entrambi i compiti sono stati completati, possiamo concludere
che Palgoritmo ha un tempo di esecuzione polinomiale perché abbiamo
dimostrato che viene eseguito per un numero polinomiale di fasi, ciascuna
delle quali pud essere eseguita in tempo polinomiale, e la composizione di
polinomi & ancora un polinomio.

Un punto che richiede attenzione & il metodo di codifica usato per i
problemi. Continuiamo ad usare la notazione mediante parentesi angolari
(-} per indicare una codifica mediante una stringa ragionevole di uno o
pitl oggetti, senza specificare un particolare metodo di codifica. Ora, un
metodo ragionevole & quello che consente tempi polinomiali di codifica e
decodifica di oggetti in rappresentazioni interne naturali o in altre codifiche
ragionevoli. Metodi di codifica familiari per grafi, automi ed oggetti simili
sono tutti ragionevoli.

Tuttavia, notate che la notazione unaria per la codifica dei numeri (come
per il numero 17 codificato dalla stringa unaria 1111111 1111111111} non &
ragionevole, perché & esponenzialmente pill grande di una codifica realmente
ragionevole, come la notazione in base k, per ogni £ = 2.

Molti dei problemi computazionali che incontrerete in questo capitolo
contengono codifiche di grafi. Una codifica ragionevole di un grafo consiste
in un elenco dei suoi nodi ed archi. Un altro & la matrice di adiacenza,
dove Pelemento (4,7)-esimo & 1 se ¢’& un arco dal nodo ¢ al nodo j e 0
se non ¢’s. Quando analizziamo algoritmi su grafi, il tempo di esecuzione
pud essere calcolato in termini del numero di nodi invece della dimensione
della rappresentazione del grafo. In rappresentazioni ragionevoli di grafi, 1a

)
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dimensione della rappresentazione & un polinomio nel numero di nodi. Cost
se analizziamo un algoritmo e mostriamo che il suo tempo di esecuzione é,'
polinomiale (o esponenziale) nel numero di nodi, sappiamo che esso & anche
polinomiale (o esponenziale) nella dimensione dell’input.

1l primo problema riguarda grafi orientati. Un grafo orientato G contiene

nodi s e ¢, come mostrato nella figura seguente. Il problema PATH consiste
nel determinare, se esiste, un cammino diretto s a t. Sia

PATH ={(G,s,t)| G & un grafo orientato che contiene un cammino
diretto da s a t}.

FIGURA 7.13
H probiema PATH: esiste un camming da s a £7

TEOREMA 7.14
PATH € P.

IDEA.  Dimostriamo questo teorema presentando un algoritmo di tempo
polinomiale che decide PATH. Prima di descrivere Palgoritmo, notiamo
che un algoritmo di forza bruta per questo problema non & abbastanza
}reloce. Un algoritmo di forza bruta per PATH procede esaminando tutti
i potenziali cammini in G e determinando se uno di essi & un cammino
diretto da s a t. Un potenziale cammino & una sequenza di nedi in G
avente lunghezza al pitt m, dove m & il numero di nodi in G. (Se esiste un
qualche cammina diretto da s a £, ne deve esistere necessariamente almeno
uno avente lunghezza al massimo m, perché non & mai necessario ripetere un
nodo.) Tuttavia il numero di tali percorsi potenziali & approssimativamente
m™, che & esponenziale nel numero di nodi in G. Pertanto questo algoritmo
di forza bruta utilizza tempo esponenziale.

Per ottenere un algoritmo polinomiale per PATH, dobbiamo fare qual-
cosa che evita la forza bruta. Un modo & quello di utilizzare un metodo
visita dei grafi quale la visita in ampiezza. In questo caso, contrassegnia-
mo successivamente tutti nodi in & che sono raggiungibili da s mediante
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carnmini diretti di lunghezza 1, poi 2, poi 3, fino ad m. Possiamo facilxr-len—
te Limitare il tempo di esecuzione di questa strategia mediante un poline-

mio.

DIMOSTRAZIONE. Un algoritmo in tempo polinomiale M per PATH
funziona come segue.
M = “Su inpat {G, s, 1), dove G & un grafo orientato con nodi s e &
1. Marca il nodo s
2. Ripete il seguente passo fino a gquando pessun nuovo nodo
viene marcato:
3. Scansiona tutéi g archi di G. Se trova un arco {a,b) che
va da un nodo ¢ marcato ad un nodo b pon marcato, marca
il nodo b
4. Set & marcato, accetta. Alirimenti, rifiuta.”

Ora analizziamo questo algoritmo per dirostrare che javora in tempo poli-
nomiale. Ovviamente, Je fasi 1 e 4 sono eseguite una sola volta. La fase 3 &
esegnita al pill m volte perché ogni volta, tranne 1’111?,i.z11&} marca un ngd(}
aggiuntivo in G. Quindi il numero totale di fasi utilizzate & al massimo
1+ 1 4+ 7, che da un polinomio rella dimensione di (.

Le fasi 1 e 4 di M sonc facilmente implementate in tempo polinomiale
su un qualsiasi modeflo deterministico ragionevole. La fase 3 richiefle una
scansione dellinput ed un test che verifichi se certi nodi sono m_arca.tl O me-
no, ed & anch’essa facilmente implementabile in tempo polinomiale. Quindi
M & un algoritmo di tempo polinomiale per PATH.

Clonsideriamo ora un altro esempio di algoritmo avente tempo polinomiale.
Diciamo che due numeri sono relativamente primi se 1 & il piu grande
mumero intero che 1 divide entrambi. Per esempio, 10 e 21 sono relati-
vamente primi, anche se nessuno dei due € esso stesso un numero pr_in.‘u.),
mentre 10 e 22 non sono relativamente primi perché entrambi sono divisi-
bili per 2. Sia RELPRIME il problema di verificare se due nwmeri sono

relativamente primi. Quindi

RELPRIME = {{(z,y){ e y scno relativamente primi}.

TECREMA 17.15
RELPRIME ¢ P.

IDEA. Un algoritmo che risolve guesto problema effet{ua una ricerca tra
tutti i divisori di ensrambi i numeri e accetta se nessunc & maggiore di 1.
Tuttavia, la grandezza di un numero rappresentato in binario, o in gualsiasi
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altra potazione in base k per k > 2, & esponenziale nella lunghezza della sua
rappresentazione. Quindi questo algoritmo di forza bruta ricerca attraverso
un numero esponenziale di potenziali divisori e ha un tempo di esecuzione
esponenziale.

Risolviamo invece questo problema con un antico procedimento nume-
rico, chiamato algoritmo di Buclide. per il calcolo del massitne comun
divisore. I rnassimo comune divisore dei numeri naturali z e y, serit-
to ged(x,y), € il pit grande intero che divide sia x che y. Per esem-
pio, ged(18,24) = 6. Ovviamente, z e y sono relativamente primi sse il
ged(x,y) = 1. Nella dimostrazione indicheremo I'algoritme di Fuclide co-
me algoritmo E. Esso utilizza la funzione mod | per cai 2 mod y & il resto
della divisione Intera di = per y.

DIMOSTRAZIONE.  L’algoritmo cuclideo IS & 1] seguente.

E = “Suninput {z,y). dove z ¢ y sono numeri naturali in binario:
1. Ripete finché y = {:
2. Pone x + x mod y.
3. Scambia z e ¢
4, Quiput 2.7

Lialgoritmo R riscive RELPRIME, utilizzando E come sottoprocedura.

R = “Suinput {z,y), dove & and y souo numeri naturali in binario:
1. Esegue F su {z.,y).
2. Seilrisultato & 1, accetta. Altrimenti, rifiuia.”

Chiaramente, se £ lavora correttamente in tempo polinomiale, cosi fa R
e quindi abbiamo solo bisogno di analizzare E per valutarne il tempo e la
correttezza. La correttezza di questo algoritmo & her nota quindi non ne
discuteremo ulteriormente in questo contesto. Per analizzare la complessita
di tempo di £, per prima cosa mostriamo che ogni esecuzione della fase 2
(tranne eventualmente ia prima}, taglia il valore di z di almeno la meta.
Depo Pesecuzione della ta fase 2. risulta ¢ < y & causa della natura della
funzione mod. Dopo la fase 3. risulta 2 > y perché i due valori sono stati
scambiati. Cosi, quando la fase 2 viene successivamente eseguita, z > y.
Se /2 > y, allora & mod y < y < 2/2 e z diminuisce di almeno la meti. Se
z/2 <y, allova rmod y =& — y < /2 e z dimimuisce di almeno la meta.
I valori di 2 e y sono scambiati ogni volta che viene eseguita la fase 3,
cosi ognuno del valori originali di z e y & ridotto di almeno la meta ad
ogni iterazione del ciclo. Quindi. il namero massimo di volte in cui le fasi
2 e 3 sono eseguite risulta pari al minore tra 2log, z and 2log, y. Questi
logaritmi seno proporzionali alle lunghezze delle rappresentazioni, il che
da il numero di fast eseguite pari & O{n}. Ogni fase di FE utilizza solo
tempo polinomiaje, quindi il tempo totale di esecuzione & polinomiale.
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L'ultimo esempio di algoritmo polinomiale mostra che ogni linguaggio
context-free & decidibile in tempo polinomiale.

TEOREMA 7.16

Ogni linguaggio context-free & un elemento di P.

IDEA. Nel Teorema 4.9, abbiamo dimostrato che ogni CFL & decidibile.
Per fare cid abbiamo dato un algoritmo che lo decide. Se questo algorit-
mo venisse eseguito in tempo polinomiale, questo teorema seguirebbe come
corollario. Ricapitoliamo 'algoritmo e vediamo se funziona abbastanza
velocemente. Sia I un CFL generato da una CFG G in forma normale di
Chomsky. Dal Problema 2.38, qualsiasi derivazione di vna stringa w ha
2n — 1 passi, dove n & la lunghezza di w perché G ¢ in forma normale
di Chomsky. Il decisore per L funziona provando tutte le possibili deri-
vazioni con 2n —~ 1 passi quando il suo input & una stringa di lunghezza
7. Se uno di questi & una derivazione di w, il decisore accetia, altrimenti,
rifiuta.

Una rapida analisi di questo algoritmo dimostra che non viene ese-
guito in tempo polinomiale. I numerc di derivazioni con k passi pud
essere esponenziale in k, per cui questo algoritmo pu® richiedere tempo
esponenziale.

Per ottenere un algoritmo di tempo polinomiale introduciamo una poten-
te tecnica chiamata programmazione dinamica. Questa tecnica utilizza
l'accumule di informazioni su sottoproblemi pili piccoli per risolvere proble-
mi pilt grandi. Memorizziamo la soluzione ad ogni sottoproblema in modo
da doverlo risolvere solo una voita. Lo facctamo creando una tabella di
tutti i sottoproblemi e inserendo le loro soluzioni sistematicamente appena
le troviamo. Nel caso in oggetto, consideriamo 1 sottoprobleni consistenti
nel determinare se ogni variabile in G genera ciascuna sottostringa di w.
L’algoritmo inserisce la soluzione a questo sottoproblema in una tabella
nxn. Peri < j, la voce (i, j)-esima della tabella contiene la collezione
di variabili che generano la sottostringa wyw;11---w;. Per 1 > j, le vocl
della tabella non sono utilizzate. L’algoritmo riempie e voci della tabella
per ogni sottostringa di w. In primo luogo si riempiono le voci corrispon-
dento alle sottostringhe di lunghezza 1, poi quelle di lunghezza 2 e cosi via.
Si utilizzano le voci per le lunghezze minori per determinare quelle per le
lunghezze superiori.

Per esempio, si supponga che 1'algoritmo abbia gia stabilito quali varibili
generano tutte le sottostringhe di lunghezza fino a k. Per determinare se
una variabile A genera una particolare sottostringa di lunghezza k -+ 1, I'al-
goritmo suddivide la sottostringa in due parti non vuote in tutti i & modi
possibili. Per ogni suddivisione, 1’algoritmo esamina ogni regola 4 — BC
per determinare se B genera la prima parte e C' genera la seconda parte,

e
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utilizzando le voci della tabella precedentemente calcolate. Se entrambe B
e (' generano le rispettive parti, A genera la sottostringa e quindi viene
aggiunta la voce corrispondente nella tabella. 1L’algoritmo inizia il pro-
cesso con le stringhe di lunghezza 1 esaminando la tabella per le regole
A— b,

DIMOSTRAZIONE. I seguente algoritmo D implementa 1'idea delia dimo-
strazione. Sia G una CFG in forma normale di Chomsky che genera il CFL
L. 5i supponga che § sia la variabile iniziale. (Ricordiamo che la stringa
vueta viene gestita in modo speciale nella grammatica in forma normale di
Chomsky. L’algoritmo gestisce il caso particolare in cui w = ¢ nella fase
1.) T commenti appaiono tra doppie parentesi quadre.

D = “Su input w = wy - - Wn!

1. Perw = g,se 5 — e éunaregola, accetta; altrimenti, rifiuta.

[casow =€ |

2. Peri=1tomn: fesamina ogni sottostringa di lunghezza 1}
. Per ogni variabile A:
. Testa se A — b & una regola, dove b = w;.
. Se si, poni A in teble(¢,1).
. Peri=2ton: [t & la lunghezza dells sottostringa |
. Peri=1ton-I+ 1

sottostringa |

3
4
5
6
7

[ ¢ la posizione iniziale della

8. Sia j =4+1—=1. [j#la posizione finale della sottostringa]
9. Perk=itoj—1: fk & la posizione di separazione]
10. Per ogni regola 4 — BC:
11. Se table(i, k) contiene B e table{k + 1, j) contiene

C, pone A in table(i, §).
12. Se S éin foble(l,n), accefta; altrimenti, rifiute.”

Ora analizziamo D). Ogni fase & facilmente implementata in modo da es-
sere eseguita in tempo polinomiale. Le fasi 4 e 5 sono eseguite al pilt nv
volte, dove v & il numero di variabili in (¢ ed & una costante fissa indi-
pendente da n; quindi queste fasi sono eseguite O(n) volte. La fase 6 &
eseguite al pilt » volte. Ogni volta ia fase 6 viene eseguita, la fase 7 viene
eseguita al pitt 2 volte. Ogni volta che la fase 7 viene eseguita, le fasi 8
e 9 sono eseguite al pilt » volte. Ogni volta che la fase 9 viene esegui-
ta, la fase 10 & eseguita r volte, dove r & il numero di regole di 7 ed &
un'altra costante, Quindi la fase 11, il ciclo internc dell’algoritmo, vie-
ne eseguito O(n®) volte. La somma totale mostra che I} esegue O{n?)
fasi.
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7.3 -
LA CLASSE NP

Clome abbiamo osservato nella Sezione 7.2, per molti problemi possiamo evi-
tare la ricerca mediante forza bruta ed ottenere una soluzione polinomiale,
Tutéavia, i tentativi di evitare la forza brota nel caso di altri problemi,
tra cui molti utili ed interessanti, non hanno avuto suceesso e non Sono
noti algoritmi polinomiali per risolvere tali problemi. Come mai i tenta-
tivi di trovare algoritmi polinomiali per questi problemi non hanno avuto
successo? Non conesciamo la risposta a questa importante domanda.

Forse questi problemi ammettono algoritmi in tempo polinomiale che
st basano su principi non ancora noti. O forse aleuni di guesti problemi
semplicemente non pussono essere risolti in tempo polinomiale. Possono
essere intrinsecamente difficili.

Una scoperta notevole rignardo a questa domanda dimostra che le com-
plessita di molti problemi sono legate tra di loro. Un algoritmo polinomiale
per un certo problema pud essere utilizzato per risolvere un'intera classe di
problemi. Per capire questo fenomeno, cominciamo con un esempio.

Un cammine Hamiltoniane in un grafo orientato & & un cammino
orientato che astraversa ogni nodo del gralo esattamente una volta. Consi-
deriamo il problema di verificare se un grafo orientato contiene un cammino
Hamiltoniano che collega due nodi specificati, come mostrato netla seguente
figura. Sia

HAMPATH = {{G,s,t}] G & un grafo orientato
con un cammino Hamiltoniano da s a i}.

FIGURA 7.17
Un cammine Hamiltoniano attraversa ogni nodo esattamente una volta

Possiamo facilmente ottenere un algoritmo avente tempo esponenziale per
il problema HAMPATH modificando 'algoritmo di forza bruta per PATH
dato nel Teorema 7.14. Abbiamo bisogno solo di aggiungere un controlio
per verificare che il cammino potenziale & Hamiltoniano. Nessuno sa se
HAMPATH & risolvibile in tempo polinomiale,
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Il problema HAMPATH ha una caratteristica chiamata verificabilita po-
linomiale che & importante per capire la sua complessitd. Anche se non
conosciamo una maniera veloce (ad esempio, in tempo polinomiale) per
determninare se un grafo contiene un cammino Hamiltoniano, se un tale
cammino & stato scoperto in gualche modo (magari utilizzando un algo-
ritmo di tempo esponenziale), si potrebbe facilmente convincere qualcun
altro delia sua esistenza semplicemente esibendolo. In altre parole, wveri-
ficare Vesistenza di un cammino Hamiltoniane pud essere molio pit facile
che deferminare la sua esistenza.

Un altre problema polinomialmente verificabile e 'essere cornposto. Ri-
cordiamo che un mimero naturale & composte se & il prodotto di due
muneri interi maggiori di 1 {cio&, un numero composto & un numero che
non ¢ primo). Sia

COMPOSITES = {r

T = pg, per gli interi p,g > 1},

Paossiamo facilmente verificare che un numero & composto - tutto ¢id che
& necessario & un divisore di tale numero. Recentemente, ¢ stato scoperio
un algoritmo di tempe polinomiale per testare se un mumerc & primo o
composto, tutiavia é molto pilt complicato rispetfo al metodo precedente
per verificare tale proprieta.

Alcuni problemi potrebbero non essere polinomialmente verificabili.
Per esempio, consideriamo HAMPATH, i compiemento del problema
HAMPATH. Anche se riuseissimo a determinare (in qualche modo} che
un grafo non ha wi cammino Hamilteniane, non concsciamoe alcun modo
per verificarne I'inesistenza senza utilizzare lo stesso algoritmo avente tem-
po esponenziale usato per la determinazione originaria. Una definizione
formale & la seguente.

T DEFINIZIONE 718

Un wverificatore per un linguaggio A & un algoritmo V),
dove

A = {w|V accetta {w.c) per qualche stringa c}.

Misuriamo il tempo di un verificatore solo in termini della
lunghezza di w, quindi un verificatore in tempo polino-
miale viene eseguito in tempo polinomiale nella inghezza
di w. Un linguaggio A & polinomialmente verificabile
se ammette un verificatore in tempo polinomiale.

Un verificatore usa ulteriori informazioni, rappresentate dal simboelo ¢ nel-
la Definizione 7.18, per verificare che una stringa w & un elemento di A.
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QQuesta informazione & chiamata ecertificato, o provae, di appartenenza ad
A. Osservate che per i verificatori polinomiali, il certificato ha lunghezza
polinomiale (nella lunghezza di w) perché questo & tutto cid cui il verifica-
tore pud accedere a causa del suo limite sul ternpo. Proviamo ad applicare
questa definizione per i linguaggl HAMPATH e COMPQOSITES. Per il pro-
blema HAMPATH, un certificato per una stringa {(7, s,t) € HAMPATH
& semplicemente un cammino Hamiltoniano da s a £ Per il problema
COMPOSITES, un certificato per il numero x & semplicemente uno dei
suol divisori, In entrambi i casi, il verificatore, avendo il certificato, pud
verificare in tempo polinomiale che l'input & nel linguaggio.

| DEFINIZIONE 7.19°

NP & la classe dei linguaggi che ammettono un verificatore
in tempo polinomiale.

La classe NP & importante perché contiene molti problemi di interesse prati-
co. Dalla discussione precedente, sia HAMPATH che COMPOSITES sono
elementi di NP. Come abbiamo accennato, COMPOSITES & anche ele-
mento di P, che & un sottoinsieme di NP; ma dimostrare questo risultato
pil forte & molto pin difficile. Il termine NP proviene da tempo polino-
miale non deterministico e deriva da una caratterizzazione alternativa
che utilizza macchine di Turing non deterministiche di tempo polinomiale.
I problemi in NP sono a volte chiamati problemi NP,

Quella che segue & una macchina di Turing non deterministica che decide
il problema HAMPATH in tempo polinomiale non deterministico. Ricor-
diamo che nella Definizione 7.9, abbiamo definito il tempo di una maechina
non deterministica come il tempo usato dalla computazione corrispondente
alla ramificazione pia hinga.

Ny = “Su input (G, 5,¢), dove (7 & un grafo orientato con nodi s e £:
1. Secrive una lista di m numeri, p1,.. ., Pm, dove m & il numero
di nodi in G. Ogni numero nella lista & scelto in modo non
deterministico tra 1 e m.
2. Controlla se vi sono ripetizioni nella lista. Se ne trova una,
rifiuta.
3. Controlla se s = p; e t = pp. Se una delle due & falsa,
rifiuta.
4. Per ogni i tra 1 e m — 1, controlla se (p;,piy1) & un arco
di G. Se non lo &, rifiuta. Altrimenti tutti i test sono stati
superati, quindi accet{a.”

Per analizzare questo algoritmo e verificare che viene eseguito in tempo
polinomiale non deterministico, esaminiamo ogni sua fase. Nella fase 1, la
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selezione non deterministica richiede chiaramente tempo polinomiale. Neile
fasi 2 e 3, ogni parte & un semplice controllo, quindi entrarnbe richiedono
tempo polinomiale. Infine, anche la fase 4 richiede chiaramente tempo
polinomiale. Quindi, questo algoritmo viene eseguito in tempo polinomiale
non deterministico.

TEOREMA 7.20 bbbt s s e

Un linguaggio & in NP sse esso viene deciso in tempo polinomiale da una
macchina di Turing non deterministica.

IDEA. Mostriamo come convertire un verificatore di tempo polinomiale
in una NTM equivalente e viceversa. La NTM simula ii verificatore per in-
dovinare ii certificato. I verificatore simula la NTM utilizzando il ramo di
computazione accettante come certificato.

DIMOSTRAZIONE. Per la parte diretta di questo teorema, assumiamo
A € NP e mostriamo che A & deciso da una NTM N avente tempo polino-
miale. Sia V' il verificatore polinomiale per A la cui esistenza & assicurata,
dalla definizione di NP. Si supponga che V & una T™M avente tempo di
esecuzione n* e costruiamo N come segue.

N = “Bu input w di lunghesza. 7i:
1. In maniera non deterministica seleziona una stringa ¢ di
lunghezza al pilt n*.
2. Esegue V su input {w,c).
3. Se V accetta, accetta; altrimenti, rifiuie.”

Per dimostrare la direzione inversa del teorema, supponiamo che A & deci-
s0 da una NTM NN avente tempo polinomiale ¢ costruiamo come segue un
verificatore V' avente tempo polinomiale.

V = “Su input {w, ¢}, dove w e ¢ sono stringhe;
1. Bimula N su input w, trattando ogni simbolo di ¢ come Iz
descrizione di una scelta non deterministica da formulare ad
ogni passo {come nella dimostrazione del Teorema 3.16).
2. Se questo ramo di computazione di N accetta, acceffa;
altrimenti, rifiute.”
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Definiamo la classe di complessita di tempo non deterministico
NTIME{t(n)) in wmodo analogo alla classe di complessitdh di tempo
deterministico TIME(t(n}).

S—)

DEFINIZIONE™ 7.2T

non deterministica di tempo O{f{n)}}.

NTIME(t(n)) = {L| L & un linguaggic deciso da una macchina di Turing

COROLLARIQ  7.22 oo
NP = |J, NTIME(n"*).

La classe NP e insensibile alla scelta di un modello computazionale ra-
gionevole non deterministico in guanto tuttl questi modelli sono poline-
mialmente equivalenti. Nel descrivere e analizzare algoritmi non determi-
nistici aventi tempo polinomiale, seguiamo le convenzioni precedenti per
gl algoritmi di fempo polinomiale determpinistici. Ogni fase di un al-
goritmo non deterministice di tempo pelinomiale deve avere una chiara
implementazione in un tempo polinomiale non deterministico su un mo-
dello di calcolo non deterministico ragionevole. Analizziamo algoritmo
per dimostrare che ogni ramo utilizza al massimo un numero polinomiale
di fasi.

Esempi di preblemi in NP

Una eligue in un grafo non orientato & un sottografo, in cui ogni due nodi
sono collegati da un arco. Una k-cligue & una clique che contiene k nodi.
La figura 7.23 illustra un grafo con una S-clique.

Q )

FIGURA 7.23
Un grafo con una 5-clique
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11 problema della clique consiste nel determinare se un grafo contiene una
clique di una dimensione specificata. Sia

CLIQUE = {{{(z, k)] G & un grafo non arientato contenente una k-clique}.

TEOREMA T 24 v i st it 1A B s
CLIQUE & in NP,

IDEA. La cligue & il certificato.

DIMOSTRAZIONE. Il seguente algoritmo & un verificatore V' per
CLIGUE.

V = #Su input (G k). o)
1. Controlla se ¢ & un sottografo con k nodi in G.
2. Controlla se ¢ contiene tuttl gli archi tra i nodi in ¢
3. Seentrambe le condizioni sono verificate, accefta; altrimenti,
rifiuta.”

DIMOSTRAZIONE ALTERNATIVA. Se preferite pensare a NP in termini
di macchine di Turing di tempo peolinomiale non deterministico, si pud
dimostrare questo teorema dandone una che decide CLIGUE. Osservate la
somiglianza tra le due prove.
N = “Su input (G, k), dove G & un grafo:

1. Non deterministicamente seleziona un sottoinsieme ¢ di &

nedi di G.
2. Controlla se G contiene tutti gli archi tra i nodi in ¢
3. Se si, accetia; altrimenti, rifiuta.”

Come altro esempio, consideriamo il problema di aritmetica sugli interi
SUBSET-SUM. Ci viene dato un insteme di numeri a1, ..., #; ed un valore
obiettive t. Vogliamo determinare se Pinsieme contiene un sottoinsieme che
somma a t. Quindi,
SUBSET-SUM = {{5,4}] 8§ = {x,..., 7}, e per qualche
{yi,oooui} © iz, o 7y}, siha By =t}
Per esempio, {{4.131.16,21,27}, 25) € SUBSET-SUM perché 4 + 21 =
25. Notate che {x:,.... 2} e {y1,..., ;) sono considerati multinsiemi ¢
quindi permettono la ripetizione di elementi.
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TEGREMA 7.25 v
SUBSET-5UM ¢ in NP,

IDEA. B sottoinsieme € ii certificato.

DIMOSTRAZIONE. L’algoritmo seguente & wun verificatore V' per
SUBSET-SUM.

V' = “Bu input {{5,),¢):
1. Verifica se ¢ & una collezione di numeri la cui somma & ¢.
2. Verifica se 8 contiene tutti i numert in c.

3. 8Se le condizioni sono entrambe vere, accette; altrimenti,
rifiuta.”

DIMOSTRAZIONE ALTERNATIVA. Possiamo anche dimostrare questo
teorema esibendo una macchina di Turing di tempo polinomiale non
deterministico per SUBSET-SUM come segue.

N = “Buinput {5,t):
1. In modo non deterministico seleziona un sottoinsieme ¢ dei
numeri in 5.
2. Verifica se ¢ & una collezione di numeri la cui somma & £.
3. Se la condizione & vera, accetia; altrimenti, rifiuta.”

Si osservi che i complementi di questi insiemi, CLIQUE ¢ SUBSET-S5UM,
non sono elementi di NP. Verificare che qualcosa non & presente sembra
essere pitt difficile di verificare che ¢ presente. Definiamo una classe di
complessita separata, denominata coNP, che contiene i linguaggi che sono

il complemento di un linguaggio in NP. Non sappilamo se coNP & diversa
da NP.

La questione P = NP

Come abbiamo detto, NP & la clagsse dei linguaggi che sono risolubili in
tempo polinomiale con una macchina di Turing non deterministica; o, equi-
valentemente, & la classe dei linguaggl per cul 'appartenenza pud essere
verificata in tempo polinomiale. P & la classe dei linguaggi per cui I'ap-
partenenza pud essere decisa in tempo polinomiale. Riassumiamo queste
informazioni come segue, dove informalmente ci riferiamo ad un problema
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risolvibile in tempo polinomiale come risclvibile “velocemente.”

P = la classe dei lingnaggi per cui Vappartenenza & decidibile
velocemente.
NP = la classe dei linguaggi per cui Pappartenenza & verificabile

velocemente.

Abbiamo presentato esempi di linguaggi, quali HAMPATH e CLIQUE, che
sono elementi di NP, ma di cui non & nota appartenenza a P. 1l potere
delia verificabilita polinomtale sembra essere molto maggiore di quello deila
decidibility polinomiale. Ma, anche se difficile da immaginare, P e NP
potrebbero essere uguali. Non siamo in grado di dimostrare lesistenza di
un solo linguaggio in NP che non & in P

La domanda se P = NP & uno dei maggiori problemi irvisolti dell'infor-
matica teorica e della maternatica contemporanea. Se queste classi fossero
uguali, qualsiasi problema polinomialmente verificabile sarebbe polinomial-
mente decidibite. La maggior parte dei ricercatori ritengono che le due classi
non sono uguali, perché molte persone hanno investito, senza successo, €nor-
mi sforzi per trovare algoritmi aventi tempo polinomiale per problemi in
NP. I ricercatori hanno anche tengato di dimostrare che le due classi so-
no diverse, ma cid comporterebbe dimostrare che non esiste un algoritmo
veloce che pud sostituire la ricerca esaustiva. Cid & fuori dalla portata
scientifica attuale. La figura seguente illustra le due possibilita.

FIGURA 7.26
Una di queste due possibilita & corretta

1l miglior metodo deterministico attualmente noto per decidere se un lin-
guaggio & in NP utilizza tempo esponenziale. In altre parole, possiamo
dimostrare che

NP C EXPTIME = |_JTIME(2™),
k

ma non sappiamo se NP & contenuta in una classe di complessita
deterministica pilt piceola.
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NP-COMPLETEZZ

Un progresso importante sulla questione I diverso da NP ¢i fu all'inizio
degli anni *70 con il lavoro di Stephen Cook ¢ Leonid Levin. Essi scoprironc
vari problemi appartenenti a NP 1a cui complessith individuale & correlata,
a quella dell’intera classe. Se esistesse un algoritmo di tempo polinomiale
per une qualsiasi di essi, tutti i problemi in NP diventerebbero risolvibsli
in tempo polinomiale. Questi problemi vengone detti NP-completi. 11
fenomeno della NP-completezza & importante sia per ragioni teoriche che
pratiche.

Sul versante tecrico, un ricercatore che cerca di dimostrare che P
& diverso da NP pud focalizzare Vattenzione su un problema NP-completo.
Se un qualsiasi problema appartenente a NP richiede tempo pid che poli-
nomiale, lo stesso vale per uno NP-completo. D’altra parte, un ricercatore
che tenta di provare che P & uguale a NP deve soltanto trovare un algorit-
mo di tempo polinomiale per un problema NP-completo per raggiungere
Fobiettivo.

Sul versante pratice, il fenomeno defla NP-completezza pud prevenire
perdite di tempo nella ricerca di algoritmi di tempo polincmiale inesistenti
per riscivere un problema particolare. Se anche non si dovesse disporre
della matematica necessaria per dimostrare che il problema & irrisolvibile
in tempo polinomiale, si ritiene che P non sia uguale a NP. Quindi, provare
che il problema & NP-completo costituisce un’evidenza forte della sna non
polinomialita.

Il primo problema NP-complete che presentiamo & i} problema della
soddisfacibilita. Si ricordi che variabili che possono assumere i valori
VERO € FALSO sono chiamate variabili booleane (si veda la Sezione 0.2).
Solitamente rappresentiamo VERO con 1 e FALSO con 0. Le operazioni
booleane AND, OR, & NOT, rappresentate con i simbolj Ay VL e o, rispetiti-
vamente, sono descritte nella lsta seguente. Utilizziamo la sopralineatura
come un’abbreviazione per il simbelo =, quindi T significa — .

GA0=0  0v0=0 (=1
OAL=10 Ovil=1 T=0
1A0=0  1v0=1
Inl=1 1v]=

Una formula booleana @ un'espressione che coinvolge wvariabili e
opetazioni booleane. Per esempio,

D= {(TAYy) vV (zAF)

& una forrmula booleana. Una formula baoleana & soddisfacibile se qual-
che assegnamento di 0 e di 1 alle variabili fa st che la formula valga 1. La

1
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formula precedente & soddisfacibile perché Vassegnamento ¢ = 0, y = 1
ez = 0 fa sl che ¢ valga 1. Diciamo che T'assegnamento soddisfe ¢. 1
problema della soddisfacibilita. consiste nel verificare se una formula,
booleana & soddisfacibile. Sia

SAT = {{#)| ¢ & una formula booleana soddisfacibile}.

Il teorema che ora enunciamo lega la complessita del problema SAT alle
complessita di tutti 1 problemi appartenenti a NP,

TEORENEA 727 ....................................................................................................................................
SAT € P se e solo se P = NP,

Nel seguito svilupperemo il metodo che risnlta centraie per la dimostrazione
dei teorerma.

Riducibilitd in tempo polinomiale

Nel Capitolo 5 abbiamo definito il concetto di riduziene di un problema ad
un altro. Quando il problema A si riduce al problema B, una soluzione
per I3 pud essere usata per risolvere A. Ora definiamo una versione del-
la riducibilita che tiene conto deilefficienza della computazione. Quando
il problema A & riducibile efficientemente al problema B, una soluzione
efficiente per B pud.essere usata per risolvere A efficientemente.

DEFINIZIONE 7.28

Una funzione f: £*—- X' & una funzione caleolabile in
tempo polinomiale se esiste una macchina di Turing &
tempo polimomiale M che si arresta con f {w) soltanto sul
su0 nastro, guando ha iniziato con un qualsiasi input w.

DEFINIZIONE 7.29
Il finguaggio A & riducibile mediante funzione in tem-
po polinomiale,'o semplicemente riducibile in tempo
polinomiale, al linguaggio B. denotato con A <p B,
se esiste una funzione calcolabile in tempo polinomiale
fi B 5 dove, per ogni w,

w e A e flw)c B,

La funzione f & chiamata riduzione di tempo polino-
miale di A a B,
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La riducibilita in tempo polinomiale & P'analogo efficiente della riducibilita
mediante funzione come definita in Sezione 5.3. Sono disponibili altre for-
me di riducibilith efficiente, ma la riducibilitd in tempo polinomiale & una
forma semplice che & adeguata per i nostri scopi e quindi non discutere-
mo le altre in questa sede. La Figura 7.30 illustra la riducibilita in tempo
polinomiale,

FIGURA 7.30
funzione di tempo polinomiale f che riduce A a B

Come con un’ordinaria riduzione mediante funzione, una riduzione in tempo
polinomiale di A a B fornisce un modo per convertire la verifica dell’appar-
tenenza ad A nella verifica dell’appartenenze & B - ma ora la conversione
viene realizzata efficientemente. Per verificare se w &€ A, utilizziamo la
riduzione f per associare w ad f(w) e verificare se f {w) e B.

Se un linguaggio & riducibile in tempo polinomiale ad un linguaggio per
cui gid si sa che possiede una soluzione di tempo polinomiale, si ottiene
una soluzione di tempo polinomiale per il linguaggio originale, come prova
il teorema seguente.

TEOREMA 7.31
SeA<pBeBcP allora AeP.
DIMOSTRAZIONE. Sia M V'algoritmo di tempo polinomiale che decide B

ed f la riduzione di tempo polinomiale di A a B. Descriviamo un algoritmo
di tempo polinomiale N che decide A come segue.

N = “Su input w:
1. Calcola f(w).

IE chiamata riducibilita molti-a-uno in tempo polinomiale in altri libri di testo,

1
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2. FEsegui M con input f{w) e dai in output qualsiasi cosa M
da in output.”

Risulta w € A ogni volta che f(w) € B perché f & una riduzione di 4 a
B. Pertanto, M accetta f{w) ogni volta che w € A. Inoltre, N computa
in tempo polinomiale perché clascuna delle sue due fasi viene eseguita in
tempo polinomiale. Si noti che la fase 2 viene eseguita in tempo polinomiale
perché la composizione di due polinomi & un polinomio.

Prima di mostrare una riduzione di tempo polinomiale, introduciamo
35AT, un caso speciale di probiema di soddisfacibilita per cui tutte le for-
mule sono ic una forma speciale. Un letterale & una variabile booleana
o una variabile booleana negata, come ¢ o . Una clausola consiste in
diversj letterali connessi tramite operatori V, come (i V T3 V T3 V T4).
Una formula booleana & in forma normale congiuntive, ed & detta una
formaula enf, se comprende diverse clausole connesse tramite operatori A,
come
(g VT3 VIaV2a) A (23 VT5 Vag) A {raV Tg)

Essa & una formula Jcnf se tutte le clansole hanno tre letteralj, come in
(x; VI VEZ) A (@3 VEIEVae) A (23 VISV 2a) A (T4 VgV z8).

Sia 3SAT = {{¢)| ¢ & una formula 3cnf soddisfacibile}. Se un assegnamen-
to soddisfa una formula cnf, ciascuna clausola deve contenere almeno un
letterale che vale 1.

Il teorema seguente presenta una riduzione di tempo polinomiale dal

prohlema 35AT al problema CLIQUE.

TEQREMA  7.32 e
3SAT & riducibile in tempo polinomiale a CLIQUE.

IDEA. La ridugione di tempo polinomiale f che mostriamo di 35AT a
CLIQUE converte formule in grafi. Nei grafi costruiti, clique di una di-
mensione specificata corrispondono ad assegnamenti soddisfacenti per la
formula. Le strutture all’interno del grafo sono progettate per simulare i
comportamento delle variabili e deile clausole.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ una formula con k clausole come
¢z(a1\/b]VC‘])/\{ag\/bz\/Cg)/\ /\(akvbk\/ck).

La riduzione f genera la stringa {G, k), dove G & un grafo non orientato
definito come segue.
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Inodi in & sono organizzati in & gruppi di tre nodi ciascuno, detti triple,
t1,..., . Ciascuna tripla corrisponde ad una delle clausole in ¢, e ciascun
nodo in una {ripla corrisponde ad un letterale nella clausola associata. Si
etichetti clascun nodo di G con il suo letterale corrispondente in ¢,

Gli archi di ¢ connettono tutti meno due tipi di coppie di nodi in G, Non
cl sono archi presenti tra nodi nella stessa tripla, e non ¢i sono archi presenti
tra nodi con etichette complementari, come x5 ed Tz, La Figura 7.33 illustra
Guesta costrugione quando ¢ = {23 Vi) Vag) A{FTVE VI A (FI Vs Vi),

FIGURA 7.33

It grafo che la riduzione produce per @ = {1 v a1 Vae) A (BT VT2 VT2) A (F7 Ve V aa)

Facciamo vedere ora perché questa costruzione funziona. Dimostriamo che
¢ & soddisfacibile se e solo se G ha una clique di dimensione k.

Si supponga che ¢ abbia un assegnamento che la soddisfa. In questo
assegnamento soddisfacente, almeno un letterale & vero in ogni clausola. In
ciascuna tripla di &, si seleziont un nodo corrispondente al letterale vero
nell’assegnamenta soddisfacente. Se pilt di un letterale & vero in una par-
ticolare clausola, si scelga uno dei letterali veri arbitrariamente. I nodi
appena selezionati formano una clique di dimensione k. 11 numero di no-
di selezionati & k perehé ne & stato scelto uno per ognuna delie k triple.
Ciascuna coppia dei nodi selezionati & collegata da un arco perché nessuna
coppia rientra in una delle eccezioni descritte in precedenza. Non possono
essere detla stessa tripla perché ne & stato scelto soltanto uno per tripla.
Non possono avere etichette complementari perché i letterali associati era-
no entrambi veri nell’assegnamento soddisfacente. Pertanto, & contiene
una clique di dimensione k.

Si supponga che & abbia una clique di dimensione k. Nessuna coppia
di nodi di una cligue occorre nella stessa tripla perché i nodi nella stessa
tripla non sono connessi da archi. Pertanto, clascuna delle k triple contiene
esattamente uno dei k nodi delia clique. Si assegnine valori di veriti alle
variahili di ¢, in modo tale che ciascun letterale che etichetta un nodo della
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clique risulti vero. Questa operazione & sempre possibile perché due nodi
etichettati in modo complementare non sono connessi da ur arco e, quindi,
non possono essere entrambi nella cligue. L’assegnamento cosi definito per
le variabili soddisfa ¢ perché ciascuna tripla contiene un nodo della clique
e, quindi, ciascuna clausola contiene un letterale a cui & stato assegnato
VERQ. Pertanto, ¢ & soddisfacibile.

I Tecremi 7.31 e 7.32 cf dicono che se CLIQUE & risolvibile in termpo po-
linomiale Jo & anche $SAT. Di primo acchile questa connessione tra i
due problemi sembra veramente notevole perché superficialmente appaiono
piuttosto differenti. Ma la riducibilitd in tempo polinomiale ci permette i
collegare le rispettive complessith. A questo punto volgiamo Pattenzione ad
una definizione che ci permette in modo simile di collegare le complessita di
un’intera classe di problemi.

Definizione di NP-completezza

" DEFINIZIONE 7.34
Un linguaggio £ & NP-completo se soddisfa  due
condizioni:

1. B appartiene a NP, ¢

2.ogni A appartenente a NP & riducibile in tempo
polinomiale a B.

TEOREMA 7.35 (R
Se B & NP-completo e B ¢ P, allora P = NP.

DIMOSTRAZIONE. Ti teorema discende direttamente dalla definizione di
riducibilita in tempo polinomiale.

T EOREMA  7.30 o e et s e s s R BSOS sttt s

Se B & NP-completo e B <p C per C appartenente a NP, allora & NP-
completo,

DIMOSTRAZIONE. Gik sappiamo che (7 appartiene a NP, quindi dob-
biamo far vedere che opni A appartenente a NP & riducibile in tempo
polinomiale a €. poiché
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B & NP-compieto, ogni linguaggio appartenente a NP & riducibile in tem-
po polinomiale a B, e B a sua volta & riducibile in tempo polinomiale a
C. Le riduzioni di tempo polinomiale possono essere composte; ciog, se
A & riducibile in tempo polinomiale a B e B & riducibile in tempo polino-
miale a C, allora A & riducibile in tempo polinomiale a €. Pertanto, ogni
linguaggio appartenente a NP & riducibile in tempo polinomiale a C.

il Teorema di Cook e Levin

Una volta che disponiamo di un problema NP-completo, possiamo ottener-
ne altri attraverso riduzioni polinomiali da esso. Tuttavia, determinare il
primo probiema NP-completo e pil difficile. Lo facciamo ora, provando che
SAT & NP-completo.

TEQREMA 7.37 e
SAT & NP—complet0.2

Questo teorema implica il Teorema 7.27.

IDEA. Mostrare che SAT appartiene a NP & facile, e lo faremo velocemen-
te. La parte difficile deila dimostrazione & far vedere che qualsiasi linguaggio
appartenente a NP & riducibile in tempo polinomiale a SAT.

Per far ci®, costruiremo una riduzione di tempo polinomiale per ciascun
linguaggio A appartenente a NP a SAT. La riduzione per A prende una
stringa w e produce una formula booleana ¢ che simula la macchina NP
per A su input w. Se la macchina accetta, ¢ ha un assegnamento che la
soddisfa che corrisponde ad una computazione accettante. Se la macchina
non accetta, nessun assegnamento soddisfa ¢. Pertanto, w appartiene ad
A se e solo se ¢ & soddisfacibile.

In realta, costruire ia riduzione per faria funzionare in questo modo & un
compito concettualmente semplice, sebbene debbano essere gestiti diversi
dettagli. Una formula booleana pu® contenere le operazioni booleane AND,
OR, e NOT, e queste operazioni costituiscono la base per la circuiteria usata
nei caleolatori elettronici. Quindi, il fatto che possiamo progettare una
formula booleana per simulare una macchina di Turing non & sorprendente.
1 dettagli sono nell’implementazione di questa idea.

DIMOSTRAZIONE. Prima di tutto, mostriamo che SAT appartiene a
NP. Una macchina non deterministica di tempo polinomiale pud ipotizzare

2Una dimostrazione alternativa del teorema viene data in Sezione 9.3,
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un assegnamento per una data formula ¢ ed accettare se 'assegnamento
soddisfa ¢.

Successivamente, prendiamo un gualsiasi linguaggio A appartenente a
NP e facciamo vedere che A & riducibile in tempo polinomiale a SAT. Sia
N una macchina di Turing non deterministica che decide A in tempo nk
per gualche costante k. {Per comoditd in effetéi assumiamo che NV computi
in tempo n¥ — 3; ma soltato i lettori interessati ai dettagli dovrebbero pre-
oceuparst di questo punto minore.) La nozione che segue aiuta a descrivere
1a riduzicone.

Un tableau per N su w & una tabella n* x n® le cui righe sone le con-
figurazioni di una diramazione della computazione di N su input w, come
mostrato nella figura seguente.

# igg {wy wQ‘L Iwni U I ; u | # | configurazione iniziale
I seconda configurazione
bo# #
] finestra
L=
- /
| L
|
I
|
E
' # # | n-esima configurazione
— nk [
FIGURA 7.38

Un tableau & una tabella n* x n* di configurazioni

Per convenienza nel seguito assumiamo che ciascuna configurazione inizi e
finisca con un simbolo #. Pertanto, la prima e 'ultima colonna di un tableau
sono tutti #. La prima riga di un tableau & la configurazione iniziale di N
su w, e clascuna riga segue dalla precedente in accordo alla funzione di
transizione di N. Un tableau & acceltante se qualche riga del tableau
& una configurazione accettante.

Ogni tablean accettante per N su w corrisponde ad una diramazione
della computazione accettante di NV su w. Quindi, il problema di stabilire
se N accetta w & equivalente al problema di stabilire se esiste un tableau
accettante per N su w.

Passiamo ora alla descrizione della riduzione di tempo polinomiale f di
A a SAT. Su input w, la riduzione produce una formula ¢. Iniziamo
descrivendo le variabili di ¢. Siano @ e I' Uinsieme degli stati e I'alfabeto
del nastro di N, rispettivamente. Sia C' = @ UT U {#}. Per clascun i e j
traledn®e per ciascun s in (7, introduciamo una variabile, 2; ;.
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Ciascuna delle (n*)? entrate di un tableau & chiamata cellq. La cellfa, in

riga i € colonma j viene denotata con cellfi, 7] elco;.li:.ier}e un simbolo di C.
Rappresentiameo i contenuti deile celle con le vartabili di ¢. Se z;;, assume
il valore 1, significa che cellli, j] contiene s.
Progettiamo a questo puntc ¢ in modo tale che un assegnamento che sod-
disfa le variabili di @ corrisponda ad un tableau accettante per N su w. La
formula ¢ & I'AND di quattro parti: $eenAdscart APmove NPaccept. Descriviamo
clascuna parte, una per volta. '

Come anticipato precedentemente, porre a 1 la variabile z; ; corrlspon'de
a posizionare il simbolo s in cells, j]. La prima cosa che dobbiamo garantire
al fine di ottenere una corrispondenza tra un assegnamento ed un tablean
¢ che Vassegnamento ponga ad 1 esattamente una variabile per ciascuna
cella. La formula ¢ean garantisce guesto requisito esprimendolo in termini
di operazioni booleane:

tean = J\ {(\/r,) A (/\ (ﬁ“vﬁ"‘;))}

1< g<nk t sgl s5.teC

ZijEn o
I simboii A e \/ stanno per AND od OR iterati. Per esempio, espressione
nefla formula precedente f

s

¢ un'abbreviagione per
Tiger ¥ Tige VoV Zigs

dove O = {s1,82,...,58}. Quindi, deny & in realth un'espressione grfandg
che contiene un frammento per ciascuna cella nel tableau, poiché i e j
variano da 1 a n®. La prima parte de! frammento stabilisce che almeno
una variabile assume valore 1 nelia cella corrispondente. La seconda parte
di ciascun frammento stabilisce che non piti di una variabile assume valore
1 (letteralmente, stabilisce che, in ogni coppia i variabili, almeno una
assume valore () nella cella corrispondente. Questi frammenti sono collegati
attraverso operazioni A. _

La prima parte di ¢ee all’interno delle parentesi garantisce che almeno
una variahile che & associata con dascuna cella vale 1, laddove ia seconda
parte garantisce che non pit di una variabile vale 1 per ciascuna cella.
Qualsiasi assegnamento alle variabili che soddisfa ¢ (¢ di conseguenza Qf'(fell}.
deve avere esattamente una variabile ad 1 per ogni cella. Pertanto, qualsiasi
assegnamento che soddisfa ¢ specifica un simbolo in ciascuna cgl]a.. dellf%
tabella. Le parti duare, @move. © Paccept garantiscono che guesti simboli
corrispondano realmente ad un tableau accettanie come segue.

La formula duia assicura che la prima riga delia tabella sia la con{.'lt
gurazione iniziale di N su w, richiedendo esplicitamente che le variabilt

;
|
i
]
3
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corrispondenti siano ad 1:

Dstars = T1 18 N E 2900
T8 N Tldag Moo ALY g2, N

Tympso A ATy ey A Ty kg -

La formula Daccept Zarantisce che una confignrazione accettante sia presente
nel tableau. Essa assicura che Gaccent, 1 stmbolo per lo stato di accettazione,
cormpaia in una delle celle del tableau, richiedendo che una delie variabili
corrispondenti sia a 1:

Daccept = v T4 5 accopt -
g gsink

Infine, la formula ¢0ve garantizee che ciascuna, riga. del tableau corrisponda
ad wna configurazione che segue legittimamente dalla configurazione delia
riga precedente, in accorde alle regole di N. Lo fa assicurando che ogni
finestra di celle 2 x 3 sia lecita. Diciamo che una finestra 2 x 3 & lecita se
non viola le azioni specificate dalla funzione di transizione di N. In altre
parcie, una finestra & lecita se pud esser presente quando una configurazione
segue corretiamente da un’altra.?

Per esempio, sianc a, b, e ¢ clementi dell’alfabeto di rastro, e q; e go
stati di N. Si assuma che quando nello stato 71 con la testina che legge
una a, NV serive una b, resta nello stato g;. e muove a destra; e che quando
nelio stato ¢; con la testina che legge una b, N non deterministicamente

1.scrive una ¢, entra in ¢z, € mnove a sinistra, oppure

2. scrive una a, entra in g, e muove a destra,

In termini formali, 8(q1,a) = {(¢:.b,R)} ¢ 8(g1,b) = {(gz2.¢,L), (g2.a,R)}.
Esempi di finestre lecite per questa macchina sono mostrati in Figura 7.39.

3Potremmo dare une qui definizione precisa di finestra lecita, in termini della funzione
di transizione. Ma far cid & alquanto tedioso e ci distrarrebbe dal cuore dell’argomento
della dimostrazione. Chiungue desiderasse maggior precisione dovrebbe far riferimento
ajl’analisi relative nella’ dimostrazione del Teorema 5.15, Vindecidibilita del Problema
della Corrispondenza di Post.
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a b alqib alalq
(&) | (b) ©
@ilalc aipaig
#1bla albia b
: i)
(d) # b a (F) alb gz [ b
FIGURA 7.39

Esempi di finestre lecite

In Figura 7.39, le finestre (a) e (b) sono lecite perché ia funzione di tran-
sizione permette ad N di muovere nelia direzione indicata. La finestra (c)
& lecita perché, con g, presente sul lato destro della riga di sopra, non sap-
piamo su guate simbolo la testina sia. Detto simbolo potrebbe essere una
a, e q; potrebbe cambiarlo in una b e muovere a destra. Una tale oS-
sibilita genererebbe questa finestra, quindi essa non viola le regoie‘dx N.
La finestra (d) & ovviamente lecita perché la riga di sopra e quella di sotto
sono identiche, situazione che si verifica se la testina non ¢ adiacente a‘lla
posizione della finestra. Si noti che # in una finestra lecita pud comparire
a sinistra o a destra sia nella riga superiore che in quella inferiore. La
finestra (e) & lecita perché lo stato g1 potrebbe essere immediatamente a
destra della riga superiore e la macchina, leggendo una b, si sarebbe mossa
a sinistra nello stato go che ora compare all’estremita destra della riga infe-
riore. Infine, la finestra (f) & lecita perché lo stato gy potrebbe essere stato
immediatamente a sinistra della riga superiore, e la macchina potrebbe aver
cambiato la b in una ¢ ed effettuato una mossa a sinistra.

Le finestre mostrate nelia figura seguente non sono lecite per la macchina

N.
albla alq@aib biqib
{a) (b) l {c) -
ala;a EE a | a g2 g2
FIGURA T7.40

Esempi di finestre non lecite

Nella finestra. (a), il simbolo centrale nella riga superiore non pud ca\mbiz-u‘e
perché non ¢ uno stato ad esso adiacente. La finestra (b)‘non. & lecita
perché la funzione di transizione specifica che la b viene cambiata in una. ¢
ma non in una a. La finestra (c) non & lecita perché due stati compaiono
nella riga inferiore.
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FATTO 7.41

Se la riga superiore del tableau & la configurazione iniziale ed ogni finestra
nel tableau ¢ lecita, ciascuna riga del tableau & una configurazione che segue
legittimamente dalla precedente,

Proviamo 'asserto considerando ogni coppia di configurazioni adiacenti nel
tableau, indicate come la configurazione superiore e la configurazione infe-
riore. Nella configurazione superiore, ogni cella che contiene un simbolo di
nastro e non ¢ adiacente ad un simbolo di stato rappresenta la cella centrale
superiore in una finestra in cui la riga superiore non contiene stati. Pertan-
to, questo stesso simbolo deve comparire al centro in basso nella finestra.
Quindi, esso & presente nella stessa posizione nella configurazione inferiore.

La finestra contenente il simbolo di stato nella cella centrale superiore
garantisce che le tre posizioni corrispondenti vengano aggiornate consisten-
temente tramite la funzione di transizione. Pertanto, se la configurazione
superiore & una configurazione lecita, altrettanto lo & la. configurazione in-
feriore, e quella inferiore discende da quella superiore in accordo alle regole
di N. Si noti che questa dimostrazione, seppur immediata, dipende in ma-
niera cruciale dalla nostra scelta di utilizzare una. finestra di dimensione
2 % 3, coime mostra il Problema. 7.26.

Torniamo ora alla costruzione di ¢meve. Essa garantisce che tutte le
finestre nel tableau sono lecite. Ciascuna finestra contiene sei celle, che
possono essere impostate in un numero fissato di modi per produrre una
finestra lecita. La formula ¢yove stabilisce che le impostazioni delle sei celle
devono essere uno di questi modi, ossia

Prmove = /\ (la finestra (i, ) & lecita).

i<i<nk, 1<j<nk

La finestra (4,7) ha cellli,j] in posizione centrale in aito. Sostituiamo il
testo “la finestra (4, j) & lecita™ in questa formula con la formula seguente.
Denotiamo il contenuto delle sei celle di una finestra con a;, . . ., as.

V (wz‘.jﬂl,al ALigiar N4 NEi+1 i~ Taag ATi ] g a5 /\$i+1,j+1,aa)
aj,...,q6
& una finestra lecita
Nel seguito analizziamo la complessita della riduzione per mostrare che essa
opera in tempo polinomiale. Per far cid, esaminiamo la dimensione di ¢.
Prima di tutto, stimiamo il numero di variabili che ha. Si ricordi che il
tableau & una tabella n* x n*, quindi contiene n?* celle. Cliascuna cella ha
[ variabili associate ad essa, dove I & il numerc di simboli in €. Poiché I
dipende soltanto dalla TM N e non dalla lunghezza dell’input n, if numero
totale di variabili & O(n%).
Stimiamo la dimensione di ciascuna delle parti di ¢. La formula gee
contiene un frammento di dimensione fissata delia formula per ciascuna
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cella del tableau, quindi la sua dimensione & O{n*). La formula qb?tart ?lf.i 10
frammento per ciascuna cella nella riga superiore, quindi la sua d]mensmng
& O(r®). Le formule ¢move € Paccept CODLENZONO clascuna un frammento di
dimensione fissata della formula per ciascuna cella del tableau, qulx}dl la léfo
dimensione & O(n?*). Pertanto, la dimensione complesstva di ¢ @ O(n ).
Tale limite & sufficiente per i nostri scopt perché dimostra che la damenspne
di ¢ & polinomiale in n. Se fosse stata piit che polinomiale, la 1‘"zduz%0ne
non avrebbe avuto alcuna possibilisa di generarla in tempo po]morm'aie:
(In realta. le nostre stime sono pil basse di un fattore (){IQg"r’z}, poiché
ciascuna variabile ha indici che possono arrivare fino a n* e, quindi, possono
richiedere O(logn) simbolt da scrivere nella formula, ma questo fattore
addizionale non cambia la polinomialits del risultato.) _
Per rendersi conto che la formula pud essere generata in tempo polino-
miale. si noti Ia sua natura altamente ripetitiva. Clascun componente della
formula & composto da molti frammenti quasi identici. che d'iﬁ"eriscono sglv
tanto negli indici in modo molto semplice. Pertanto, possiamo (?ostrmre
facilrrente una riduzione che produce ¢ in tempo polinomiale dall’mput w.

Quindi, abbiamo concluso la dimostrazione del teorema di Cook e I}evin3
mostrando che SAT & NP-completo. Mostrare la NP-completezza di altri
linguaggi generalmente non richiede una dimostrazione c_osi llunga.. .Al cot-
trario, la NP-completezza pud essere provata con unalnduzmne di tempo
polinomiale da un lingnaggio che & gia noto essere NP—comp](?to. I?ossm-
mo usare SAT per questo scopo; ma usare 35AT, il caso speciale di SAT
che abbiamo definito a pagina 323, & solitamente pitt facile. Si ricordi che
le formule appartenenti a 3SAT sono in forma normale cor}giuntlva {cnf
) con tre letterali per clausola. Prima di tutto, dobbiameo dmlostrar.e che
95AT stesso & NP-completo. Proviamo questo asserto come corollario del
Teorema 7.37.

COROLLARIO 7.42 -
$SAT & NP-completo.

DIMOSTRAZIONE.  Ovviamente 3SAT appariiene a NP, quindi dobbiamo
provare solamente che tutti i lingnaggl appartenenti a NI si riduconro a
4SAT in tenpo polinomiale. Un modo per farlo & facendo vedere che: SAT st
riduce in tempo polinomiale a 25AT. Invece, preferiamo farlo modificando
la. dimostrazione del Teorema 7.37, in modo tale che produca direttamente
wna formula in forma normale congiuntiva con tre letterali per clausola.

1) Teorema 7.37 produce una formula che & gia quasi in forma congiuntiva
normale. La formula ¢eep & un grosse AND di sottoformule, clascuna dgl]e
quali contiene un grosso OR ed un grosso AnD di diversi OR. Quindi, deen
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& un AND di clausole e, di conseguenza, & gid in forma cnf. La formula ¢iapn
& un grosso AND di variabili. Prendendo ciascuna di queste variabili come
clausole di dimensione 1, notlamo che @gap 2 in forma enf La formula
Paceept © Un grosso OR di variabili, ed & percio una singola clausola. La
formuila dmave & I'unica che non & gia in forma enf, ma possiamo facilmente
convertirla in una formula che & in forma cnf come segue.

Si ricordi che @move € un grosso AND di sottoformule, ciascuna delie quali
¢ un OR di diversi AND che descrive tutte le possibili finestre lecite. La
legge distributiva, come descritto nel Capitolo 0, stabilisce che possiamo
sostituire un OR di vari AND con un equivalente AND di vari OR. Fare
cid pud incrementare significativamente la dimensione di ciascuna sottofor-
mula, ma tale operazione pud incrementare la dimensione complessiva di
$imave SOlamente di un fattore costante, poiché la dimensione di ciascuna
sottoformula dipende solo da N. 1) risultato & una formula che & in forma
normale congiuntiva.

Ora che abbiamo scristo la formula in forma cnf, la convertiamo in una
con tre letterali per clausola. In ciascuna clausola che correntemente ha
uno o due letterali. duplichiamo uno dei letterali, fino & quando il numero
totale diventa tre. Ciascuna clausola che ha pitt di tre letierali la divi-
diamo in piit clausole e aggiungiamo ulteriori variabili per preservare la
soddisfacibilitd o non soddisfacibilita della clausola originale.

Per esempio, sostituiamo la clansola (a1 V as v as V as), dove ciascun oy
& un letterale, con 'espressione di due clausole {a; Vas vV 2) A(ZVaz v ay),
in cui z @ una variabile nuova. Se qualche impostazione degli o; soddisfa
la clausola originale, possiame trovare una Impostazione di z in modo tale
che le due nuove clausole sianc soddisfatte e viceversa. In generale, se la
clausola contiene [ letterali,

far Voag V- V),
possiamo sostituirla con le I — 2 clauscle
(s VaaVe)A(F@ Ve Ve AMEYa Ve A AESVa V)

E possibile verificare facilinente che la nuova formula & soddisfacibile se e
solo se la formula originale lo era, quindi la dimostrazione & completa.

7.5
ULTERICRI PROBLEMI NP-COMPLET!

Il fenomeno della NP-completezza & molto diffuso. Problemi NP-completi
emergone in svariati campi. Per ragioni che non sono ben comprese, molti



334 CAPITOLO 7 — Complessita di tempo

problemi in NP che si presentano in modo naturale o appartengono a P
o sono NP-completi. Se si cerca un algoritmno di tempo polinomiale per
un nuovo problema in NP, spendere parte dei proprio sforzi per cercare di
provare che risuita NP-completo & ragionevole, perché pud prevenire lavoro
nella ricerea di un algoritmo di tempo polinomiale che non esiste.

In questa sezione presentiamo teoremi aggiuntivi che mostrano che di-
versi linguaggi sono NP-completi. I suddetti teoremi forniscono esempi
delle tecniche che vengono utilizzate nelle dimostrazioni di questo tipo. La
nostra strategia generale & esibire una riduzione di tempo polinomiale da
385AT sl linguaggio in questione, sebbene qualche voita riduciamo da altri
linguaggi NP-completi nei casi in cul risulta piti conveniente.

Quando costruiamo una riduzione di tempo polinomiale da 35AT ad un
linguaggio, cerchiamo strutture in quel lingnaggio che possono simulare le
variabili e le clausole nelle formule bhooleane. Tali strutture sono a vol-
te chiamate gadget. Per esempio, nella riduzione da 35AT a CLIQUE
presentata nel Teorema 7.32, nodi individuali simulanc variabili e triple
di nodi simulano clausole. Un nodo individuale pud essere un elemento
della clique come pud non esserlo, in corrispondenza ad una variabile che
pud essere vera in un assegnamento che la soddisfa come pud non esser-
lo. Ciascuna clausola deve contenere un letterale a cui viene assegnato
il valore VERO. Corrispondentemente, ciascuna tripla deve contenere un
nodo nella clique {al fine di raggiungere la dimensione voluta). Tl corol-
lario seguente che discende dal Teorema 7.32 stabilisce che CLIQUE &
NP-completo.

COROLLARIO  7.43 e
CLIQUE & NP-completo.

I} problema del vertex cover

Se G & un grafo non orientato, un vertex cover (copertura mediante ver-
tici} di ¢ & un sottoinsieme dei nodi in cui ogni arco di G tocea uno di quei
nodi. 1l problema del vertex cover chiede di stabilire se un grafo contiene
un vertex cover di una dimensione specificata:

VERTEX-COVER = {{G. k}} G & un grafo non orientato che
ha un vertex cover di k nodi}.

TEOREMA 7.44
VERTEX-COVER & NP-completo.
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IDEA. Per mostrare che VERTEX-COVER & NP-completo, dobbiamo far
vedere che appartiene a NP ¢ che tutti i problemi appartenenti & NP sono
riducibili in tempo polinomiale ad esso. La prima parte & facile; un cer-
tificato & semplicemente un vertex cover di dimensione k. Per provare la
seconda parte, mogtriamo che 8SAT 2 riducibile in tempo polinomiale a
VERTEX-COVER. La riduzione converte una formula 3cnf ¢ in un grafo
G ed un numero k, in modo tale che ¢ & soddisfacibile se e solo se G ha
un vertex cover con k nodi. La conversione viene effettuata senza sapere
se ¢ & soddisfacibile. In effetti, 7 simule ¢. 1I grafo contiene gadget che
simulanc le variabili e le clauscle della formula. La progettazione di questi
gadget richiede un minimo di ingegno.

Per il gadget di una variabile, cerchiamo una struttura in ¢ che possa
parsecipare al vertex cover in uno di due modi possibili, corrispondenti ai
due possibili assegnamenti di verita alla variabile. 1l gadget di una variabile
contiene due nodi connessi da un arco. La struttura funziona perché uno
di questi nodi deve comparire nel vertex cover. Associamo arbitrariamente
VERO e FALSO a questi due nodi.

Per il gadget di una clausola, cerchiamo una struttura che induca il ver-
tex cover ad includere nodi nei gadget delle variabili che corrispondono ad
almeno un letterale vero nella clavsola. 11 gadget contiene tre nodi ed archi
aggiuntivi tali che ogni vertex cover deve includere almeno due dei nodi, o
possibilmente tutti e tre. Soltanto due nodi sarebbero richiesti se uno dei
nodi del gadget di una variabile contribuisse coprendo un arco, come ac-
cadrebbe se il letterale associato soddisfacesse quella clausola. Altrimenti,
tre nodi sarebbero richiesti. Infine, scegliamo k in modo tale che il vertex
cover ricercato abbia un nodo per ogni gadget di variabile e due nedi per
ogni gadget di clausola.

DIMOSTRAZIONE. Diamo ora i dettagli della riduzione di 3SAT a
VERTEX-COVER che opera in tempo polinomiale. La riduzione associa
ad una formula boolena ¢ un grafo & ed un valore k. Per ciascuna variabile
Z in ¢, produciamo un arco che connette due nodi. Etichettiamo i due nodi
in questo gadget con x ed T. Impostare x a VERO corrisponde & selezionare
per il vertex cover il nodo con etichetta z, laddove FALSO corrisponde al
nodo con etichetta .

T gadget per le clausole sono leggermente pit complicati. Ciascun gadget
di clausola ¢ una tripla di nodi che sono etichettati con i tre letterali delia
clausola. Questi tre nodi sono connessi 'uno all’altro ed ai nodi nei gadget
delle variabili che hanno etichette identiche. Pertanto, il numero comples-
sivo di nodi che sono presenti in G & 2m + 3, dove ¢ ha m variabili ed !
clausole. Sia k uguale a m + 21,

Per esempio, se ¢ = (23 Vi Vo) A (FTVEIVTIZ) A (TTV a2 V), la
riduzione da ¢ produce {G, k), dove k = 8 e (G assume la forma mostrata
nella figura che segue.




3136 CAPITOLO 7 — Complessita di tempo

FIGURA 7.45
Il grafo che la riduzione produce a partire da

Per provare che questa riduzione funziona, dobbiamec mostrare che ¢
& soddisfacibile se e solo se G ha un vertex cover con & nodi. Iniziamo
con un assegnamento che soddisfa ¢. Poniamo prima nel vertex cover i
nodi dei gadget delle variabili che corrispondono ai letterali veri nell’asse-
gnamento, Successivamente, selezioniamo un letterale vero in ogni clausola
e poniama i due nodi rimanent} da ogni gadget di clansola nel ver.t‘exlcov(-:r..
A questo punto abbiamo un totale di k nodi. Essi coprono tutti gli arch%
poiché ogni arco di un gadget di una variabile & chiaramente copertq, tutt}
e tre gli archi in ogni gadget di una clausola sono coperti, e tutti ghi archi
tra gadget di variabili e di clausole sono coperti. Pertanto ¢ ha un vertex
cover con k nodi.

ID’altra parte, se (¢ possiede un vertex cover con k nodi, mostriamo
che ¢ & soddisfacibile costruendo Passegnamento che goddisfa ¢. T ver-
tex cover deve contenere un node in ciascun gadget di variabile e due in
ogni gadget di clausola, al fine di coprire gli archi dei gadget delle varia-
bili e i tre archi nei gadget delle clausole. In tal modo s tiene conto di
tutti § nodi. non ne viene lasciato fuori nessuno. Prendiamo i nodi de:
gadget delle variabili che sono nel vertex cover e assegniamo VEROG ai let-
terali corrispondentt.  Tale assegnamento soddisfa ¢, poiché clascune dei
tre archi che connettono i gadget delle variabili con ciascun gadget di clau-
sola risulta coperto, e solo due nodi di un gadget di clausola si trovano
nel vertex cover. Perfanto, uno degli archi deve essere coperto da un no-
do di un gadget di variabile e, quindi, 'assegnamento soddisfa la clausola
corrispondente.

Il problema del cammine Hamilteniano

Ricordiamo che il problema del cammino Hamiltoniano chiede di stabilire
se il grafo di input contiene un cammine da s a ¢ che aitraversa sutti i nodi
esattamente una volta.
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TEOREMA 746 it nsesasss s
HAMPATH & NP-completo.

IDEA. Abbiamo mostrato che HAMPATH appartiene a NP nella Sezio-
ne 7.3. Per far vedere che ogni problema in NP & riducibile in fempo
polinomiale ad HAMPATH, mostriamo che SSAT @ riducibile in termpo
polinomiale a HAMPATH. Diamo un modo per convertire formule 3enf
in grafl, in cui i cammini Hamiltoniani corrispondono ad assegnamenti
soddisfacenti la formula. ¥ grafi contengono gadget che simulano varia-
bili e clausole. Il gadget di una variabile & una struttura romboidale che
pué essere attraversata in due modi, corrispondenti ai due assegnamenti di
verita. 1] gadget di una clausola & un nedo. Assicurare che i cammino at-
traversa clascun gadget di clausola corrisponde ad assicurare che ciascuna
clangola & soddisfatta nell’assegnamento che soddisfa 1a formmula.

DIMOSTRAZIONE.  Abbiamo dimostrato in precedenza che HAMPATH
appartiene a NF, quindi tutto cid che resta da fare & mostrare che 3S4T < p
HAMPATH. Per ciascuna formula 3cnf ¢, facciamo vedere come costrui-
re un grafo diretto G con due nodi, ¢ e ¢, in cui esiste un cammino
Hamiltoniano tra s e ¢ se ¢ solo se ¢ & soddisfacibile.

Iniziame la costruzione con una formula 3enf ¢ contenente k clausole,

P=Aay Vhi Ver)Alag Vi Vea) Ao Alap Vb Ve,

dove clascun @, b, € ¢ & un letterale rp or T Slano zi,...,x; ke
variabili di ¢.

Facciamo vedere ora come convertire ¢ in un grafo G. 1l grafo G che
costruiamo ha varie parti per rappresentare le variabili e le ciausole che sono
presentl in ¢. Rappresentiame ciascuna variabile z,; con una struttura di
forma romboidale che contiene una riga orizzoutale di nodi, come mostrato
nella figura seguente. Specificheremo dopo il nureero di nodi che compaiono
nella riga orizzontale.

FIGURA 7.47
Rappresentazione della variabile @; con una struttura romboidale
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Rappresentiamo ciascuna clausola di ¢ con un singolo nodo, come segue.

O o

FIGURA T7.48
Rappresentazioni della clausola ¢; con un nodo

La figura seguente riporta la struttura globale di . Essa mostra tutti
gh elementi di G e le loro relazioni, eccetto gli archi che rappresentano la
relazione delle variabili con le clauscle che le contengono.

Ca
O e
O ¢

FIGURA 7.49
La struttura ad ahto livello di G
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Nel seguito mostriamo come collegare 1 rombi che rappresentano le varia-
bili ai nodi che rappresentanc le clausole. Clascuna struttura romboidale
contiene una riga orizzontale di nodi collegati tramite archi orientati in en-
trambe le direzioni. La riga orizzontale contiene 3k + 1 nodi in aggiunta ai
due nodi alle estremita del rombo.

(Questi nodi sono raggruppati in coppie adiacenti, una per ciascuna clau-
sola, con nodi separatori aggiuntivi tra le coppie, come mostrato nella figura
seguente.

&

FIGURA 7.50
I nodi orizzontali in una struttura romboidale

Se la variabile z; & presente nella clausola ¢;, aggiungiamo i due archi
seguenti dalla. coppia j-esima nell’i-esimo rombo al j-esimo nodo della
clausola.

T; -

FIGURA 751
Gl archi aggiuntivi quando la clausola ¢; contiene x;

Se F; & presente nella clausola c;, aggiungiamo due archi dalla coppia j-
esima nell’é-esimo rombo al j-esimo nodo di clausola, come mostrato in
Figura 7.52.
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FIGURA 7.52
Gii archi aggiuntivi quando ta clausola ¢; contiene 7

Dopo aver aggiunto tutti gli archi corrispondenti a claseuna occorrenza di
x; o di 7 in ciascuna clausola, la costruzione di G & completa. Per far vede-
re che questa costruzione funziona, dimostriamo che se ¢ & soddisfacibile,
allora esiste un cammmino Hamiltoniano da s a #; ¢, al contrario, se un tale
cammino esiste, allora ¢ & soddisfacibile.

Supponiamo che ¢ sia soddisfacibile. Per mostrare un cammino Hamil-
tonianc da s a ¢, in un primo momento ignoriamo i nodi delle clausole. 11
cammine inizia da s, attraversa ciascun rombo in successione, e termina in t.

Per raggiungere i nodi orizzontalt in un rombo, il cammino procede a
zig-zag da sinistra a destra oppure a zag-zig da destra a sinistra:; ’asse-
gnamento che soddisfa ¢ determina quale. Se a »; viene assegnato VERO,
il camnmino procede a zig-zag attraverso il rombo corrispondente. Se a 2
viene assegnato FALSO, il cammine procede a zag-zig, Mostriamo entrambe
le possibilita nella figura seguente.

zag-ng

FIGURA 7.53
Zig-zag (da sinistra a destra) o zag-zig (da destra a sinistra), come stabilito
dail’assegnamento soddisfacente

Fin qui questo cammino copre tutti i nodi in G, eccetto i nodi delle clausole.
Possiamo facilmente incladerli aggiungendo deviazioni ai nodi orizzontali.
In clascuna clansola, scegliamo uno dei letterali a cui & assegnato VERO.
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Se seleziontame x; nella clausola ¢;, possiame deviare alla j-esima coppia
nelli-esimo rombo. Far cid & possibile perché z; deve essere VERO, quindi
il cammino procede a zig-zag da sinistra a destra attraverso il rombo cor-
rispondente. Pertanto, gli archi verse il nodo ¢; sonc aell’ordine corretto
per permestere una deviazione ed un ritorno.

Allo stesso modo, se avessimo selezionato 7; nella clausola Cj, AVIEmmo
potute deviare alla j-esima coppia nell’i-esime rombo perché x; deve essere
FALSO, quindi il cammino procede a zag-zig da destra a sinistra attraverso il
rombo corrispondente. Pertanto, gh archi verso il nodo £; S0N0 nuovamente
neli'ordine corretto per permettere una deviazione ed un ritorno. (Si noti
che ciascun letterale vero in una clausola fornisce una opzione di deviazione
per raggiungere il nodo clansola. Come risultato, se diversi letierali in una
clausola sono veri, viene presa sollanto una deviazione.) Cosi abhiamo
costruito il cammino Hamiltoniane desiderato.

Per la direzione inversa, se (¢ ha un cammino Hamiltoniano da s a 1,
facciamo vedere un assegnamento che soddisfa ¢, Se it cammine Hamilto-
niano & normale - ciod, passa attraverso 1 rombi in ordine da quelio piix in
alto a quello piis in basgso, eccetto per le deviazioni verso 1 nodi delle clau-
sole - possiamo facilimente ottenere Passegnamento che soddisfa ¢. Se il
cammino procede a zig-zag attraverso il rombo, assegniamo alla variabile
corrispondente VERQ: e se procede a zag-zig, assegniamo FALSO. Poiché cia-
scun nedo clausola & presente sul camimino, osservando come la deviazione
verso di esso avviene, possiamo stabilire quale dei letterali nella clausola
corrispondente & VERO.

Tutto cio che resta da mostrare & che un cammino Hamiltoniano deve
essere normale. La normalith pud venir menc solo se il cammine entra in
una elausola da un rombo e ritorna in un altro, come nella figura seguente.

FIGURA 7.54 .
Questa sitvazione non pub verificars
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1l cammino va dal nodo @1 a c; ma invece di ritornare in az nello stesso
rombo, ritorna in by in un rombo differente. Se cid accade, az o a3 deve
essere un hodo separatore. Se ag fosse un nodo separatore, gli unici archi
entranti in g sarebbero da a; ed a3. Se ag fosse un nodo separatore, a; ed ap
sarebbero nella stessa coppia di ctausola e, quindi, gli unici archi entranti
in a sarebberc da ai, a3, ¢ ¢. In ogni caso, il cammino non potrebbe
contenere il nodo 3. Il eammino non pud entrare in ag da ¢ o a; perché il
cammino va aitrove da questi nodi. T} cammino non put entrare in as da
as perché az & 'unico nodo disponibile a cui a3 punta, quindi il cammino
deve uscire da as passando per ag. Pertanto, ii cammino Hamiltoniano deve
essere normale. Questa riduzione opera ovviamente in tempo polinomiale
e la dimostrazione & completa.

Di seguito consideriamo una versione non orientata del problema del cam-
mine Hamiltoniano, detta UHAMPATH. Per mostrare che UHAMPATH
& NP-completo, diamo una riduzione di tempo polinomiale dalla versione
orientata del problema.

TEOREMA 7.55
UHAMPATH & NP-completo.

DIMOSTRAZIONE. La riduzione prende in input un grafo diretto G con
nodi s e ¢, e costruisce un grafo non orientato G' con nodi s e ¢/, Il grafo
G ha un cammino Hamiltoniano da s a ¢ se e solo se ¢ ha un cammino
Hamiltoniano da ¢ a t/. Descriviamo ' come segue.

Ciascun nodo u di G, eccetto s e t, viene sostituite da una tripla di nodi
™, u™d ed ¥*™ in . I nodi s e ¢ in G sono sostituiti dai nodi ™ = &'
et = ¢ in (. In G’ sono presenti archi di due tipi. In primo luoge, archi
che collegano v™4 con »" ed ¢°**. In secondo luogo, un arco che coliega
1%t con o' se un arco va da uw a v in G. Cid completa la costruzione di G'.

Possiamo dimostrare che questa costruzione funziona facendo vedere che
(3 ha un camminc Hamiltoniano da s a  se ¢ solo se G’ ha un cammino
Hamiltoniano da s°t a . Per mostrare una direzione, osserviamo che un
cammino Hamiltoniano P in G,

S,U1, U2y . .- 2 Uk, b,
ha un corrispondente cammino Hamiltoniano £ in G,
mid |, out mid , out tin
N

S u] U T, UL, 11'2 Uy 7y Us

Per mostrare altra direzione, affermiamo che qualsiasi cammino Hamilto-
nianc in ' da $°* a t™ deve andare da una tripla di nodi ad una tripla
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di nodi, eccetto per l'inizio e la fine, come fa il cammino P' che abbia-
mo appena descritto. Cid completerebbe la dimostrazione perché qualsiasi
cammino di questo tipo ha un cammino Hamiltoniano corrispondente in G.
Proviamo l’affermazione seguendo il cammino che parte dal nodo s°"t. Si
osservi che il nodo successivo nel cammino deve essere u;“ per qualche 3,
perché solo quei nodi sono collegati a s°**. Il nodo successivo deve essere
um‘d perché non ¢’¢ altra strada disponibile per includere u““d nel cammino
Hamﬂtomano Dopo u““d viene ug™, perché & l'unico altro nodo a cui um‘d
& collegato. Il nodo successivo deve essere um per qualche j, poiché nessun
altro nodo disponibile & collegato a uft. L argomento successivamente si
ripete fino a quando viene raggiunto t‘".

Il problema SUBSET-SUM

Riprendiamo il problema SUBSET-SUM definito a pagina 317. Nel proble-
ma viene data una collezione di numeri 7y, ..., T inSieme con un RUINETO
obiettive t, ed occorreva stabilire se la collezione contenesse una sottocol-
lezione la cui somma fosse uguale a ¢. Ora facciamo vedere che il problema
& NP-completo.

TEOREMA T 56 oot s s T st e
SUBSET-SUM & NP-completo.

IDEA. Abbiamo gia dimostrato che SUBSET-SUM appartiene a NP nel
Teorema 7.25. Proviamo che tutti i linguaggi appartenenti a NP sono
riducibili in tempo polinomiale a SUBSET-SUM riducendo il linguaggio
NP-completo 8SAT ad esso. Data una formula 3enf ¢, costruiamo un’i-
stanza del problema SUBSET-SUM che contiene una sottocollezione la
cui somma ¢ uguale a ¢ se e solo se ¢ & soddisfacibile. Chiamiamo questa
sottocollezione T, y

Per ottenere la rlciuznone individuiamo strutture del problema
SUBSET-SUM che rappresentanc variabili e clausole. L’istanza del pro-
blema SUBSET-SUM che costruiamo contiene numeri grandi espressi in
notazione decimale. Rappresentiamo le variabili attraverso coppie di nu-
meri e le clausole attraverso determinate posizioni nelie rappresentazioni
decimali dei numeri.

Rappresentiamo la variabile z; con due numeri, y; € 2;. Proviamo che y;
o z; deve stare in T per ciascun 7, condizione che stabilisce I'impostazione
del valore di verita di z;.

La posizione di ciascuna.clausola contiene un certo valore nell’obiettivo ¢,
che impone un requisito sul sottoinsieme T. Proviamo che questo requisito
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& lo stesso che & presente nella clausota corrispondente - ossia, che a uno
det letterali nefla clausola viene assegnato VERO.

DIMOSTRAZIONE. Gia sappiamo che SUBSET-SUM & NP, quindi ora
mostriamo che 3SAT <p SUBSET-SUM.

Sia ¢ una formula hooleana con variabili z;,..., 7 e clausale ¢;, ..., .
La riduzione converte ¢ in un'istanza {5, t) del problema SUBSET-SUM  in
cui gli elementi di & ed il mumero ¢ sonoe le righe nella tabella in Figura 7.57,
espressi nella notazione decimale ordinaria. Le righe al di sopra della linea
doppia sono etichettate

Y1, 21, Y22, -2 € g Ry g he. o ok, B

e costituiscono gli elementi di §. La riga sotto la linea doppia é 1.

Pertanto, S contiene una coppia di numeri, y;, 2;, per ciascuna variabile
%; 1n ¢. La rappresentazione decimale di questi numeri & in due parti, come
indicato nella tabella. La parte sinistra comprende un 1 seguito da I — ¢
cifre 0. La parte destra contiene una eifra per clascuna clausola, dove la
cifra di y; in colonna ¢; & 1 se la clausola ¢; contiene il letterale x4, e la cifra
di z in colonna ¢; € 1 se la clausola ¢; contiene il letterale F;. Le cifre non
specificate uguali a 1 sono uguali a O

La tabella & parzialmente riempita per iltustrare esempi di clausole, o,
C3, € O

(mpvTavag) A{zaVazVeJA - AFFV- V).

1 2 3 4 Ila o o e
w1 00 C ol 1 o .. 0
zz f 1 O 0 G oy0 0 - 0
Yo 1 00 10 1 . 0
2 1 09 cil1 o -0
ya 1 0 G o0
23 1 0 o6 90 .- 1
W 110 0 0
zt 1 0 0 6}
91 F Y] 0
hy 1 G 0
g2 E 0
b i K
23 1
}Lk LJ
i1 1 1 3 113 3 3

FIGURA 7.57
Riduzione di 35AT a SUBSET-5UM

T ]
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Inoltre, S contiene una coppia di numeri, g;, h;, per ciascuna clausola ¢
Questi due nurreri sono uguali e consistona di un 1 seguito da k — j cifre 0.
Infine, il numero obiettivo t, la riga in basso nella tabella, consiste di ! cifre
uguali a 1 seguite da k cifre uguali a 3.

Di seguito mostriame perché questa costruzione funziona. Facciamo
vedere che ¢ & soddisfacibile se e solo se qualche sottoinsieme di S ha
sompa t.

Supponiame che ¢ sia soddisfacibile. Costruiamo un sottoinsteme di S
come segue. Scegliamo y; se & &, & assegnato VERO, e z; se a &; & assegnato
FALSO. Se sommiamo cid che abbiamo scelio fino ad ora, otteniamo un 1 in
ciascuna delle prime { cifre perché abbiamo selezionato y; o 2 per ciascun i.
Inoltre, ciascuna delle ultime & cifre & un numero tra 1 e 3 perché ciascuna
clansola € soddisfatta e quindi contiene tra 1 e 3 letterali veri. In aggiunta
scegliamo abbastanza numeri ¢ ed h per portar ciascuna delle ultime k cifre
fino a 3, raggiungendo cost U'obiettivo,

Supponiamo che un sottoinsieme di § abbia somma f. Costruiamo un
assegnainento che soddisfa ¢ dopo aver fatto alcune osservazioni. La prima
& che tutte le cifre negli elementi di 5 sono 0 0 1. La seconda & che ciaseu-
na colonna nella tabella che descrive S contiene a} pilt cinque 1. Pertanto,
un “riporto” nella colonna successiva non si verifica mai quando un sot-
toinsieme di 5 viene sommato. Per ottenere un 1 in ciascuna delle prime
[ colonne, 1} sottoinsieme deve avere y; oppure z; per clascun ¢, ma non
entrambi.

Costrulamo ora 'assegnamento che soddisfa ¢. Se i} sottoinsieme con-
tiene y;. assegniamo a x; VERO; altrimenti, assegniamo ad essa FALSO.
Questo assegnamento deve soddisfare ¢ perché in ciascuna delle & colon-
ne finali, la sorma & sempre 3. In colonna ¢;, al piit 2 puo venire da a5
ed f;, quindi almeno un™T in questa colonna deve venire da qualche y;
o z nel sottoinsierne. Se & y;. allora ay; & presente in c; e ghi viene as-
segnato VERO, quindi c; € soddisfatta. Se & z;, allora T; & presente in cj
¢ ad z; viene assegnato FALSO, quindi ¢; & soddisfatta. Pertanto, ¢ &
soddisfatta.

Infine, dobbiamo esser certi che la riduzionc possa essere effettua-
ta in tempo polinomiale. La tabella ha taglia approssimativamen-
te (k + 1)? e clascuna entrata pud esser calcolata facilmente per qual-
siasi ¢.  Quindi, i tempo complessivo consiste in O(n?) semplici
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ESERCIZI

7.1 8irisponda a ciagcun punto con VERO 0 FALSO.

a. 2n = Ofn). Ad. nlogn = O(n?).
b. n? = O(n). e. 37 = 200"
A, n? = Ofnlog?n). £ 277 = 002",
7.2 Sirisponda a ciascun punto con VERO ¢ FALSO.
a. n=o(2n). Ad. 1= of{n}
b. 2n = o(n®). e. n = oflogn).
Ac. 2™ = o(3"). f. 1=o{l/n).

7.3 Quali delle seguenti coppie sono formate da numeri relativamente primi? Si
mostrine i calcoli che portano alle conclusioni.
a. 1274 ¢ 10505
b. 7289 e 8029

7.4 Siriempia la tabella descritta nell’algoritmo di tempo polinomiale per il riconosci- ;
mento di linguaggi context-free del Teorema 7.16 per la stringa w == baba e la CFG ;

G
5 - RT
R—+TR|=a
T —+TR|b

7.6 La formula seguente & soddisfacibile?
(xvy) AzvE) A{EVY) AEVE)

7.6 Si mostri che P & chiusa rispetto ad unione, concatenazione, e complemento.
7.7 Si mostri che NP & chiusa rispetto ad unione e concatenazione.

7.8 Sia CONNECTED = {{G)} G & un grafo non orientato connesso}. 5i analizzi :
lalgoritmo dato a pagina 195 per mostrare che questo linguaggio appartiene a P. :

7.9 Un triangele in un grafo non orientato & una clique di dimensione 3. 8i mostri
che TRIANGLE € P, dove TRIANGLE = {{G}| G contiene un triangoio}.

7.10 Si mostri che ALLpga appartiene a P.

7.11 Per entrambi i punti, si fornisca un’analisi della complessita di tempo dell’algoritmao
proposto.

a. Si mostri che EQpps € P.

b. Si dice che un linguaggio A & chiuso rispeito a star se A = A”. Si dia
un algoritmo di tempo polinomiale per verificare se un DFA riconosce un
linguaggio chiuso rispetto a star. (Si noti che non si sa se FQys, appartiene
aP)

7.12 Igrafi G e H sonc isomorfi se i nodi di G possono essere riordinati in modo tale
che risulti identico ad H. Sia IS0 = {{G,H}} G ed H sono grafi isomorfi}. Si
mostri che IS0 € NP.
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PROBLEMI

*7.13 Questo problema studia risoluzione, un metodo per provare la non soddisfacibi-
itd di formule enf. Sia ¢ = C1y AC2 A -+ A Ch, una formula cnf, dove le C; sono
le sue clauscle, Sia C = {C:] C; & una clausola di ¢}. In un pesso di riscluzio-
ne, prendiamo due clausole C, e Cy in C, che hanno entrambe qualche variabile
presente positivamente in una delle clausole e negativamente nell’altra. Pertanto,
Ca = {2V Vya V- Vyr) e Cy = (T Vz Vzp V- - - Va), dove gli y; e z; sono letterali.
Si formi la nuova clausola {31 Vye V- - Vye ¥ 23 V22 V-V 2) e si rimuovano
i letterali ripetuti. Si aggiunga questa nuova clausola a C. Si ripetano i passi di
risoluzione fino a quando non pud essere ottermta alcuna clausola aggiuntiva. Se
la clausola vuota { } & presente in C, allora st dichiari ¢ non soddisfacibile,

Diremo che risoluzione & solido se non dichiara mai soddisfacibili formule che non
sono soddisfacibili. Diremo che riseluzione & completo se tutte le formule non
soddisfacibili sono dichiarate non soddisfacibili.

a. Si mostri che risoluzione & solido e completo.
b. 5i usi il punto {a) per mostrare che 25AT € P.

*7.14 Si mostri che P & chiusa rispetto agli omomorfismi se e solo se P = NP.

*7.15 Sia A C 1% un qualsiasi linguaggio unario. Si mostri che se A & NP-completo,
allora P = NP. (Suggerimento: si consideri una riduzione di tempo poiinomiale
f da SAT ad A. Per la formula ¢, sia ¢aron la formula ridotta dove le variabili
Z1, Tz, T3, ed T4 in ¢ sono impostate ai valori 0, 1, 0, e 0, rispettivamente. Cosa
accade quando si applica f a tutte queste formule ridotte, che sono presenti in
quaniiti esponenziale?)
7.16 In un grafo diretto, i grado in ingresso di un nodo & il numero di archi entranti e
il grado in uscife & i numero di archi uscenti. Si mostri che il problema seguente
& NP-completo. Dato un grafo\hon orientato & ed un sottoinsieme designato C'
dei nodi di G, & possibile convertire ¢ in un grafo dirette assegnando direzioni a
ciascunc dei suoi archi in modo tale che ogni nodo in €' abbia grado in ingresso 0
o grado in uscita 0, e ogni altro nodo in G abbia grado in ingresso almeno 17

.17 Diciamo star-free un’espressione regolare che non contiene alcuna operazione star.
Allora, sia EQer_gex = {{R, 5} R ed § sono espressioni regolari equivalenti star-
free}. Si mostri che EQgp_gex appartiene a coNP. Perché I'argomento fallisce per
espressioni regolari generali? ’

7.18 La gerarchia della differenza D;P & definita ricorsivamente come
a. DhP = NP e
b, DP ={A|A=B\Cpeaxr BeNPeC<c b._;P}L
(Qui B\C' = BndC)
Per esempio, un linguaggio appartenente a DP & la differenza di due linguaggi
appartenenti a NP. Qualche volta DoP & chiamato DP {e pubd essere scritto D).
Sia.

Z={{G1,k1, Gz, k2)} Gy ha una clique di dimensione %, € G2 non ne ha

una di dimensione ks }.

Si mostri che Z & completo per DP. In altre parole, si mostri che Z appartiene a
DP e ogni linguaggio appartenente a DP & riducibile in tempo polinomiale a Z.
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Sia MAX-CLIQUE ={{G,k}| una clique massima in G ha dimensione esattamente
k}. Si usi il risultato del Problema 7.38 per nostrare che MAX-CLIQUE & DP-
completo.

Sia f: N— N una qualsiasi funzione per cui f{n) = o(nlogn}. Si mostri che
TIME( f{n)) contiene soltanto i linguaggt regolari.

Diciamo che due formule booleane sono equivalenti se hanno lo stesse insieme di
variabili e sono vere sullo stesso insiemme di assegnamenti per quelle variabili (i.e.,
esse descrivono la stessa funzione booleana). Una formula booleana & minimale
se nessuna formula pill corta & equivalente ad essa. Sia MIN-FORMULA la col-
lezione delle formule booleane minimali.  Si mostri che se P = NP, allora
MIN-FORMULA ¢ P.

Si modificki 'algoritmo per il riconoseimento dei linguaggl context-free nelia di-
mostrazione del Teorema 7.16 per fornire un algoritmo di tempo polinomiale che
produce un albero sintattico per una stringa, data la stringa ed nua CFG, se defta
grammaltica genera la stringa.

Per una formula enf ¢ con m variabill e ¢ clausole, si mostri che si pud cosiruire
in tempo polinomiale un NFA con Ofem) stati che accelta tutti gli assegnamenti
che non seddisfanc la formula, rappresentati come stringhe booleane di lunghezza
m. Si concluda che P 3 NP implica che gli NFA non possono essere minimizzati in
tempo polinomiale.

Una formula Zenf & un AND di clansole, dove ciascuna clausola & un OR di al
pilt due letterall. Sia 2SAT = {{¢}| ¢ & una formula Zenf soddisfacibile}. 8t mostri
che 25AT € P.

Si consideri Palgoritmo MINIMIZE, che prende un DFA A in input e d& in ontput
un DFA M.

MINIMIZE = “Su input (M), dove M = {Q.Z,d,g0, A) & un DFA

1. Rimuovi tutti ghi stati di M che non sono raggiungibili dallo stato

iniziale.

2. Costruisei i seguente grafo non orientato G i cul nodi sono gh

stati di M.

3. Colloca archi in G per connettere ogni state di accettazione con
ogni stato di non accettazione. Aggiungi ulteriori archi come
segle.

Ripeti fino a quando nessun arco nuove pud essere aggiunto a G-
Per ogni coppia di stati distinti ¢ ed » di M ed ogni ¢ € X:
Aggiungi arco (g,7} a G se (#{g,a),8(r,a)} & un arco di .
Per ogni stato g, sia g} la collezione di stati
fql = {r & Q| nessun arco unisce g ed v in G}
8. Crea un nuove DFA M = (', 5.8, qo’, A) dove
Q' = {[g)lqg € @} (se {g] = [r], solo une di esst appartiene a Q},
&{Jal,a) = [Mg,a)] perognige Qedac L,
¢’ = lool, e
A= {fgllqc A}
g. Output (M7

Ao o

a. Si mostri che M ed M’ sono equivalenti.

B. Si mostri che M’ & minimale - ciog, nessun DFA con meno stati riconosce
lo stesse linguaggio. I possibile usare il risultato del Problema 1748 senza
dimostrazione.

7.26

7.27

A7.28

7.29
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c. Si mostri che MINIMIZE opera in tempo polinomiale.

Nelia dimostrazione del teorems di Cook e Levin, una finestra & un rettangolo
di celle 2 x 3. Si faccia vedere perché la dimostrazione avrebbe fallito se invece
avessitno usato finestre 2 x 2.

Questo problema & ispirate 2l gioco a singolo giocatore Dragamnine, generalizzato
ad un grafe arbitrario. Sia G un grafo non otientato, dove ciascun nodo contiene
una singola ming nascosta o @ vaoto. 1 giocatore sceglie 1 nodi, uno per uno. Se il
giocatore sceglie un nodo contenente una mina, il giocatore perde. Se il giocalore
sceglie un nodo vuoto, il giccatore apprende il numerc di nodi vicini che contengono
mine. {Un node vicine & un nodo coliegato al nodo scetto da un arco.) 1} giocatore
vinee se e quando tutti i nodi vuoti sono stati scelti in queste modo.

Nel problema delle consistenza delle mine, viene fornito un grafo G insiemne a nu-
meri che etichetiano alcuni dei nodi di . B necessario stabilire se & possibile un
collocamento delle mine swi nodi rimanenti, in modo tale che qualsias) nodo » che
ha etichetta m ba esattamente m nodi vicini che contengono mine. Si formuli il
problema in termini di Hnguaggio ¢ si mostri che & NP-completo.

Nel pioco seguente del solitario. viene fornita una tavela m x m. Su clascuna
delle sue m® posizioni si trova o una pietra blu, o una pietra rossa, o nien-
te di niente. 5 gioca rhmmovendo le pietre dalla tavola fine a quando cia-
scuna colonna contiene solo pietre di nn singolo colore e clascuna riga contie-
ne almeno una pietra.  Si vince quande si raggiunge lobiettive. La vittoria
pud essere possibile come pud non esserlo, a seconda della configurazione iniziale.
Sin SOLITAIRE = {{GY} & & una configurazione del giovo che ammette vittoria}.
Si provi che SOQLITAIRE & NP-completo.

Sia SET-SPLITTING = {{5.C% § & vn insieme finito ¢ C = {C},...,Ci} & una
collezione di sottoinsiemi di S, per qualche & > 0, tale che gli elementi di § possono
essere colorati rosse o blu in modo tale che nessun € abbia tutfi 1 suoi elementi
colorati con lo stesso colore}. Simoséri ¢che SET-SPLITTING & NP-completo.

Si consideri il segignte problema di planificazione. Sono dati una lista di esami finali
Fi,... . F. da pia.ngﬁ{:are, ed una lista di studenti 55, ..., 5. Ciascuno studente
sostiene un sottoinsieme specificato di questi esami. Cccorre pianificare gli esami
in archi temporali in modo tale che a nessuno studente venga richiesto di sostenere
due esami nello stesso arco temporale. Il problema consiste nel determinare se esiste
una tale pianificazione che usa sollanto £ archi temporali. Si formuli il problema

in termini di linguaggio e si mostri che il linguaggio & NP-completo.

Ricordiamo che, pelia discussione della tesi di Church e Turing, abbiamo introdotto
il linguaggio D = {{p}} p ¢ un polinomio a pis variabili che ha una radice intera}.
Abbiamo asserito, ma non dimostrato, che D & indecidibile. In guesto preblema
si chiede di provare una proprieta differente di D - ossia, che 2 € NP-hard. Un
problema & NP-hard se tutti i problemi appartenenti a NP sono riducibih ad
es50 in ternpo polinomisle, anche se esso stesso potrebbe non appartenere a NP.
Pertanto, si chiede di mostrare che Lutti i problems in NP sono riducibili in tempo
polinomiale 2 D).

Un sottoinsieme di nodi di un grafo G & un insieme dominante se ogai altro nodo
di (7 & adiacente a qualche nodo nel sottoinsieme. Sia

DOMINATING-SET = {{(, k)| G ba un insieme dominante con k nodi}.

Si mostri che & NP-completo dando una riduzione da VERTEX-COVER.
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Si mostri che il problema seguente & NP-completo. Dati un insieme di stati @ =
{g0,91,-..,4} ed una collezione di coppie {(s1,71),..., (s, 7 }} dove gli s; sono
stringhe distinte su & = {0,1}, e gli r; sono elementi di ¢ {non necessariamente
distinti), si determini se esiste un DFA M = (@, %, 8,90, F) dove 8(go, s:) = 7 per
ciascun ¢. Qui, d(g, 8) & lo stato in cui M entra dopo aver letto s, partendo dallo
stato ¢. (51 noti che F & irrilevante in questo contesto. )

Sia U = {{M,z,#"| NTM M accetta z in ¢ passi su almeno una diramazione}. Si
noti che ad M non viene richiesto di arrestarsi su tutte le diramazioni. Si mostri
che UV & NP-completo.

Si mostri che se P = NP, esiste un algoritme di tempo polinomiale che produce un
assegnamento che soddisia ia formula quando riceve una formula booleana soddi-
sfacibile. {Una nota: ’algoritmo che si chiede di fornire calcela una funzicne; ma
NP contiene linguaggi, nosn funzioni. L’assunzione P = NP implica che SAT ap-
partiene a P, pertanto verificare la soddisfacibitith & fattibile in tempo polinom:ale.
Ma ’assunzione non dice come guesto test venga effettuato, ed it test potrebbe non
rivelare gli assegnamenti che soddisfano le formule. Occorre mostrare che possono
comunque essere trovatl. Suggerimento: si usi ripetutamente il verificatore della
soddisfacibilith per trovare I’assegnamento bit a bit.}

Si mostri che se P = NP, & possibile fattorizzare interi in tempo polinomiale. (St
veda la nota nel Problema 7.35.)

Si mostri che se P = NP, esiste un algoritmo di tempo polinomiale che prende un
grafo non orientato in input e trova una clique massima contenuta nel grafo. (5i
veda la nota nel Problema 7.35.)

Una colorazione di un grafo & un assegnamento di colori per i suoi nodi tale che
a nessuna coppia di nodi adiacenti venga assegnato lo stesso colore. Sia

$COLOR = {{G) G & colorabile con 3 colori}.

Si mostri che JCOLOR & NP-completo. (Suggerimento: si usino i tre sottografi
seguenti.)

e T : . :
palette variabile gadget per OR

Siano dati una scatola e una collezione di carte come indicato nella figura seguente.
A causa dei pioli nella scatola e delle tacche nelle carte, ciascuna carta entra nella
scatola in due modi. Ciascuna carta contiene due colonne di buchi, alcuni dei
quali possono non essere perforati. 1l puzzie é risolte cotlocando tutte le carte nella
scatola in modo tale da ricoprire completamente la base della scatola (i.e., ogni
posizione di un buco & ostruita da almeno una carta che non ha un buce in quella
posizione.} Sia PUZZLE = {{c1,....c}| ciascun ¢; rappresenta una carta e la
collezione di carte ha una scluzione}. Si mostri che PUZZLE & NP-compieto.
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Sia

MODEXP = {{a,b,c,p}| a,b,c, ¢ p sono interi positivi ia binaric
taliche a® = ¢ {mod p)}.

Si mostri che MODEXP ¢ P. (5i noti che Valgoritmo pitt immediato non computa
in tempo polinomiale. Suggerimento: si provi prima quando b & una potenza di 2.

Una permutazione dellinsieme {1,...,k} & una funzione iniettiva e suriettiva
sull'insieme. Quando p & una permutazione, p* indica la composizione di p con se
stessa £ volte, Sia

PERM-POWER = {{p,q,t}| p = ¢' dove p e ¢ sono permntazioni
su {},...,k} e t & un intero in binario}.

5i mostri che PERM-POWER € P. {Si noti che 'algoritmo pii immediato non
computa in tempo polinomiale, Suggerimento: si provi prima quando ¢ & una
potenza di 2.)

Si mostri che P & chiusa rispetto all'operazione star. (Suggerimento: si usi Ja
progr. azione dinamica. Su input ¥ = y1 - Yn per ¥ € &, si costruisca una
tabella’indicante per ciascun ¢ < j se la sottostringa y;---y, € A" per qualsiasi
AeP)

$i mostri che NP & chiusa rispetto all'operazione star.

Sia UNARY-SSUM il problema della somma di sottoinsiemi in cui tutti i nume-
i sono rappresentati in unario. Perché la dimostrazione di NP-completezza per
SUBSET-SUM fallisce nel mostrare che UNARY-5SUM & NP-completo? Si mostri
che UNARY-SSUM € P.

Si mostri che se P = NP, allora ogni linguaggio A € P, eccetto A = ed A = ¥,
& NP-completo. ’

Si mostri che PRIMES = {m|m & un numero primo in binario} € NP. (Suggeri-
mento: per p > 1, il gruppo moltiplicativo Z; = {z| z & relativamente prime a p
ed 1 < z < p} & sia ciclico che di ordine p — 1 se e solo se p & primo. Questa pro-
prietd pud essere usata senza giustificazione. L'enunciato pily forte PRIMES € P
& oggi noto esser vero, ma & molto pifl difficile da dimostrare.}

(leneralmente si ritiene che PATH non sia NP-completo. S5i spieghi la ragione
che sta dietrc a questa convinzione. Si mostri che provare che PATH non & NP-
completo proverebbe che P # NP.

Sia G un grafo non orientate. Inoltre, siano

SPATH = {{(G,a,b, k)| G contiene un cammino semplice di
lunghezza al pil & da a a b},
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LPATH = {{G,a,b,k} G centiene un cammino semplice di

lunghezza almeno k da « a b}

a. 5 mostri che SPATH € P,
b. Si mostri che LPATH & NP-completo.

Sita DOUBLE-SAT = {{¢)| ¢ ha almeno due assegnamenti che la soddisfano}. Si
mastri che DOUBLE-SAT & NP-completo.

Sia HALF-CLIQUE = {{)| G & un grafo non orientato che possiede un sottografo
compieto con almeno m/2 nodi, dove m & i} numero di nodi di G}, Si mostri che
HALF-CLIQUFE & NP-completo.

Sla ONFr = {{¢)] ¢ & wa formula enf soddisfacibile dove ciascina variabile
& presente in al pit & posti}.

a. Simostri che ONF5 € P
b. Si mostri che ONFz & NP-completo.

Sta ONFu = {{¢}! ¢ & una formula cnf soddisfacibiie dove ciascuna clausola comne
tiene un numero arbitrario di letterali, ma al pi un letterale negatc). Si mostri
che CN‘FH c P

Sia ¢ una formula 3enf. Un assegnamento # per le variabili di ¢ & un assegna-
mento dove ciascuna clausola contiene due letterali con valori di verila diversi. In
altre parole, un assegnamento # soddisfa ¢ senza assegnare tre letterali veri in ogni
clausola.

a. 5i mostri che Ia negazione di ogni assegnamento # per ¢ & ancora un
assegnamento £,

b. Sia #5AT la collezione di formule 3enf che POSSEgEONG uUn assegnamento #.
8i mostri che possiamo ottenere una riduzione di tempo polinomiale da $5AT
a #5AT sostituendo ciascuna clausela o

{1 V2 V)
con e due clanusole
v Vva) e (HEvyvh),

dove z; & una variabile nuova per ciascana clausola oy e b & una singola
variabile nuova aggiuntiva.
c. Siconcluda che #5AT & NP-completo.

Un taglio in un grafo non orientats & una separazione dei vertici V in due sottoin-
siemi disgiunti S e T. La cardinabita di un taglio & il numero di archi che hanno
un‘estremitd in 8 e Faltra in 7. Sia

MAX-CUT = {{G,k}| G ha un taglio di cardinality k o pilt }.

St mostr: che MAX-CUT & NP-completo. Si pud assumere il risultato de! Pro-
blems 7.53. {Suggerimento: si mostri che £547 Sp MAX-CUT. Il gadget di
variabile per la variabile z & una collezione di 3¢ nodi etichettati con 1 ed altri 3¢
nodi etichettati con &, dove ¢ & il numero di clausole, Tutti i nodi etichettati con x
sono collegati con tutti i nodi etichettati con 7. 1} gadget di clausola & un triangolo
di tre archi che collegano tre nodi etichettati con i letierali che sono presenti nelia
clausola. Non si usi lo stesso nodo i pin di un gadget di clausola. S provi che
questa riduzione & corretta.)
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(c) FaLsor  (d) veRro.

(¢} vEro: {d) VERO.

Prima i tutto, SOLITAIRE & NP perché & possibile verificare che una soluzio-
ne & corretta in tempo polinomiale. Successivamente, si mostra che $SAT <p
SOLITAIRE. Data ¢ con m variabili 23, .., &m e & clauscle oy, ... , Ck, 81 costruisce
il seguente gioco kxm G, 8i assume che ¢ non ha clansole che cont engono sia 25 che
#i perché tali elauscle passono essere rimosse senza influenzare la soddisfacibilita.

Se x; & vella deusela ¢;, si mette una pietra by in rige oy, colonna x;. Se ¥ & nella
clausola ¢;. s metic una pictra rossa in riga ¢;, colonna z:. §i pud rendere la tavola
quadrata ripetendo wia riga o aggiungendo una colonna vuota se necessario senza
influenzare la risolvibilitha. Si fa vedere che ¢ & soddisfacibile se e solo se G ha wna
scluzione.

{—] Si consideri un assegnamento soddisfacibile. Se x; & vero {falso}, si rimuovono
le pietre rosse (blu) dalla colouna corrispondente. Quindi restano le pietre corri-
spondenti al letterali veri. Poiché ogni clausola ha un letterale vero, ogni riga ha
una pietra.

(=) St consideri una soluzione del gioco. Se le pletre rosse {blu) sone state rimosse
dalla colonna, si imposta la variabile corrispondente o vero {falso}. Ogni riga
ha una'pietra rimanente, quindi ogni clansola ha un letterale vero. Pertanto ¢
& soddisiatta.

Assumendo che P = NP, risulta CLIQUE € P, ed @ possibile verificare se &
coptiene una clique di dimensione k in tempo polinomisle, per ogni valore di k.
Verificando se (7 contiene una clique per ciascuna dimensione, da 1 finc al numero
di nodi di G, & possibile stabilire la dimensione ¢ di una cligue massimale di
in tempo polinomiale. Una volta nota ¢, & possibile trovare una clique con ¢ nodi
come segue. Per ciascun nodo x di G, si rimuove z e si caleola la dimensione
massima risuitante in una clique. Se la dimensione risultante decresce, si rimette
# ¢ sl continua con i} nodo successive. Se la dimensione risultante & ancora i, 53
rimuove x permanentemente € s continua con il nodo successivo, Quando tutt
nodi sono stati consideraki in questo modo, i nodi restanti costituiscono una cligue
di dimensione £.

Sia A€ NP. Si costruisce una NTM M per decidere A" in tempo polinomiale non
deterministico.

M = “Su input un
1. Dividi non deterministicamente w in parti w = ay20 -+ - 25,
2. Per ciascun x4, ipotizza non deterministicamente il certificato che
mostra che @; € AL
3. Verifica tutti | certificati se possibile, poi accetia.
Altrimenti, se la verifica fallisce, rifiuta.”

Diamo una funzione di riduzione di tempo polinomiale da CLIQUE a
HALF-CLIQUE. 1’input della riduzione & la coppia (G, k} e la riduzione produce il
grafo () in output dove H & come segue. Se G hamnodie k = m/2, allora H = 5.
Se k < m/2, allora H &1l grafo ottenuto da G aggiungendo j nodi, ciascuno con-
nesso ad ognuno dei nodi originall e tra loro, dove 5 = m — 2k. Pertanta, H ha
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m + j = Zm — 2k nodi. Si noti che G ha una clique di dimensione k se e sole se
H ha una clique.di dimensione k + j = m -k, e quindi (G, k) € CLIQUE se e solo
se (H)E€ HALF-CLIQUE. Se k > m/2, allora H & il grafo ottenuto aggiungendo
j nodi a (7 senza archi aggiuntivi, dove j = 2k —m. Quindi, # ha m +j = 2k
nodi, e pertanto ¢ ha una clique di dimensione k se e solo se H ha una clique
di dimensione k. Per cui, (7, k) € CLIQUE se e solo se {H}c HALF-CLIQUE.
Occorre anche far vedere che HALF-CLIQUE ¢ NP. Ii certificato & semplicernente
la cligue.

£
3
i

COMPLESSITA DI SPAZIO

In questo capitolo valutiamo 1a complessita dei problemi computaziconall in
termini della quantita di spazio, o memoria, che essi richiedono. Tempo
e spazio sono due dei fattori pitl importanti quando ricerchiamo soluzioni
pratiche per numerosi problemi computazionali. La complessitd di spazio
condivide molte delle caratteristiche defla complessitd di tempo e rappre-
senta un modo ulteriore per classificare i problemi in accordo alla propria
difficolta computazionale.

Come per la complessita di tempo, abblame necessita di selezionare un
modello per misurare lo spazio utilizzato da un algoritmo. Continuiamo a
servirci del modello della macchina di Turing per la stessa ragione per cui
I’abbilamo usato per misurare il tempo. Le macchine di Turing sono ma-
tematicamente semplici ed abbastanza vicine al calcolatori reali da fornire
risultati significativi.

[ DEFINIZIONE 8.1

Sia M una macchina di Turing deterministica che si arresta,
su sutti gli input. La complessita di spazio di M &la
funzione f: N — N, dove f(n) & il numero massimo di celle
del nastro che M scandisce st ogni input di lunghezza n.
Se la complessita di spazio di M & f{n), diciamo anche che
M computa in spazio f(n).

Se M & una macchina di Turing non deterministica dove
tutte le diramazioni si arrestano su tutti g input, definiamo
la sua complessita di spazio f(n) come il massimo numero
di celle del nastro che M scandisce su qualsiasi diramazione
della sua computazione per ogni input di lunghezza n.
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Tipicamente stimiamo la complessity di spazio delle macchine di Turing
attraverso la notazione asintofica.

DEFINIZIONE™ 8.2

Sia f: N RT una funzione. Le classi di comples-
sita di spazio, SPACE(f(n)) e NSPACE(f(n)), sono

definite come segue.

SPACE(f{n))={L| L &un lnguaggio decisc da una
macchina di Turing deterministica

con spazic O(f(n))}
NSPACE(f(n})={L|L &un linguaggio deciso da una
macchina di Turing non determini-

stica con spazio O{f(n))},

ESEMPIO 8.3 -t

Nel Capitolo 7 abbiamo introdotte il problema NP-completo SAT. Qui
mostriamo che SAT pud essere risolto con un algoritmo che richiede una
gquantitd di spazio lneare. Riteniamo che SAT non possa essere risolio
con un algoritmo di tempo polinomiale, men che meno con un algoritmo
di tempo lineare, perché SAT & NP-completo. Lo spazio sembra essere
pit: potente del tempo perché lo spazio pud essere riutilizzato, mentre il
tempo no.

My = “Su input {¢), dove ¢ & una formula booleana:
1. Per ogni assegnamento di veritd alle variabili xy, ..., z,, di ¢
2. Valuta ¢ sull’assegnamento di verita.
3. Se ¢ vale 1, accetta; altrimenti, rifiuta.”

La maechina M chiaramente comptta in spazio lineare perché ad ogni ite-
razione del ciclo puo riutilizzare Ja stessa porzione del nastro. La macchina
ka necessitd di memorizzare soltanto I'assegnamento di verith corrente, e
¢io pud esser fatto con spazic O{m). Il numero di variabili m & al piu n, la
lunghezza del?” input, pertantc la macchina computa in spazio O{n).

ESEMPIG B4 oo msmssesss it st

In questo esempio illustriamo la complessita di spazio non deterministica
di un linguaggic. Nella prossima sezione mostreremo come determinare la
complessita di spazio non deterministica possa essere utile per determinare
la sua complessitd di spazio deterministics. Si consideri il problema di

4
&
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verificare se un automa finito non deterministico accetta tutte le stringhe.
Sia
ALLNEA = {(AH Ad&unnFAe L(A) = 2*}.

Forniamo un algoritmo non deterministico lineare in spazio che decide il
complemento di questo linguaggio, ALLyra. L'idea che sta dietro all’algo-
ritmo e di usare il non determinismo per individuare una stringa che viene
rifiutata dal’NFA, e di usare una quantiti di spazic lineare per tener trac-
cia degli stati in cui I'NFA potrebhe trovarsi in un certo istante. Si noti che
Pappartenenza di queste linguaggio a NP o a coNP non & nota.

N = “Suinput {M)}, dove M & un NFA:
1. Poni un marcatore sullo stato iniziale dell’NEA.
2. Ripeti 27 voite, dove g & il numero di stati di M:
3. Non deterministicamente seleziona un simbolo di input
e cambia le posizioni dei marcatori sugli stati di M per
simulare la lettura del simbolo.
4. Aceetio seipassi 2 e 3 individuano una stringa che A rifiuta;
ciog, se ad un certo punto nessuno dei marcatori si trova su
stati finalt di M. Altrimenti, rifiuta.”

Se M rifiuta stringhe, ne deve rifiutare una di lunghezza al pift 29, perché in
ogni stringa pilt Junga che viene rifintata, le locazion: dei marcatori descritti
nel’algoritmo precedente dovrebbero ripetersi. La parte della stringa tra le
ripetizioni pud esserc rimossa per ottenere una stringa rifiutata pill corta.
Pertanto, N decide ALILnea. {Si noti che N accetta anche input formati
impropriamente, )

It solo spazio richiesto da guesto algoritmo serve per memorizzare la
locazione dei marcatori e per il contatore usato nel ciclo, € ¢io pud esser
fatto in spazio lneare.  Quindi, Palgoritmo compnta con comples-
sita di spazio non deterministica Ofn). Di seguito proviamo un teore-
ma che fornisce informazioni sulla complessitd di spazio deterministica
di ALLnga.

8.1
TEOREMA DI SAVITCH

I teorema di Savitch & uno dei primi risultati riguardanti la complessita di
spazio. Mostra che le macchine deterministiche possono simulare le macchi-
ne pon deterministiche usando una quantitd di spazio sorprendenternente
molto piccola. Per la complessita di tempo, tale simulazione sembra richie-
dere un incremento esponenziale in tempo. Per la complessita di spazio, it
tecrema. di Savitch mostra che ogni TM non deterministica che usa spazio
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f(n) pud essere convertita in una T™ deterministica che usa soltanto spazio

Pn).

TEOREMA 8.5
Teorema di Savitch Per ogni! funzione f: N—R*, dove f(n) > n,
NSPACE(f{n)) C SPACE(f*(n}}.

IDEA. Dobbiamo simulare deterministicamente una NTM con comples-
sita di spazio f(n). Un approccio ingenuo consiste nel procedere tentando
tutte le diramazioni seguite dalia computazione della NTM, una per una. La
gimulazione deve tener traccia di quale diramazione la macchina sta ten-
tando al momento per poter passare alla successiva. Ma una diramazione
che usa spazio f(n) pud richiedere 20(f(n)) passi e ciascun passo potrebbe
consistere in una scelta non deterministica. L'esplorazione sequenziale del-
le diramazioni richiederebbe la memorizzazione di tutte le scelte effettuate
su una particolare diramazione per poter individuare la diramazione suc-
cessiva. Pertanto, questo approccic pudé usare spazio 205"} eccedendo il
nostro obiettivo di usare spazio O(f2(n}).

Invece, usiamo un approccio diverso, considerando il problema
pill generale che segue. Date due configurazioni della. NTM, 1 € c2, & un
numero ¢, verifichiamo se la NTM pud transire da c1 a ¢ in al pill ¢ pas-
st, usando soltanto spazio f{n). Chiamiamo questo problema il problema
della resa. Risolvendo il problema della resa, dove ¢ € la configurazio-
ne iniziale, ¢z & la configurazione finale, e t & il numero massimo di passi
che 1a macchina non deterministica pud effettuare, possiamo stabilire se la
macchina accetta il proprio input.

A tal §ne forniamo un algoritmo ricorsivo determinisiico che risolve il
problema della resa. I’algoritmo opera cercando una configurazione in-
termedia ¢, e verificando ricorsivamente se (1) ¢1 pud portare a cpy, in al
pitt £/2 passi, e (2) se ¢, pud portare a o in al pi /2 passi. La riutilizza-
zione dello spazio per ognuno dei due test ricorsivi permette un risparmio
di spazio significativo.

Questo algoritmo richiede spazio per memorizzare le chiamate ricorsi-
ve. (Ciascun livello della ricorsione usa spazio O(f(n)) per memorizzare
una configurazione. La profondita della ricorsione & logt, dove t & il tempo
massimo che la macchina non deterministica pud usare su ogni diramazio-
ne. Risulta ¢ = 20U7®) quindi log¢ == O(f{n)). Pertanto la simulazione
deterministica usa spazio O(f?(n}}.

DIMOSTRAZIONE. Sia N una NTM che decide il linguaggio A in spazio
f(n). Costruiamo una T™ deterministica M che decide A. La macchina

1A pagina 377 mostreremo che il teorema di Savitch vale anche se f(n) > logn.
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M utilizza la procedura CANYIELD, che verifica se una delle configurazioni
di N pud darne un’altra entro uno specificato numero di passi. Questa
procedura risolve il problema della resa descritto nellidea della prova.

Sia w una stringa di input per N. Per le configurazioni ¢; e c2 di N, ¢
Dintero t, CANYIELD(cy, o, t) da in output accetta se N pud passare dalla
configurazione c; alla configurazione cz in ¢ o meno passi attraverso un
qualche cammino non deterministico. Altrimenti, CANYIELD da in output
rifiuta. Per convenienza, assumiamo che ¢ sia una potenza di 2.

CANYIELD = *“Su input ¢;, g, e i
1. Set = 1, allora verifica direttamente se ¢; = ¢z o se c; da ¢
in un passo, in accordo alle regole di N. Accetla se uno dei
due test ha successo; rifiufo se falliscono entrambi.
2. Set > 1, allora per ogni configurazione cm, di N usando

spazio f(n):

3. Esegui CANYIELD(c1, Cm, %)
4. Esegui CANYIELD{Cp, €2, %)
5. Se i passi 3 e 4 sono entrambi accettanti, allora accetta.

6. Se non ha ancora accettato, rifiute.”

Ora definiamo M per simulare N come segue. Prima modifichiamo N in
modo tale che, quando accetta, cancella il proprio nastro e muove la testi-
na sulla cella pili a sinistra - entrando con ¢id in una configurazione detta
Caccopt- Denotiamo Con Cetart la. configurazione iniziale di N su w. Selezio-
niamo una costante d in modo tale che N abbia al pit1 2#(m) configurazioni
usando un nastro ¢i f(n) celle, dove n & la lunghezza di w. Allora sappia-
mo che 240 fornisce un limite superiore al tempo di esecuzione di ogni
diramazione di N su w.

M = “Su input w:
1. TFornisci in output il risultato di CANYIELD{Cetart; Caccept 24 (”)}.”

L’algoritmo CANYIELD ovviamente risolve il problema della resa e, di con-
seguenza, M simula correttamente N. Dobbiamo analizzarne I'esecuzione
per verificare che M lavora in spazio O(f%(n)}.

Oeni qualvolta CANYIELD invoca se stessa ricorsivamente, memorizza il
numero della fase corrente e i valori di ¢, co, e ¢ in una pila, in modo
tale che questi valori possanc essere recuperati dalla chiamata ricorsiva.
Ciascun lLivello deila ricorsione usa perci® uno spazio aggiuntivo pari a
O(f(n)}. Toltre, ciascun livello della ricorsione divide la taglia di ¢ a
meta. Inizialmente { & uguale 2 24 ("} e quindi la profondita della ricorsione
& O{log 24 () ovvero O(f{n}). Pertanto, lo spazio totale usato & O{f3(n)),
come asserito.

Una difficolta tecnica sorge in questo argomento perché Palgoritmo M
deve conoscere il valore di f{n) quando invoca CANYIELD. Possiamo ge-
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stire questa difficoltd modificando M in modo tale che tenti con f(n) =
1,2,3,... . Per ciascun valore f{n) = i, lalgoritmo modificato usa
CANYIELD per stabilire se la configurazione di accettazione & raggiungibile.
In aggiunta, I'algoritmo usa CANYIELD per stabilire se N usa almeno spa-
zio © + I verificando se N pud raggiungere qualcuna delle configurazioni di
lunghezza 7 + 1 dalla configurazione iniziale.

Se la configurazione finale & raggiungibile, M accetta; se nessuna con-
figurazione di lunghezza i + 1 & raggiungibile, M rifiuta; e altrimenti, M
continua con f(n) = ¢ + 1. {Avremmo potuto gestire questa difficoltd in
un altro modo, assumendo che M possa calcolare f(n) in spazio O{f(n)),
ma poi avremmo dovuto aggiungere questa assunzione all’enunciato del
teorema. )

8.2
LA CLASSE PSPACE

In analogia con la classe P, definiamo la classe PSPACE per la comples-
sitd di spazio.

DEFINIZIONE 8.6

PSPACE ¢ la classe dei linguaggi che sono decidibili in spa-
zio polinomiale con una macchina di Turing deterministica.
In altre parole,

PSPACE = |_|SPACE(n").
k

Definiamo NPSPACE, la controparie non deterministica di PSPACE, in
termini delle classi NSPACE. Tuttavia, in virth del teorema di Savitch,
PSPACE = NPSPACE, perché il quadrato di un polinomio & ancora un
polinomio.

Negli esempl 8.3 e 84, abbiamo mostrato che SAT & contenuto in
SPACE(n) e che AlLLypa & contenuto in coNSPACE(n) e, quindi, per il
teorema di Savitch, in SPACE(n?), perché le classi di complessita di spazio
deterministiche sono chiuse rispetto al complemento. Pertanto, entrambi i
linguaggi sono in PSPACE.

Esaminiamo ora la relazione di PSPACE con P ed NP. Osserviamo che
P € PSPACE, perché una macchina che esegue velocemente non pué usare
una quantita di spazio grande. Precisamente, per t(n) > n, qualsiasi mac-

china che opera in tempo #{n) pud usare al pil spazio #{n), perché una
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macchina pud esplorare al piit una niova cella ad ogni passo della propria
esecuzione. Similmente, NP C NPSPACE ¢, pertanto, NP C PSPACE.

Viceversa, possiamo limitare la complessitd di tempo di una macchina
di Turing in termini della sua complessita di spazio. Per J{n} > n, una T™
che usa spazio f{n) pud avere al pitt f(n) 2000} configurazioni differenti.
attraverso una semplice generalizzazione della prova del Lemma 5.8 a pa-
gina 234. Una computazione di una TM che si arresta non pud ripetere una
configurazione. Pertanto, una TM? che usa spazio f(n} deve computare in
tempo f{n) 297 quindi PSPACE C EXPTIME — U, TIME(2"").

Riassumiamo le nostre conoscenze circa le relazioni tra le classi di
complessita definite fino ad ora nella serie di inclusioni

P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME.

Non sappiamo se una qualsiasi di queste inclusioni & in realta un'ugua-
ghianza. Qualcuno potrebbe trovare una simulagione simile a quella usata
nel teorema di Saviteh che fonde aleune di queste classi nella stessa classe.
Tuttavia, nel Capitolo 9 mostreremo che P # EXPTIME. Pertanto. almeno
una delle inclusioni precedenti & propris, anche se non siamo in grado di
dire quale! In realtd, molti ricercatori ritengono che tutte le inclusioni
siano proprie. Il diagramma seguente raffigura le relazioni tra queste classi.
assumendo che siano tutte differenti,

S
N Ni////

FIGURA 8.7
Relazioni congetturate tra P, NP, PSPACE, e EXPTIME

8.3
PSPACE-COMPLETEZZA

Nella Sezione 7.4 abbiamo introdotto la categoria dei linguaggi NP-completi
per rappresentare i linguaggi pitt difficili in NP. Mostrare che un linguaggio

-

?La condizione che J{n} Z n viene peneralizzate nel seguito a f{n} > logn, quairdo
introdurremo TM che usane spazio quasi-lineare a pagina 376.
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& NP-completo fornisce un’evidenza forte che il linguaggio non .appe%rtiene a
P. Se vi appartenesse, P ed NP sarebbero uguali. In questa sezione introdu-
ciamo la nozione analoga di PSPACE-completezza per ia classe PSPACE.

TTTTDEFINIZIONE T 8.8
Un linguaggio B ¢ PSPACE-completo se soddisfa due
condizioni:

1. B appartiene a PSPACE, ¢
2. qualsiasi A appartenente a PSPACE & riducibile in
tempo polinomiale a B.

Se B soddisfa soltanto Ja condizione 2, diciamo che
& PSPACE-hard.

Nel definire la PSPACE-completezza, usiamo la riducibilita poiinomiaig co-
me specificata nella Definizione 7.29. Perché non de.ﬁniamo una nozione
di riducibilita in spazio polinomiale e usiamo questa invece della riducibi-
1itd in tempo polinomiale? Per comprendere la rispostz% a q_uesta domgn‘da
importante, consideriamo in primo luogo la nostra motivazione nel definire
problemi completi. ) o

I problemi completi sono importanti perché sono esempi dei proble-
mi pii difficili in una classe di complessitd. Un pfoblema co.mpleto
& pin difficite perché ogni altro problema nella classe puo essere facxl_mente
ridotto ad esso. Quindi, se troviamo un modo facile per _rlsolvere 1_1 pro-
blema completo, possiamo risolvere facilmente tutti ghi aitr: problemi ne}la
classe. Per applicare questo ragionamento, la riduzione deve essere fa.czle,
in relazione alla complessita dei problemi tipici nella classe. Se la riduzione
stessa fosse difficile da calcolare, una soluzione facile al problema completo
non darebbe necessariamente una soluzione facile ai problemi che ad esso
si riducono. . .

Pertanto, la regela & ogni volta che definiamo pro’tzler'm per una classe di
compilessit, il modello per ia riduzione deve essere pitl limitato del modello
usato per definire la classe stessa.

il problema TQBF

1l nostro primo esempio di problema PSPACE-completo ric.hiede una ge-
neralizzazione del problema della soddisfacibilitd. Ricordiamo che una
formula booleana & un’espressione che contiene variabili booleane, le con-
stanti 0 e 1, e ghi operatori booleani A, Vv, € . Introduciamo ora un tipo
di formula booleana pitl generale.

1 quantificatori ¥ (per ogni) ed 3 (esiste) compaiono frequegtfamente.g
in enunciati matematici. Scrivere ¥z ¢ significa dire che per futti i valori

8.3 — PSPACE-completezza 363

per la variabile z, I'asserzione ¢ & vera. Allo stesso modo, scrivere 3z @
significa dire che per gualche valore della variabile z, I'asserzione @ & vera.
A volte V viene detto quantificatore universale ed 3 quantificatore
esislenziale. Diciamo che la variabile « che segue immediatamente il
quantificatore ¢ legata al quantificatore.

Per esempio, considerando i numeri naturali, Paffermazione Ve [z + 1 > )
significa che il successore & + 1 di ogni numero naturale x & pit grande del
numero stesso. Ovviamente, guesta affermazione & vera. Tuttavia, 'afer-
mazione 3y {y + y = 3] ovviamente & falsa. Nellinterpretare il sigpificato di
enunciati che coinvolgono quantificatori, dobbiamo considerare I' universo
dal quale i valori vengono presi. Nei casi precedenti, 'universo consiste nei
numeri naturali: se, invece, considerassimo i numeri reali, )’affermazione
quantificata esistenzialmente diventerebbe vera.

Gli enunciati possono contenere diversi quantificatori, come in Vg Jy [y >
z]. Relativamente all'universo dei numeri naturali, questa affermazione as-
serisce che ogni numero naturale ha un altro numero naturale piit grande
di esso. L'ordine dei gquantificatori & importante. L’inversione dell’or-
dine, come nelf’affermazione JyVr [y > x|, da un sipnificato totalmen-
te diverso, - ossia, che qualche numero naturale & pit grande di tut-
ti gli altri. Ovviamente, la prima affermazione & vera e la seconda &
falsa.

Un quantificatore put comparire ovungue i un enunciato matematico.
Si applica al frarmento dell'enunciato che compare tra la coppia di parente-
si tonde o quadre che seguono la variabile quantificata. Questo frammento
& chiamato I'ambito del quantificatore. Spesso conviene richiedere che tut-
ti 1 quantificatori siano presenti all'inizio dell’'enunciato, e che Pambito di
ciascun quantificatore sia tutto cio che lo segue. Enunciati di questi tipo
vengono detti in forma normale prenex. Qualsiasi enunciato pud essere
messo facilmente in forma normale prenex. Se non specificato diversamente,
consideriamo enunciati soltanto in questa forma.

Formule booleane con quantificatori sono dette formule booleane
quantificate. Per tali formule, I'universo & {0, 1}, Per esempio,

g=VeIy [{tvy AE@VED]

& una formula booleana quantificata. In questo caso ¢ & vera, ma sarebbe
falsa se i quantificatori Vz ed Jy venissero invertiti,

Quando ogni variabile di una formula @ presente nell’ambito di qual-
che quantificatore, la formula si dice completamente quantificata. Una
formula booleana completamente quantificata a volte viene detta una for-
mula chiusa, ed & sempre vera o falsa. Per esempio, la formula precedente
¢ & compietamente guantificata. Perd, se la parte iniziale, ¥z, di ¢ venis-
se rimossa, la formula non sarebbe piti completamente quantificata e non
sarebbe né vera né falsa.
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Il problema TQBF consiste nel determinare se una formula booleana
completamente quantificata & vera o falsa. Definiamo il linguaggio

TQBF = {(¢)] ¢ & una formula booleana vera completamente quantificata}.

TEOREMA 8'9 ..........................................................
TQBF & PSPACE-completo.

IDEA.  Per dimostrare che TQBF appartiene a PSPACE, diamo un sem-
plice algoritio che assegna valori alle variabili e ri(:m‘sivarnem.e. va]uFa la
verita della formula per quei valori. Da questa informazione, Palgoritmo
pud determinare la veritd della formula quantificata originale. '

Per dimostrare che ogni linguaggio A appartenente a PSPACE si riduce
a TGQBF in tempo polinomiale, consideriamo una macchina d ‘Turi‘ng per
A polinomialmente lmitata in spazio. Quindi forniamo una riduzione in
tempo polinomiale che mappa una stringa in una formula booleana guan-
tificata ¢ che codifica una simulazione della macchina su quell'input. La
formula & vera se e solo se la macchina accetia,

Come prime fentativo di realizzazione di questa costruzione, proviamo
ad emutare la prova del teorema i Cook e Levin, il Teorema 7.37. Pos-
siamo costruire una formula ¢, che simula M su un input w esprimendo i
reguisiti per un tableav accettante. Un tableau per M su w gaa 1arghfzzza
O(n*), lo spazio usato da M, ma altezza esponenziale in n®, perché Af
pud restare in esecuzione per un tempo esponenziale, Pertanto, se doves-
simo rappresentare il tableau con una formula direttamente, otterrcmm_o
una formula di dimensione esponenziale. Ma una riduzione in tempo poli-
nomiale non pud produrre un risultate di dimensione esponenziale, per cui
questo tentativo di mostrare che A <p TQBF fallisce.

Invece, per costruire la formula utilizziamo una tecnica vicina alla prova
del teorema di Savitch. La formula divide il tableau a metad ed impiega
il quantificatore universale per rappresentare ciascuna meta con la stessa
parte della formula. Tt risnltato & una formula molto pit corta.

DIMOSTRAZIONE. Prima di tutto, diamo un algoritmo polinemiale in
spazio che decide TQBF.

T = “Suinput {¢}, una formuia booleana completamente quantificata:

1. Se ¢ non contiene guantificatori, allora & un’espressione con

valori costanti soltanto, quindi valata ¢ e accefia se & vera;
altrimenti, rifiuta.

2. Se ¢ & uguale a 3z ¥, invoca ricorsivamente T su 9, prima

con 0 al posto di e pol con 1 al posto di z. Se uno dei

risultati & di accettazione, allora accetta; altrimenti, rifiuia.
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3. Se ¢ ¢ ugunale a Yz ¢, invoca ricorsivamente T' su o, prima
con {} al posto di 2 e poi con 1 al posto di z. Se entrambi
i risultati sono di accetiazione, allora eeeetta; alirimenti,
rifiuta.”

Lralgoritmo T ovviamente decide TQRF. Per analizzare la sua comples-
sita di spazio, notiamo che la profondita della ricorsione ¢ data al pit dal
numero di variabili. A ciascnn livello dobbiamo memorizzare soltanto il va.
fore di una variabile. quindi, Jo spazio totale utilizzato & Of(m), dove m & il
numero di variabili presenti in ¢. Pertanto, T computa in spazio lineare.

Nel seguito mostriamo che TQERF & PSPACFE-hard. Sia 4 un linguaggio
deciso da una TM A in spazio »F per qualche costante k. Diamo una
riduzione di tempo polinomiale di 4 a TQBF.

La riduzione associa una stringa w ad una formula booleansa quantificata
¢ che & vera se e solo se M accetta w. Per mostrare come costraire o,
risolviamo un preblema pinl generale. Usando due collezioni di variabili
denotate con ¢} e ey, rappresentanti due configurazioni, ed un numero f > 0,
costruiamo una formula ¢g, 0, ;. Se assegniamo a ¢; e ¢y configurazioni reali,
la formula ¢ vera se e solo se M pud andare da €1 & o in al pin 1 passi.
Allora possiamo definire ¢ come la formula Pearurt acceps o AOVE Ji = 2df ()
per una costante d, scelta in modo tale che M abbia non pin di 24
configurazioni possibili su un input di lunghezza n. Sia flny = nf. Per
comodita, assumiamo che { gia una potenza di 2,

La formmiia codifica | contenuti delle celle di una configurazione come
nella prova del teoréma di Cook ¢ Levin. Ciascuna cella ha diverse variabili
ad essa assoclate, una per ogni simbolo del nastro e stato, corrispondenti
alle possibill sitnazioni per la cella. Ciascuna configurazione ha n* celle ¢,
quindi, & codificata da O(n*) variabili.

Se ¢ = 1, possiamo costruire facilmente Gey ent- Progettiamo la formu-
la per dire che ¢; risulta uguale a ey, oppure che ¢ segue da ¢; tramite
tmn singolo passo di M. Esprimiamo uguaglianza serivendo un'espressio-
ne booleana che afferma che ciascuna delle variabili che rappresentanc cy
contiene lo stesso valore booleano deila variabile corrispondente che rappre-
senta ¢p. Esprimiamo la seconda possibilitd usando la tecnica presentata
nelle prova del teoremna di Cook e Levin, Ciob, passiamo esprimere che ¢;
da ¢z in un singolo passo di M scrivendo espressioni booleane che affer-
mano che if contenuto di cjascuna tripla di celle di o3 da correttamente il
conienuto della tripla di celle di ¢y corrispondente.

Set > 1, costruiamno ¢, ., ; ricorsivamente. Per acquisire familiarita con
la tecnica, ragioniame su un’idea che non funziona del tutto, per pol
sistemare 1 dettagli. Sia

(.31)('1 ond = Trrny ;{(ﬁ t Mg

i (‘}.J’Il].‘2 'F?Lg‘{:g,%]'
i1 simbolo my; rappresenta una configurazione di M. Scrivere Jm; & un
modo breve per 3xy, ..., 7y, dove | = O(n®y e xy, ..., 2y sono le variabili che
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codificano m. Quindi, questa costruzione di ¢, c, ¢ dice che M pud andare
da 1 a2 e in al pitt { passi se esiste una configurazione intermedia my, per
cui M pud andare da ¢ a my in al pit % passi e poi da my & ¢p in al
pil % passi. Successivamente costruiamo le due formule ¢, .. Le I s
ricorsivamente.

La formmula ¢, ¢, + assume il valore corretto; cioe, da VERO ogni volta che
M pud andare da 1 & eg in al pill ¢ passi. Tuttavia, & troppo grande. Ogni
livello della ricorsione coinvolto nella costruzione dimezza ¢ ma approssi-
mativamente raddoppia la dimensione della formula. Pertanto, otteniamo
alla fine una formula di dimensione circa ¢. Inizialmente ¢ = 24 (n) e quindi
il metodo produce una formula di dimensione esponenziale.

Per ridurre la dimensione della formula, utilizziamo il quantificatore ¥,

in aggiunta al quantificatore 3. Sia
ey eat = 3y V(ea,ca) € {(cy,ma), (ma,cz)} [q‘)cg’%%].

Liintroduzione delie nuove variabili che rappresentano le configurazioni ¢z e
¢4 ci permette di “racchiudere” le due sottoformule ricorsive in una singola
sottoformula, allo stesso tempo preservando il significato originale. Scriven-
do V(es,eq) € {{e1,m1), (ma,e2)}, indichiamo che le variabili che rappresen-
tano le configurazioni c3 € ¢q possone assumere i valori delle variabili di ¢ ed
ms o di my e ¢, rispestivamente, e che la formula risultante ¢, ., ¢ & vera

in entrambi i casi. Possiamo sostituire il costrutto Vo € {y,z} [...] con il
costrusto equivalente Vo [{z =y V z=2z) — ...] per ottenere una formula
booleana sintatticamente corretta. Ricordiamo che in Sezione 0.2, abbia-
mo mostrato che l'implicazione booleana (—) e Puguaglianza booleana (=)
possono essere espresse in termini di AND e NOT. Qui, per chiarezza, usia-
mo il simbolo = per l'uguaglianza booleana invece del simbolo equivalente
++ usato nella Sezione 0.2.

Per calcolare la dimensione della formula e, coccope.es GOVE I = 2df(n),
notiamo che ciascun livello della ricorsione aggiunge una porzione della
formitla che & Hineare nella dimensione delle configurazioni, ed & percio di
dimensione O f(n)). Il numero di livelli della ricorsione & log(2¥(™)), ovvero
O(f(n)). Pertanto, la dimensione della formula risultante & O 2(n).

Strategie vincenti per giochi

Per gli scopi di questa sezione, un gioco & vagamente definito come una
competizione in cui le parti che si conirappongono cercano di ottenere un
obiettivo in accordo a regole predefinite. I giochi sono presenti in molte
forme, dai giochi da tavolo come gli scacchi, ai giochi economici e di guerra,
che modellano conflitti sociali e corporativi.

I giochi sono strettamente legati ai quantificatori. Un enunciato guaniifi-
cato ha un gioco corrispondente; viceversa, un gloco spesso ha un enunciato
quantificato corrispondente. Queste corrispondenze sono utili in molti mo-
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di. Per un verso, esprimere un enunciato matematico che usa quantificatori
in termini di un gioco corrispondente, pud fornire intuizioni sul significato
dell’enunciato. Per 'altro, esprimere un gioco in termini di nn enunciato
quantificato, aiuta a comprendere la complessita del gioco.

Per illustrare la corrispondenza tra giochi e quantificateri, soffermiamoci
su un gioco artificiale, detto il gioco della formula.

Sia ¢ = Jx; Voo Ju3 -+ Qug [4] una formula Booleana quantificata in
forma normale prenex. In questo contesto, Q rappresenta un quantificatore
¥ o 4. Assoclamo un gioco a ¢ come segue. Due giocatori, chiamati Gioca-
tore A e Giocatore I, a turno selezionanc i valori delle variabili x1,..., Zg.
11 Giocatore A seleziona valori per le variabili che sono legate ai quantifi-
catori ¥, ed il Gioeatore E seleziona valori per le variabili che sono legate
ai quantificatorl #. L’ordine del gioco & lo stesso ordine dei quantificatori
all’inizio della formula. Alla fine del gioco, usiamo i valori che 1 giocatori
hanno selezionato per le variabili e diciamo che ha vinto il Giocatore E se
12, la parte della formula in cui 1 quantificatori sono stati rimossi, da VERO.
Il Giocatore A ha vinto se ¢ da FALSO.

ESEMPIO  B.10 o

Sia ¢y la formula
dirq Yy drg }:(’L} Vara) A{zeVas) ATV _:EE)] R

Nel gioco della formuia per ‘g1, il Giocatore E sceglie il valore di zj, suc-
cessivamente il Giocatore A sceglie il valore di 22, ed infine il Giccatore E
sceglie il valore di x3.

Per fornire un esempio di esecuzione del giceo, cominciamo con il rap-
presentare, come al solito, i valori booleani VERG con 1 e FALSO con 0.
Supponiamo che il Giocatore E scelga x) = 1, quindi il Giocatore A scelga
z2 = 0, ed infine il Giocatore E scelga 23 = 1. Con questi valori di z;, z9,
ed z3, la sottoformula

(@1 V 29) A (22 V 23) A (75 75)

vale 1, e guindi it Giocatore E ha vinto il gioco. In realta, il Giocatore E
pud vincere sempre questo gioco selezionande z) = 1 e, successivamente,
selezionando x3 come il complemento del valore che il Giocatore A seleziona
per z9. Diciamo che il Giocatore E ha una strategia vincente per questo
gioco. Un giocatore ha una strategia vincente per un gioco se il giocatore
vince quando entrambe le parti giocano in modo ottimale.

A questo punto, cambiamo leggermente la formula per ottenere un gioco
in cul il Giocatore A ha una strategia vincente. Sia ¢ la formula

a1 Vg 3x3 {(a:; WV xe) Az V) Az \/ﬁ)]
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11 Giocatore A adesso ha una strategia vincente perché, indipendentemente
da cid che il Giocatore E sceglie per 21, il Glocatore A pud scegliere xg = 0,
falsificando con cid la parte della formula presente dopo i guantificatori,
qualungue sia 'ultima mossa del Giocatore E.

Di seguito consideriamo il problema di determinare quale giocatore ha una
strategia vincente nel gioco della formula associato ad una specifica formula.

Sia

FORMULA-GAME = {{¢}| Tl Giocatore E ha una strategia vincenie nel
gioco della formula associate a ¢},

TEOREMA  §.11  oeessreessrees st 8 e i s o e
FORMULA-GAME & PSPACE-completo.

IDEA. FORMULA-GAME ¢ PSPACE-completo per una ragione sempli-
ce. Coincide con TQBE. Per vedere che FORMULA-GAME = TQBF,
si noti che una formula & VERA esattamente quando ii Giccatore E ha
una strategia vincente nel gioce della formula associato. 1 due enunciati
rappresentano modi diversi per dire la stessa cosa.

DIMOSTRAZIONE., La formula ¢ = Jdry Yay 3oy - {¢¥] & VERA quando
esiste qualche assegnamento per i tale che, per gualsiasi assegnamento per
Ta, esiste un assegnamento per xy tale che, e cost via ..., dove 1 & VERA:.
rispetto agli assegnamenti delle variabili, Analogamente, il Giocatore E
ha una strategia vincente nel gloco associato a ¢ quando il Giocatore B
pué produrre un assegnamento per 2y tale che, per qualsiasi assegnamentc;
per xa, il Giocatore E pud prodwre un assegnamento per 3 tale che, e cos
via ..., dove ¥ & VERA rispetto agli assegnamenti delie variabili.

Lo stesso ragionamento g applica quando la formula non alterna quantifi-
catori esistenziali ed universali. Se ¢ ha la forma vz, mg, 73 374, 75 Vs [ ],
il Giocatore A farebbe le prime tre mosse nel gioco della formula per as-
segnare valori a #1, zz, € 23; successivamente il Giocatore I farebbe due
mosse per assegnare valorl a z4 e my; ed infine il Giocatore A assegnerebbe
un valore a rg.

Pertanto, ¢ € TQBF esattamente quando ¢ ¢ FORMULA-GAME, ed
il teorema discende dal Teorema 8.9

Gioco Geografia generafizzato

Ora che sappiamo che it gioco della formula & PSPACE-completo, possia-
ma stabilire la PSPACE-completezza o PSPACE-difficoltd di altri giochi

ot

5
4
A
H

8.3 — PSPACE-completezza 369

pia faciimente. Cominceremo con una generalizzazione del gioco Geografia
¢ successivamente discuteremo giochi quali gli scacehi, la dama e GO.

Geografia & un gioco per ragazzi in cui i giocatori nominano a turno
citta di gualsiasi parte del mondo. Cliascuna citta scelta deve iniziare con
la stessa lettera con cui finisce I} nome della citta precedente. La ripetizione
nOon € AINIEessa.

I gioco parte da una citta designata iniziale e finisce quando quaiche
giocatore perde perché non & in grado di continuare. Per esempio, se il
gioco parte con Peoria, allora Amherst pud seguire legittimamente (perché
Peoria finisce con la lettera a. ed Amherst comincia con la lettera a), quindi
Tucson, poi Nashua, e cosi via fino a quando uno dei giocatori non riesce
a proseguire e di conseguenza perde.

Possiamo modellare questo gioco con un grafo diretto i cni nodi sono
le cittd del mondo. Disegnamo una freccia da una citta ad un’altra se la
prima pud portare alla seconda in accordo alle regole del gioco. In altre
parcle, il grafo contiene un arco da una cittd X verso una citth Y se ia
citta X finisce con la stessa lettera con cui comincia la citta Y. Nlustriamo
una porzione del grafo di Geografia in Figura 8.12,

FIGURA 8.12
Porzione del grafo rappresentante il gioco Geografia

Quando le regole di Geografia vengono interpretate tramite questa rappre-
sentazione grafica, un giocatore inizia scegliendo il node designato come
nodo di partenza, ¢ poi i giocatori, a turno, scelgono nodi che formano
un cammino semplice nel grafo. La condizione che il cammine sia sempli-
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ce (i.e., non usi nessun nodo pill di una velta) corrisponde alla condizione
che una citta non pud esser ripetuta. Il primo giocatore che non riesce ad
estendere il cammino perde il gioco.

In Geografia generalizzato, prendiamo un grafo diretto arbitrario
corr ym nodo designato come nodo iniziale invece del grafo associato al-
le citta reali. Per esempio, il grafo che segue & un esempio di Geografia

generalizzato.

FIGURA 8.13

Un esempio del gioco Geografia generalizzato

Supponiamo che il Giocatore I sia quelio che muove per primo e il (GGio-
catore II per secondo. In questo esempio, il Giocatore I ha una strategia
vincente. 11 Giocatore I parte dal nodo 1, designato come nodo iniziale. 11
nodo 1 punta soltanto ai nodi 2 e 3, quindi la prima mossa del Giocatore I
deve essere una di queste due scelte. Supponiamo scelga 3. Adesso il Gio-
eatore II deve muoversi, ma il nodo 3 punta soltanio al nodo 3, pertanto
& costretto a scegliere il nodo 5. Successivamente, il Giocatore I sceglie 6,
tra le scelte 6, 7, e 8. Ora il Giocatore II deve giocare dal nodo 6, che punta
soltanto al nodo 3, e 3 & stato giocato in precedenza. 1l Giocatore II non
pud muovere e, pertanto, il Giocatore I vince.

Se modifichiamo 'esempio invertendo la direzione dell’arco tra i nodi 3
e 6, il Giocatore IT ha una strategia vincente, Si vede? Se il Giocatore 1
inizia come prima con il nodo 3, il Giocatore TI risponde con 6 e vince
immediatamente, quindi I'unica speranza del Giocatore [ & iniziare con 2.
In tal caso, tuttavia, il Giocatore I risponde con 4. Se a questo punto il
Giocatore I prende 5, il Giocatore II vince con 6. Se il Giocatore 1 prende 7,
il Giocatore II vince con 9. Indipendentemente da cosa fa il Giocatore I, il
Giocatore IT pud trovare un modo per vincere, pertanto il Giocatore II ha
ung strategia vincente.

11 problema di determinare quale giocatore ha una strategia vincente nel
gioco Geografia generalizzato & PSPACE-completo. Sia

GG = {(G,b)] 1l Giocatore 1 ha una strategia vincente per il gioco Geografia

generalizzato giocato sul grafo G a partire dal nodo b}
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TEOREMA 8.14
GG & PSPACE-completo.

IDEA.  Un algoritmo ricorsivo simile a quello usato per TQBF nel Teo-
rema 8.9 determina quale giocatore ha una strategia vincente. Questo
algoritmo computa in spazio polinomiale e, quindi, GG € PSPACE.

Per provare che G & PSPACE-hard, forniamo una riduzione in tempo
polinomiale da FORMULA-GAME a GG. La riduzione converte un gioco
della formula in un grafo di Geografis generalizzato, in modo tale che Pagire
sul grafo imiti "agire nel gioco della formula. In effetti, i giocatori nel gioco
di geografia generalizzato stanno realmente giocando una forma codificata
del gioce della formula.

DIMOSTRAZIONE. L’algoritmo che segue decide se il Giocatore | ha una
strategia vincente in istanze del gioco di geografia generalizzato; in altre
parcle, decide GG Mostreremo che computa in spazio polinomiale.

M = “Su input {G, b), dove G & un grafo diretto e b & un nodo di G:

1. Se b ha grado uscente 0, rifiuta poiché il Giocatore I perde
immediatamente.

2. Rimuovi il nodo b e tutti gli archi connessi per ottenere un
nuovo grafo &',

3. Per ciascuno dei nodi by, bo,..., by a cui originariamente b
puntava, invoca ricorsivamente M su (G, b;).

4. Se in tutte queste invocazioni M accetta, il Giocatore 1l ha
una strategia vincente nel gioco originale, pertanto rifiuta.
Altrimenti, il Giocatore I nor ha una strategia vincente,
quindi il Giocatore I deve averla; percid, accetta.”

11 zolo spazio richiesto da questo algoritmo serve per memorizzare la pila
per la ricorsione. Ciascun livello delta ricorsione aggiunge un singolo nodo
alla pila, ed al pitt occorrono m lvelli, dove m & il numero di nodi in .
Pertanto, 'algoritmo computa in spazio lineare.

Per stabilire che GG & PSPACE-hard, facciamo vedere che FORMULA-
GAME & riducibile in tempo pelinomiale a GG. La riduzione associa alla
formula

¢ = dxy Vag Jzs - Quy [¥]

un'istanza (G, b di Geogralia generalizzato. Assumiamo per semplicita che
i quantificatori di ¢ comincine e finiscano con 3, e che si alternino stretta-
mente tra 3 e V. Una formula non conforme ali’assunzione pud essere con-
vertita in una conforme leggermente pit grande, aggivngendo quansificatori
extra che legano variabili altrimenti inutilizzate o fittizie. Supponiamo pure
che 4 sia in forma normale congiuntiva (vedi il Problema 8.28).
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La riduzione costruisce un gioco di geografia su un grafo G dove una

giocata ottima simula una giocata ottima nel gioco della formula su ¢. 11
Giocatore 1 nel gioco di geografia assume il raolo del Giocatore E nel gioco
della formula, ed il Giocatore 11 assume il ruolo del Giocatore A.

La struttura del grafo & & mostrata parzialmente neila figura seguente.
Il gioco inizia dal nodo b, che compare in alto sul lato sinistro di G. Al di
sotto di b, compare una sequenza di strutture romhboidali, una per ciascuna
variabile di ¢. Prima di arrivare sul lato destro di 7, vediamo come il gioco
procede sui lato sinistro.

Ty

I3

Tk

FIGURA 8.15
Struttura parziale del gioco di geografia che simulz # gicco della formuia

B gioco comincia da b, Il Giocatore I deve selezionare uno dei due archi
uscenti da b, Questi archi corrispondono alle scelte possibili per il Gioca-
tore E all'inizio del gioco della formula. La scelta sul lato sinistro per il
Giocatore | corresponde a VERO per i Giocatore E nel gioco della formula
e la scelta sul lato destro a FALSO. Dopo che it Giocatore 1 ha selezionato
une di questi archi - diciamo, guello sul lato sinistro - il Giocatore I muove.
Sole un arco uscente & presente, quindi la mossa @ forzata. Analogamente,
Ia mossa successiva del Giccatore 1 & forzata e il gioco continua dalla parte
superiore del secondo rombo. Ora di nuovo due archi sono presenti, ma il
Giocatore 11 oftiene il turno. Questa scelta corrisponde alla prima mossa
per il Giocatore A nel gioco della formula. H gioco continua in questo mo-

e
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do, ed i Giocatori I e 11 scelgono un cammino verso destra o verso sinistra
atiraverso clascuno dei rembi.

Popo che il gioco ha attraversato tutti i rombi, la testa del cammino
si trova sul nodo in basso dell’ultimo rombo, ed & il turno del Giocatore I
perché abbiamo assunto che I'ultimoe quantificatore ¢ 3. La mossa succes-
siva del Giocatore I & forzata. Successivamente, sl trovano sul nodo ¢ in
Figura 8.15 ed il Giocatore I effettua la prossima mossa.

(Juesto punto nel gioco di geografia corrisponde alla fine del gioco nel
gioco della formula. I cammine scelto attraverso i rombi corrisponde ad
un assegnamento alle variabili di ¢. Rispetto a questo assegnamento, se ¢
& VERO, il Gilocatore E vince il gioco della formula; se ¢ & FALSO, vince il
Giocatore A. La struttura sul lato destro della figura seguente garantisce
che il Giocatore I pud vincere se il Giocatore E ha vinto, e che il Giocatore 11
puo vincere se i Giocatore A ha vinto,

Sul nodo ¢, il Giocatore IT pud scegliere un nodo corrispondente ad una
delle clausole di ¥, Successivamente, il Giocatore I pud scegliere un nodo
corrispondente ad un ietterale in quella clauscla. 1 nodi corrispondenti a
letterall non in forma negata sono connessi ai lati sinistri {VERO) del rombo
per le variabili associate, e analogamente per i letterali in forma negata e i
lati destri (FALSO), come mostrato in Figura 8.16.

VERO ™7 FALSO

Iy

T3

T

FIGURA 8.16
Struttura completa del gioco di geografia che simula il gioco delta formuia, dove
@ T Ve o Jre m VEEVEs) A (@ vEIY o)A - A H
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Se ¢ & FALSO, il Giocatore I pud vincere selezionando la clausola non soddi-
sfatta. Qualsiasi letterale che il Giocatore I pud successivamente scegliere
€ FALSO ed & connesso al lato del rombo che non & state ancora giocato.
Quindi, i1 Giocatore II pud gilocare il nodo nel rombo, ma poi il Giocatore I
& impossibilitato a muoversi e perde. Se i & VERO, qualsiasi clausola che
il Giocatore T1 sceglie contiene un letterale VERO. 11 Giocatore I selezio-
na quel letterale dopo la mossa del Giocatore 11. Poiché il letterale & VERO,
& connesso al lato del rombo che & stato gid giccato, pertanto il Giocatore 1T
non pud muoversi e perde.

Nel Teorema 8.14 abbiamo mostrato che non esistono algoritmi di tempo
polinomiale per giocare in modo ottimale il gioco di geografia generalizzato
a meno che P = PSPACE. Ci piacerebbe provare un risultato analogo per
quanto riguarda la difficolta di giocare in modo ottimale i giochi da tavolo
come gli scacchi, ma sorge un ostacolo. Possono presentarsi soltante un
nummero finito di posizioni di gioco differenti su una scacchiera standard
8 x 8. In linea di principio tutte queste posizioni potrebbero esser collocate
in una tabella, insieme alla mossa migliore in ogni posizione. La tabella
sarebbe troppo grande per entrare nella nostra galassia ma, essendo fini-
ta, potrebbe venire memorizzata nel controlle di una macchina di Turing
(o addirittura in quella di un automa finito!). Cosi, la macchina sarebbe
in grado di giocare in modo ottimale in tempo lineare, usando la ricerca
nella tabella. Forse in futuro saranno sviluppati metodi che permetteranno
di quantificare la complessita di problemi finiti. Ma i metodi attuali sono
asintotici e pertanto si applicano solo al tasso di crescita della comples-
sitd al crescere della dirnensione del problema - ma a nessuna dimensione
fissata. Cid nondimeno, possiamo fornire una qualche evidenza per la dif-
ficoltd di calcolare strategie di gioco ottimali per molti giochi da tavolo,
generalizzandoli a tavoli di dimensioni n x n. E stato dimostrato che que-
ste generalizzazioni degli scacchi, della dama e di GO sono PSPACE-difficili
o difficili anche per classi di complessiti pit1 ampie, a seconda dei dettagli
della generalizzazione.

8.4
LE CLASSE L ED NL

Fino ad ora abbiamo considerato soltanto limitazioni alle complessita di
spazio e di tempo che risuttano almeno lineari - ciog, limitazioni dove f{n)
& almeno n. Ne esaminiamo ora di pilt piccole, cvvero limitazioni di spa-
zio guasilineari. Nella complessita di tempo linitazioni quasilineari sono
insufficienti per leggere l'input intero, e quindi non le prendiamo in con-
siderazione. Con una complessita di spazio quasilineare, la macchina & in
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grado di leggere Uintero input ma non ha abbastanza spazio per memo-
rizzarlo. Per trattare guesta situazione in maniera significativa, dobbiamo
modificare il nostro modetlo computazionale.

Introduciamo pertanto macchine di Turing con due nastri: un nastro
di input & sola lettura, e un nastro di Javoro di lettura/scrittura. Sul na-
stro a sola lettura, la testina pud leggere i simboli ma non pud cambiarli.
Doteremo lz macchina di un modo per capire quando la testina & sul-
Pestremita sinistra o su quella destra dell’input. La testina deve rima-
nere sulla porzione del nastra che contiene Pinput. 11 nastro di lavoro
pud essere letto o seritto come al solito. Soltanto Je celle esaminate sul
nastro di lavoro contribuiscono alla complessita di spazio di questo tipo di
macchina di Turing.

Si pensi ad un nastro di input a sola lettura come ad un CD-ROM, un
dispositivo usato per I'input in molti personal computer. Spesso il CD-
ROM contiene molti pin dati di quanti il computer ne possa memorizzare
nella propria memoria principale. Algoritmi con spazio guasilineare per-
mettono al computer di manipolare 1 dati senza memorizzarli totalmente
in memoria principale.

Per limitazioni di spazio che sono almeno lineart, il modello di T™M a
due nastri @ equivalente al modelio standard con un singolo nastro (ve-
di Esercizio 8.1). Per limitazioni quasilineari, usiamo soltanto il modello
a due nastri.

DEFINIZIONE 8.1I7°

L. & la classe di linguaggi che sono decidibili in spazio loga-
ritmico da una macchina di Turing deterministica. In altre

parole,
I, = SPACE{logn).

NL & la classe di linguaggi che sono decidibili in spazio lo-
garitmico da una macchina di Turing non deterministica.
In altre parole,

NL = NSPACE(logn}.

Focalizziamo la nostra attenzione su spazio logn invece di, diclamo, /n
oppure spazio log® n, per molteplici ragioni che sono simili a quelle alla
base delle nostre scelte per le limitazioni di spazio e di tempo polinomiale.
Uno spazio logaritmico & grande abbastanza per risolvere un buon numero
di problemi computazionali interessanti, e mantiene proprieta matematiche
attrattive quali la robustezza anche quando il modello di macchina ed il me-
todo di codifica dell'input cambiano. I puntatori a parti dell'input possono
essere rappresentati con spazio logaritmico, quindi un modo per pensare
alla. potenza di algoritmi che usano spazio logaritmico & quello di pensare
al potere di un numero fissato di puntatori all’input.
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ESEMP'O 8.18 ............................................

1l linguaggio A = {0F1%{ & > 0} & un elemento di L. In Sezione 7.1, a pagi-
na 293, abbiamo descritto una macchina di Turing che decide 4 procedendo
& zig-zag avanti ¢ indietro attraverso Finput, marcando gli 0 e gli 1 non ap-
pena vengono accoppiati. L’algoritmo in guestione usa spazio lineare per
memorizzare quali posizioni sono state marcate, ma pud essere modificato
per far si che usi soltanto spazio logaritmico.

La T™ con spazio logaritmico per A non pud marcare gli G e ghi 1 che
sono stati accoppiati sul nastro di input perché il nastro di input & a sola
lettura. Invece, la macchina conta il numero di 0 e, separatamente, il
numero di 1 in binario sul nastro di lavore. 1} sole spazio richiesto & guello
utilizzato per memorizzare i due contatort. In binario, ciascun coniatore usa
soitante spazio logaritmico e guindi l'algoritmo computa in spazio O(log 7).
Pertanto, A ¢ L.

ESEMPIC 8.1 -

Si ricordi i linguaggio
PATH ={{G, s, )]G & un grafo diretto che ha un cammine diretio dasat}

definito in Sezione 7.2. Il Teorema 7.14 mostra che PATH appartiene a P,
ma che l'algoritmo dato usa spazio lineare. Non sappiamo se PATH possa
essere risolto deterministicamente con spazio logaritmico, ma conosciamo
un algeritmo non deterministico per PATH che usa spazio logaritmico.

La macchina di Turing non deterministica di spazio logaritmico che de-
cide PATH opera partendo dal nodo s e provando ad individuare non
deterministicamente i nodi di un cammino da s a t. La macchina memo-
rizza solo la posizione del nodo corrente ad ogni passo sul nastro di lavoro,
non Iinteroe cammino (che farebbe eccedere il requisito di spazio logarit-
mico). La macchina seleziona non deterministicamente il prossimo nodo
tra quelii puntati dal nodo corrente. Ripete questa azione fino a guando
raggiunge il nodo # e restituisce accefta, oppure fine & quando & rimasta in
esecuzione per m passi e restituisce riffute, dove m & il numero di nodi nel
grafo. Pertanto, PATH appartiene a NL.

La nostra affermazione precedente che ogni macchina di Turing limitata in
spazio da f{n) computa anche in tempo 29U non vale pitt per limitazioni
molto piccele dello spazio. Per esempio, una macchina di Turing che usa
spazio O(1) (i.e., costante} pud computare per n passi. Per ottenere una
limitazione al tempo di esecuzione che si applichi a qualsiasi mitazione
f{n) allo spazie, diamo Ia seguente definizione.
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"DEFINTZIONE  8.20

Se M & una macchina di Turing che ha un nastro di input
separato di sola lettura e w & un input, una configurazione i
di M su w consiste In un assegnamento dello stato, del
nastro di lavoro, e delle posizioni delle due testine sui nastri.

L7 input w non € parte della configurazione di M su w.

Se M computa in spazio f(n) e w & un input di lunghezza n, il numero
di configurazioni di M su w & n2°U) . pey spiegare questo risultato,
supponiamo che M abbia e stati e g simboli di nastro. 1l numero di stringhe
possibili sul nastro di lavoro & ¢/ La testina di input puo stare in una
delle n posizioni, e la testina del nastro di lavoro pud stare in {n) posizioni.
Pertanto, il numero totale di configurazioni di M su w, che rappresenta
un limite superiore al tempo di esecuzione di M su w, ¢ enf(n)g/™, o
anche n290 ),

Focalizzeremo la nostra attenzione quasi esclusivamente su limitazioni di
spazio f{n) che risulting almeno logw. La nostra affermazione precedente
che la complessita di tempe di una macchina & al pil esponenziale nella
sua complessitd di spazio resta vera per queste limitazioni perché n20U ()
& 29U quando f(n) > logn.

Si ricordi che il teorema di Savitch mostra che & possibile convertire T™M
non deterministiche in TM deterministiche con un incremento della com-
plessita di spazio f(n) soltanto quadratica, posto che f (n) = n. Possiamo
estendere il teorema di Savitch affinché valga per limitazioni di spazio
quasilineari con f(n) > logn. La prova & identica all'originale fornita a
pagina 358, eccetto che usiamo macchine di Turing con un nastro di input
a sola lettura; ed invece di far riferimento alle configurazioni di N, faccia-
meo riferimento alle configurazioni di NV su w. La memorizzazione di una
configurazione di N su w usa spazio log{n29U ™)) = jogn 4+ O{f(n)). Se
f{n) 2 logn, la memoria usata & O(f(n)) ed il resto della dimostrazione
rimane iminutato.

8.5
NL-COMPLETEZZA

Come menzionato nell’Esempic 8.19, si sa che il problema PATH & in NI,
ma non si sa se appartiene a L. Si ritiene che PATH non appartenga a
1., ma non siamo in grado di provare questa congettura. In realtd, non
conosciamo nessun problema in NL che si possa dimostrare non essere in
L. Analogamente alla. domanda se P = NP, esiste la domanda se L = NL.
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Come passo verso la risoluzione della questione L diverso da NI, possiamo
mostrare alcuni linguaggi che sono NL-completi. Come per i linguaggi
completi per altre classi di complessita, i linguaggi NI.-completi sono esempi
di linguaggi che sono, in un certo senso, i linguaggi pilt difficili in NL. Se L
e NL sono differenti, tutti i linguaggi NL-completi non appartengono a L.

Similmente a quanto fatto per le definizioni precedenti di completezza,
definiamo un linguaggio NL-completo se il linguaggio appartiene ad NL ed
ogni altro linguaggio in NL & riducibile ad esso. Tuttavia, in questo ca-
so non usiamo ia riducibilitd in tempo polinomiale perché, come vedremo,
tutti i problemi in NL sono risolvibili in tempo polinomiale. Pertanto, ogni
coppia di probiemi in NL eccetto @ e * sono riducibili in tempo polinomia-
te luno all’altro (vedi la discussione sulla riducibilita in tempo polinomiale
nelia definizione di PSPACE-completezza a pagina 362}, Quindi, la riduci-
bilith in tempo polinomiale & troppo forte per differenziare 'uno dall’altro
problemi in NL . Invece, utilizzeremo un nuovo tipo di riducibilitd chiamata
riducibilita in spazio logaritmico.

T DEFINIZIONE  8.21

Un trasduttore di spazio logaritmico & una macchina
di Turing con un nasiro di input di sola lettura, un nastro
di output di sola scrittura, ed un nastro di lavoro su cui
si pud leggere e scrivere. La testina del nastro di output
non s pud muovere verso sinistra, quindi non puo leggere
cid che ha scritto. Il nastro di lavoro pud contenere (Xlogn)
simboli. Un trasduttore di spazio logaritmico M computa
una funzione f: ¥*—3 &*, dave f{w) & la stringa che rima-
ne sul nastro di output dopo che A si & arrestata, dopo
aver iniziato la computazione con w sul proprio nastro di
input. Diremo che f & una funzione computebile in spa-
zio logaritmico. Tl linguaggio A e riducibile in spazio
logaritmico al linguaggio B, denotato da A < B, se A
& riducibile mediante funzione a B attraverso una funzione
f computabile in spazio logariimico.

A questo punto siamo pronti per definire la Nl-completezza.

DEFINIZIONE 8.22
Un linguaggio B & NL-completo se

1.B&eNL, e
2.0gni A in NL & riducibile in spazio logaritmico a B.

'”‘*&M
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Se un linguaggio & riducibile in spazio logaritmico ad un altro linguaggio
che & noto appartere a L, anche il linguaggio originale appartiene a L, come
dimostra i} teorema seguente.

TEOREMA 8.23
Se A<, Be Bel, allora A ¢L.

DIMOSTRAZIONE. Un approccio invitante alla dimostrazione di questo
tecrema consiste nel seguire il modello presentato nel Teorema 7.31, H risul-
tato analogo per la riducibilita in tempo polinomiale. In quell’approceic un
algoritmo di spazio logaritmico per A prima associa f(w) al proprio input
w, utilizzando la riduzione in spazio logaritmico f, e poi applica I'algorit-
me di spazio logariimico per B. Tuttavia, lo spazio di memoria richiesto
per f{w) potrebbe essere troppo grande per rientrare nel limite di spazio
logaritmico, gnindi dobbiamo modificare questo approccio.

Invece, la macchina M4 di A computa singoli simboli di f{w) come richie-
sto dalla macchina Mp di B. Nella simulazione M 4 tiene traccia di dove si
troverebbe la testina di lettura di Mg su f(w). Ogni volta che Mg si muove,
My fa ripartire dall’inizio la computazione di f su w e ignora completa-
mente output ad eccezione deila locazione desiderata di f{w). Procedere
in questo modo pud richiedere occasionalmente il ricalcolo di parti di f{w)
e, pertanto, risuita inefficiente in $ermini di compiessita di tempo. Il van-
taggio di questo metodo & che, in ogni istante, soltanto un singolo simbolo
di f{w) deve essere memorizzato, barattando in effetti tempo per spazio.

COROLLARID 824 s

Se un qualsiasi linguaggio NL-completo & in L, aliora L = NL.

Ricerca in grafi

TEOREMA B8.25
PATH & Nl-completo.

IDEA. I’Esempio 8.19 mostra che PATH appartiene a NL, quindi dobbia-
mo dimostrare soltanto che PATH & NL-difficile. In altre parole, dobbiamo
dimostrare che qualsiasi Linguaggio A appartenente a NL & riducibile in
spazio logaritmico a PATH.

I’idea che sta dietro alla riduzione in spazio logaritmicoe di A a PATH
& costruire un grafo che rappresenti la computazione per A di una maechina
di Turing non deterministica con spazio logaritmico. La riduzione associa
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a una stringa w un grafo i cud nedi corrispondono alle configurazioni della
NTM sull'input w. Un nodo punta ad wn secondo nodo se la prima configu-
razione corrispondente pud produrre la seconda configurazione, attraverso
un singolo passo della NTM. Pertanto, la macchina accetta w ogni volta che
un cammino dal nodo corrispondente alla configurazione iniziale porta al
nodo corrispondente alla configurazione di accettazione.

DIMOSTRAZIONE. Faremo vedere come fornire una riduzione in spazio
logaritmico di un qualsiasi linguaggio 4 appartenente a NL a PATH . Sup-
poniamo che la NTM M decida A in spazic (Mlogn). Dato un input w,
costraiamo {7, 5,8} in spazio logaritmico, dove ¢ & un grafo diretto che
contienc un cammino da s a ¢ se ¢ solo se M accetta w.

I nodi di (7 sono le configurazioni di M su w. Per le configurazioni ¢; e ¢3
di M su w, la coppia (¢1, co) & un arco di G se ¢ & una delle successive con-
figurazioni possibili di M partendo da ;. Piti precisamente, se la [unzione
di transizione di M indica che lo stato di ¢; insieme ai simboli di nastro
rispette alle testine di input e del nastro di lavero, posseno produrre lo sta-
to successive e movimenti delle testine tali da trasformare ¢; in ¢2, allora
{c1,02) @ un arco di G. I nodo s rappresenta la configurazione iniziale di M
su w. La macchina M viene modificala per avere ur’unica configurazione
di accettazione, e stabiliamo che questa configurazione & rappresentata dal
nodo t.

Questa associazione riduce A a PATH perché ogni volta che A accet-
ta i proprio input, gualche diramazione della sua computazione accetta, e
cid corrisponde ad un cammino dalla configurazione iniziale s alla configu-
razione di accettazione { in . Viceversa, se esiste un cammine da s a £ in
(G, una diramazione della computazione & accettante quando M computa
su input ur, ed M accetta w.

Per dimostrare che la riduzione opera in spazio logaritmico, diamo un
trasduttore di spazio logaritmico che da in output {7, s,#) su input w. De-
scriviamo (3 elencando i suoi nodi ed i suoi archi. Elencare i nodi & facile
perché ciascun nodo & una configurazione di M su w e pud essere rappre-
sentato in spazic clogn per qualche costante ¢. Il trasduttore procede
sequenzialmente atiraverso tutte le possibili stringhe di lunghesza clogn,
verifica che clascuna di esse sia una configurazione legale di M su w, e
da in outpul quelle che superanoc la verifica. 1l trasduttore elenca gli archi
in modo simile. Una guantita di spazio logaritmica & sufficiente per verifi-
care che una configurazione ¢; di M su w pud produrre una configurazione
cq perché il trasduttore deve esaminare soltanto i contenuti correnti nelle
locazioni sotto le testine in 7 per stabilire che la funzione di transizione
di M darebbe come risultato la configurazione ¢y, I trasdutiore tenta a
sua volta tutte le coppie (e, ez} per trovare guali sono qualificate ad essere
archi di . Quelle che lo sono vengono aggiunte al nastro di output.

SPRRRpHER Y
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Una conseguenza immediata del Teorema 8.25 & i} corollario seguente, che
afferma che NL & un sottoinsieme di P.

COROLLARIO 8.26 ......................................................................
NLCP

DIMOSTRAZIONE. 1l Teorema 8.25 mostra che ogni linguaggio in NL
e riducibile in spazio logaritmico a PATH. Ricordiamo che una macchi-
ra di Furing che usa spazio f(n) computa in tempo n 20 quindi un
trasduttore che computa in spazio logaritinico computa anche in terapo
polinomiale. Pertanto, ogni linguaggio in NL & riducibile in ternpo poli-
nomiale a PATH, che a sua volta appartiene a P, per il Teorema 7.14.
Sappiamo cle gualsiasi inpuaggio che & polinomialmente riducibile ad un
linguaggio in P & anche esso in P, e quindi la dimostrazione & completa.

Sebbene la riducibility in spazio logaritmico sembri essere altamente restrit-
tiva, & adeguata per molte riduzioni in teoria della complessita perché que-
ste sono solitamente computazionalmente semplici. Per esempio, nel Teore-
ma &9 abbiamo dimostrato che qualsiasi problema in PSPACE & riducibile
m tempo polinomiale a TEEF. Le formule altamente ripetitive che
queste riduzioni producono possono essere calcolate usando soltanto spa-
zio logaritmico e, pertanto, possiamo concludere che TQBF & PSPACE-
completo rispetto alla riducibilitad in spazio logaritmico. Questa conclu-
gione & importante perché il Corollario 9.6 dimostra che NI € PSPACE.
Detia separazione e la riducibilitd in spazio logaritmico implicano che
TQBF ¢ NL.

8.6
NL COINCIDE CON CONL

Questa sezione contiene uno dei risultati noti pilt sorprendenti in merito
alle relazioni tra classi di complessitd. Generalmente si ritiene che le classi
NP e coNP sianc differenti. A prima vista, lo stesso risultato sembra valere
per le classi NL e coNL. 11 fatto che NL sia uguale a coNL, come proveremo
tra un atiimo, mostra che la nostra intuizione sulla computazione ha ancora
molte lacune.

TEOREMA 8-27 ................................................................................
NL = coNL.
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IDEA. Faremo vedere che PATH & contenuto in NL, e con ¢id proveremo
che ogni problema in coNL appartiene anche ad NL, perché PATH & NL-
completo. L'algoritmo NL M che presentiamo per PATH deve avere una
computazione accettante ogni volta che il grafo di input G non contiene un
cammino da s a t.

Prima di tutto, affrontiamo un problema pil semplice. Sia ¢ il numero
di nodi in & che sonc raggiungibili da s. Assumiamo che ¢ venga forni-
to come input a M e facciamo vedere come usare ¢ per risolvere PATH.
Successivamente mostreremo come calcolare c.

Dati G, s, t, e ¢, la macchina M opera come segue, Uno per uno, M
attraversa tutti gli m nodi di G e non deterministicamente prova a vedere se
ciascuno di essi & raggiungibile da s. Ogni volta che un nodeo u & supposto
raggiungibile, M tenta di verificare la supposizione, cercando di trovare
un cammino di Junghezza m o meno da s a u. Se una diramagione della
computazione fallisce nel verificare la supposizione, rifiuta. In aggiunta,
se una diramazione verifica che t & raggiungibile, rifiuta. La macchina M
conta il numero di nodi che ha verificato essere raggiungibili. Quando una
diramazione ha attraversato tutti i nodi di G, controlla che il numero di
nodi che ha. verificato raggiungibili da s sia uguale a ¢, il numero di nodi
che sono realmente raggiungibili, e rifiuta in caso contrario. Altrimenti,
questa diramazione accetta.

In altre parole, se M seleziona non deterministicamente esattamente c
nodi ragginngibili da s, che non includono t, e prova che ciascuno di es-
si & raggiungibile da s ricercando Y’eventuale cammino, allora M sa che
i nodi rimanenti, incluso t, non sono raggiungibili, pertanto puo accet-
tare.

Mostriamo a questo punto come calcolare ¢, il numero di nodi raggiun-
gibili da s. Descriviamo una procedura non deterministica di spazio loga-
ritmico per cui almeno una diramazione della computazione ha. il valore
corretto per ¢ e tutte le altre diramazioni rifiutano.

Per ogni i da 0 a m, sia A; la collezione di nodi che sono a una distanza
pari a i o meno da 5 (i.e., che hanno un cammino di lunghezza al pil
da s). Quindi 4g = {s}, clascun A; € Ai41, e Ay, contiene tutti i nodi
che sono raggiungibili da s. Sia ¢; il numere di nodi in A;. Nel segnito
descriviamo una procedura che calcola ¢;,; da ¢;. L’applicazione ripetuta
di questa procedura da il valore desiderato di ¢ = ¢

Calcoliamo c;4; da ¢; usando un’idea simile a guella presentata prima
in questo sketch della prova. L’algoritmo attraversa tutti i nodi di G,
determina se clascuno di essi & un elemento di A;4+3, e conta gli elementi.

Per stabilire se un nodo v appartiene ad A;y, usiamo un ciclo interno
per passare attraverso tutti i nodi di G e vedere se ciascun nodo appartiene
ad 4;. Ogni ipotesi positiva & verificata cercando di trovare il cammino
di lunghezza al pii1 7 da 5. Per ogni nodo w di cui & stata verificata 'ap-
partenenza ad A;, lalgoritmo controlla se {u,v} € un arco di 7. Se éun
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arco, v appartiene ad A; 1. In aggiunta, viene contato il numero di nodi
di cui & stata verificata Uappartenenza ad 4;. Al completamento del cicle
interno, se il numero totale di nodi di cui & stata verificata Uappartenen-
za ad A; non & ¢;, non sono stati trovati tutti gli elementi di A;, quindi
questa diramazione della computazione rifinta. Se il conto uguaglia ¢; e
nen € stato ancora mostrato che v appartiene ad A4;4+3, concludiamo che
non appartiene a A;;:. Quindi, procediamo dal v successivo nel ciclo piu
esterno.

DIMOSTRAZIONE. Ecco l'algoritmo per PATH. Sia m il numero di nodi
di G.

M = “Su input {(, 5, )

1. Siaey=1. [An = {s} contiene 1 nodo ]
2. Peri=0am—1: [calcola ¢ty da ¢
3. Sia ¢;41 = 1. [ ci+1 conta i nodi in Aipg ]
4. Per ogni node v # s in G fcontrolla se v € Aig1]
5. Sia. d = 0. [ d riconta A; ]
6. Per ogni nodo w i & [controlla se u £ A ]
7. Non deterministicamente esegui o salta questi passi:
8. Non deterministicamente segul un cammino di lun-
ghezza al pit ¢ da s e rifiufa se non finisci in
U. )

9, Incrementa d. [ ha verificato che u € A;]
10. Se (u,v} & un arco di G, incrementa ;41 e vai al
passo § con il prossimo v. [ha verificato che v € Aip1 ]
11. Se d # ¢, allora rifiuta.  [controlla se ha trovato tutto A; |
12. Siad=0. [ cm ora noto; d riconta A, |
13. Per ogni nodo u in G- [controlla se u € Am ]

14. Non deterministicamente esegui o salta questi passi:
15. Non deterministicamente segui un cammino d¢i lun-
ghezza al piuim da s e rifiufe se non finiscl in

U.

16. Se w =t, allora rifiuta. {ha trovato nn cammino da s a t]
17. Incrementa d. [ ha verificato che u € A |
18. Se d # ¢, allora rifiuta. f controlla se ha trovato tutto Am ]

Altrimenti, accetta.”

Lialgoritmo deve solo memorizzare m, %, v, ¢, 41, 4, %, ed un punta-
tore alla testa del cammine in un dato momento. Pertanto, computa in
spazio logaritmico. (Si noti che M accetta anche input non formattati
propriamente. )
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Riassumiamo la nostra conoscenza attuale sulle relazioni tra le diverse classi
di complessita come segue:

1 C NL = coNL C P € NP C PSPACE.

Non sappiame se qualcuna di queste inciusioni & propria, sebbene provere-
mo che NL € PSPACE nel Corcllario 9.6. Di conseguenza deve valere che
o coNL ¢ P oppure P £ PSPACE, ma non sappiamo quale! La maggior
parte dei ricercatori congettura che tutte queste inclusioni stano proprie.

ESERCIZI

8.1

8.2

8.3

8.4

AR5
8.6
AB.T

Si dimostri ¢he per ogni funzione f1 M- RY, dove fin) > n, la classe di com-
plessith SPACE(f (1)) & la stessa sia che si definisca la classe atiraverso il modello
di TM a singole nasiro sia che si usi il modello di TM a due aastri con input di
sola lettura.

51 consideri la seguente configurazione del gioco standard del tris.

X

O
O X

Dieciamo che & il turno del giocatore X di effetiuare Ja mossa suceessiva. Si descriva
una strategia vincente per questo giocatore. (Si ricordi che una strategia vincente
non & semplicemente la mossa migliore da fare nella configurazione atinale. Essa
include tutte le risposte che questo giocatore deve dare per vincere, comungue
I'avversario muova.}

51 consideri il seguente gloco di geografia generalizzato dove il node iniziale & il nodo
con 'arco entrante non proveniente da altri nodi. Il Giocatore | ha una strategia
vincente? E il Giocatore II? 5i motivino le risposte.

Si dimostri che PSPACE & chiusa rispetto alle operazioni di unione, complemento
e statr.

51 dimostri che Apea € L.

5i dimoestri che ogni linguaggio PSPACE-hard & anche NP-hard.

Si dimostri che Ni & chiusa rispette alle operazioni di unione, concatenazione, e
star,

PROBLEMI 385

PROBLEMI

“8.8 1l gioco Niém viene giocato con una collezione di mucchi di bastoncim. In una

8.9

8.10

8.11

*8.12

*8.13

8.14

8.15

mogsa singola, un giocatore pud Timuove un numero (diverso da zero) di bastoncin
da wn singolo mucchio. | giocatori si alternana nelleffetiuare le mosse. 11 giocatore
che rimuove ultimo bastoncino perde. Suppaniamo di avere una disposizione
i Nim con k muechi contenenti s1,... . s bastoncini. Chiamiamo la disposizione
bilanciata se ciascuna celonna di bit contiene un nurero pari di 1 guando ciascuno
del nuineri s; & seritto in binario. e i numerl in binario sono seribti come righe di una
matrice allineate rispetto ai bit meno significativi. 8 provine 1 due fatti seguenti.

a. Partendo da una disposizione non bilaneiata, esiste una mossa singola che
cambia la disposizione in lilanciata.

b. Partendo da una disposizione bilanciata. ogni mossa singola rende la
disposizione non bilanciata.

Sta NIM = {i{s1,.... sk )| cisscun s & wn numero in binaric i Giocatore 1 ha una
strategia vincente nel giovo Nim partendo da questa disposizione}. 8i usino i fatt
precedenti circa le disposizioni hilanciate per dimostrare che NTM € L.

Sia MULT = {o#b#c} a, b, ¢ sono numeri natural in binaric e a % b = b Si
dimostri che MULT € L.

Per ogni intero positivo =, sia «° intero la eni rappresentazione binaria & Vipversa
della rappresentazione binaria di 7. (Sia assuma che non of sono 0 all'inizio deila
rappresentazione binaria di ) 51 definisca la funzione ®Y 1 A3 A dove BT (x) =
x4+ 2™

a. Hia Ap = {.(:r‘:g,t)j RY(z) =y} Si dhmostri che 43 € 1.
b. Sia Az = {{z,u}] R¥(R*(#)) = y}. Si dimostri che 43 € L.

a. Sia ADD = {{2,y.2}) 7.9.2z > 0 gono interi in binaric ¢ x -+ y =z} Si
dimostri che 400 € L.

b. Sia PAL-ADD = {{z,9)| =.y > 0 sono interi in binario dove 24y & un intero
la cui rappresentazione binaria & palindroma}, (Si noti che la rappresentazio-
ne binaria della somma che 53 assume non presenti zeri all’inizio. Una stringa
palindroma ¢ una stringa che coincide con la sua inversa.} Si dimostri che
PAL-ADD ¢ L.

Sia UCYCLE = {{GY (¢ & un grafo non orientato che contiene un ciclo semplive}.
5t dimostri che UCYCLE € L. (Nota: (7 potrebbe essere un grafo non connesso.)
Per ogni n, si esibiscano due espressioni regolari, B ed &, di lunghezza poly(n).
dove L(R) # L{5), ma dove lz prima stringa su cui differisconc ha lunghezza espo-
nenziale. Tn altre parole. L{R) ed L(8) devono essere differents, seppur coincidenti
su tutte le stringhe di lunghezza fino a 27 per qualche costante ¢ > 0.

Un grafo non orvientato & bipartito se i suoi nodi possono essere divisi in due insiemi
tali che totti gli archi vanno da un node in un insieme verss un nodo nellaltro
insieme. 5i dimostri che un grafo & bipartito se ¢ solo se non contiene un ciclo che
ha un numero dispari di nodi. St BIPARTITE = (G G & grafo bipartito}.
Si dimostri che BIPARTITE € NL.

Sia UPATH la controparte ¢i PATH per grafl indiretti. St dimostri che
BIPARTITE <, IPATH. {Nota: In realth, possiamo provare che UPATH ¢ L,
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8.16

8.18
8.19
*8.20
8.21

*8.22
A*R.23

8.24

8.25

8.26

8.27

8.28

8.29
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e pertanto BIPARTITE ¢ L, ma 1" algoritmo [62} & troppo difficile da presentare
qui.}

Ricordiamo che un grafo diretto & fortemente connesso se per ogni coppia di
nodi esiste un cammino diretto in ciascuna direzione che li connette. Sia

STRONGLY-CONNECTED = {(G}| G & un grafo fortemente connesso}.

Si dimostri che STRONGLY-CONNECTED & Nl-completo.

Sia BOTHnra = {{Mi, Ma)| My ed M sona NFA dove L(My) N L{Mz) # @}. si
dimostri che BOTH wyea € NL-completo.

Si dimostri che Anpa &€ NL-completo.

Sj dimostii che Fora & NL-completo.

$i dimostri che 2SAT & NL-completo.

Sia ONFyy = {{¢)| & & vna formula in forma cnf soddisfacibile dove ciascuna
clausola contiene qualsiasi numero di letterali in forma vera ed al pill un letterale
in forma negata. Inoltre, ciascun letterale negato ha al pitl una occorrenza in ¢},
Si dimostri che CNFg; & NL-completo.

Si fornisca ym esempio di un linguaggio context-free NL-completo.

Sia OYCLE = {{G}} G & un grafo diretto che contiene un ciclo diretto}. Sidimostri
che CYCLE & NL-completo.

Sin EQpex = {{R, S} R ¢ § sono espressioni regolari equivalenti}, 8i dimostri che
EQrex € PSPACE.

Una scela & una sequenza di stringhe 81, 82,.. ., sg, dove ogni stringa differisce dalla
precedente in esattamente un carattere. Per esempio, cib che segue & una scala di
parole inglesi, che comincia con “head” e finisce con “free™:

head, hear, near, fear, bear, beer, deer, deed, feed, feet, fret, free,

Sia LADDERpsa = {{M,s,t)] M & un DFA ed L{) contiene una scala di stringhe,
che comincia con s e finisce con t}. Si dimestri che LADDERpea ¢ in PSPACE.

1l gioco giapponese go-moku viene giocato da due giocatori, “X" e “0,” su una
griglia 19 x 19. I giocatori sistemano a turno dei marcatori, e il primo dei gioca-
tori che riesce a piazzare cinque dei suoi marcatori consecutivamente in una riga,
colonna o diagonale & il vincitore. Si consideri questo gioco generalizzato ad una
seacchiera di dimensioni n x 7. Sia

GM = {{B)| B & una disposizione nel go-moku generalizzato,

dove il giocatore “X” ha una strategia vincente}.

Con il termine disposizione intendiamo una scacchiera con marcatori collocati su di
essa, come potrebhe accadere nel mezzo dell’esecuzione del gioco, insieme con una
indicazione di quale giccatore muove di seguito. Si dimostri che GM € PSPACE.

Si dimostri che se ogni linguaggio NP-hard & anche PSPACE-hard, allora
PSPACE = NP.

Si dimostri che TQBF ristretto alle formule dove la parte che segue i guantificatori
& in forma normale congiuntiva & ancora PSPACE-completo.

Sia Aiga = [{M,w)| M &un LBA che accetta input w}. Si dimostri che ALea
& PSPACE-completo.

s

*8.30

8.31

8.32

8.33

*8.34
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1l gioco del gatto e del topo viene giocato da due giocatori, “Cat” e “Mouse,” su un
grafo non orientato arbitrario. In ogni istante ciascun giocatore occupa un nodo
del grafo. 1 giocatori a turno si muovonc verso un nodo adiacente a quello che
oceupano nell'istante corrente. Un nodo speciale del grafo & chiamato “Hole.” Cat
vince se i due giocatori occupano continuativamente lo stesso nodo. Mouse vince se
raggiunge il nodo Hole prima che Ja precedente condizione accada. Il gioco finisce in
pareggio se una situazione si ripete (i.e., 1 due giocatori occupano simultaneamente
posizioni che essi simultaneamente occupavano precedentemente, ed & il turno di
mossa dello stesso glocatore).

HAPPY-CAT ={{G, ¢, m, h)} G, ¢, m, h sono rispettivamente un grafo ¢
le posizieni di Cat, Mouse, ed Hole, tali che Cat ha una

strategia vincente se C'at muove primal}.

Si dimostri che HAPPY-CAT &in P. {Suggerimento: La scluzione non
& complicata e non dipende da dettagli sottili legati al modo in cui il gioco & definito.
Si consideri Vintero albero del gioco. Ha taglia esponenziale, ma & possibile
esplorarlo in tempo pelinomiale. )

Si consideri la versione seguente per due persone del lnguaggio PUZZLE che & stata
descritta nel Problema 7.39. Ciascun giocatore inizia con una pila ordinata di
carte per il puzzie. 1 giocatori a turne dispongono le carte in ordine nella seatola
e possono scegliere guale lato rivolgere verso Valto. 11 Giocatore 1 vince se tutte le
posizioni vuote sano ostruite nella pila finale, mentre il Giocatore If vince se qualche
posizione vuota resta non bloccata. Si dimostri che il problema di determinare quale
giccatore ha una strategia vincente per una data configurazione iniziale delle carte
& PSPACE-completo.

8i rilegga la definizione di MIN-FORMULA nel Problema 7.21.
a. Sidimostri che MIN-FORMULA € PSPACE.

b. Sispieghi perché questo argomento fallisce nel provare che MIN-FORMULA €
coNP: Se ¢ ¢ MIN-FORMULA, allora ¢ ha una formula pit piccola equiva-
lente. Una NTM pud verificare che ¢ € MIN-FORMULA indovinando gquella
formula.

Sia A il linguaggio delle parentesi tonde propriamente annidate. Per eserpio, ({))
e (OO sone in A, ma ) no. Si dimostri che A &in L.

Sian B il linguaggio delle parentesi tonde e quadre propriamente annidate. Per
esempio, ([ OQ1C[I) &in B ma {[}] no. Si dimostri che B & in L.

SOLUZIONI SELEZIONATE

8.5

Si construisca una TM M per decidere Apga. Quando M riceve in input (A, w), un
DFA ed una stringa, M simula A su w tenendo traccia dello stato corrente dide
della posizione corrente della testina, aggiornandoli in modo appropriato. Lo spa-
zio richiesto per effettuare questa simulazione & Ologn) perché M pud registrare
ciascuno di questi valori memorizzando un puntatore nel suo input.
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8.7 Siano A e Ay linguagg decidibili dalle macchine NL Ny ed No. Si costruiseanc
tre macchine di Turing: Ny che decide Ay U Az; N, che decide A; 0 Ao; ed N, che
decide Aj. CGiascuna di queste macchine opera come segue.
La macchina Ny, si dirama non deterministicamente per simulare Ny o per simulare
Nz. in ogni caso, N, accetta se la macchina simulata accetta.
La macchina N, seleziona non deterministicarmente una posizione dell'input per
dividerlo in due sottostringhe. Scltanto un puntatore a detta posizicne viene me-
morizzate sl nastro di lavore - non ¢'% spazio a sufficienza per memorizzare le
sottostringhe stesse. Successivamente, N, simula Ny sulla prima sottostringa, di-
ramandosi non deterministicamente per simulare il non determininismo di Ny, Su
ogni diramazione che raggiunge lo stato di accettazione di Vi, No simula Na sulla
seconda sottostringa. Su ogni diramaszione che raggiunge lo stato di accettazione
di No, N, accetia.

hina N, ba un algoritmo pii: complesso, pertanto lo deseriviame per {(asi.

La mace

N o= “Su input w:

1. Inizializza a 0, la posizione immediatamente precedente i} primo
simbolo di input, due puutatori p1 e p2 a posizioni di inpnt.

2. Aceetla se non ¢ nessun simbols di input dopo pg.

3. Muovi in avanti pe verso una posizione selezionata non
deterministicamente.

4. Simula Ny sulla sottostringa di w dalla posizione che segue py alla
posizione indicata da pz, diramando non deterministicamente per
simulare il non determinismo di ;.

5. Se questa diramazione della simulazione raggiunge o stato di ac-
cettazione di Ny, copia p2 in p1 e val alla fase 2. Se N, rifinta su
questa diramazione, riffuta.”

8.23 Siriduce PATH a CYCLE. Lidea che sta dietro alla riduzione & modificare Vi-
stanza {(, 5. 1) dei problema PATH aggiungendo un arco daf a s in . Se esiste un
camuino da s a t in &, esisterd un cicle diretto in ¢ modificato. Daltronde. altri
cicli potrebbero esistere in G modificato perché esst potrebbero gia essere presents
in G. Per gestire il preblema, prima di tutte si modifica ¢ in modo tale che non
contenga cicll. Un grafo diretto a livelli & un grafo dove i nodi sono divisi in
gruppi, Ay, Az, ..., Ay, chiamati livelli, e sono permessi soli archi da us livello al
livello successivo pitt ip alto. 8 noti che un grafo a lvelli & aciclico. 1 problerma
FPATH per grafi livellati & ancora NL-completo, come mostra la riduzione seguente
dal problema PATH non ristretto. Dato un grafo G con due nodi s e ¢, ed m nodi
in tetale, si generi il grafo a Hivelli G7 i cui livelli sone m copie dei nodi di (7, Si
disegai un arco dal nodo ¢ a ciascun Nvello verso il nodo § nel livello successive se
G contiene un arco da ¢ & 3. Inoltre, si disegni un arco dal nodo 7 in ciaseun Hvello
verso il nodo 4 nel livello prossimo. Sia s il nodo s nel primo livello e siz ¢ il nodo &
nell'uitimo fivello. 11 grafo G contiene un cammine da s a ¢ se e solo se G contiene
un cammine da s a t'. Se si modifica G aggiungendo un arco da ¢ a 8, si ottiene
una riduzione da PATH a CYCLE. La riduzione & semplice computszionalmente,
e ia sua implementazione in spazio logaritmice & routine. Per di pi, una procedura
non complicata mostra che CYCOLE € NL. Pertanto, CYCLE & NI-compieto.

INTRATTABILITA

Diversi problemi computazionsli soro risolvibili in lnea di principio, ma
le soluzion: richiedono talmente tanto terpo o spazio che in pratica non
possono essere utilizzate. Questi problemi vengono detti intrattabils.

Nei Capitoli 7 ¢ 8 abbiamo introdotte diversi probiemi ritenuti intrat-
tabili ma nessuno che & stato dimostrato essere tale. Per esempio, molte
persone credono che il problema SAT e tutti gli altri problemi NP-completi
siano intrattabiil, nonostante non si sappia come dimostrare che 1o sono. Tn
questo capitolo daremo esempi di problemi di che possiamo provare essere
intrattabili.

Al fine di presentare questi esempi, svilupperemo alcuni teoremi che rap-
portanoc la potenza delle macchine di Turing alla quantita di tempo o spazio
disponibile per la computazione,

Conchuderemo il capitolo con una discussione sulla possibilita di pro-
vare che problemi in NP risultano intrattabili e con cid di risolvere la
questione se P & diverso da NP. Prima di tutto introdurremo la tecnica
della relativizzazione e la useremo per argomentare che certi metodi non i
permetteranno di raggiungere obiettivo. Successivamente discuteremo la
teoria delia complessita dei cireniti, wn approecio perseguito dai ricercatori
che sembra promettente.
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8.1
i TEOREMI DI GERARCHIA

Tl senso comune suggerisce che dando ad una macchina di Turing pili spazio
o pift tempo dovrebbe crescere la classe di problemi che la macchina
pud risolvere. Per esempio, le macchine di Turing dovrebbero essere capaci
di decidere piti linguaggi in tempo n® di gquanti ne possano decidere in tem-
po n?. 1 teoremi di gerarchia provano che questa intuizione & corretta,
posto che aleune condizioni descritte di seguito siano soddisfatte. Utiliz-
ziamo il termine teorema di gerarchia perché questi teoremi provano che le
classi di complessita di spazio e di tempo non sono tutte uguali - ma forma-
no una gerarchia dove le classi con limiti maggiori contengono pitt Hnguagei
di quanti ne posseggano le classi con limiti minori.

Il teorema di gerarchia per la complessita di spazio & leggermente
pit semplice di quello per la complessita di tempo, pertanto o presentiamo
prima. Cominciamo con la definizione tecnica che segue.

T DEFINIZIONE S 9.1
Una funzione f: N— N, dove f(n) & almeno O(logn),
viene detta spazio-costruibile se la funzione che map-
pa la stringa t" nella rappresentazione binaria di fin)
& computebile in spazio O(f(n)).!

In altre parole, f & spazio-costruibile se esiste una TM con spazio O(f(n))
che si arresta sempre con la rappresentazione binaria di f(n) sul proprio
nastro una volta avviata con 17 in input. Funzioni a valori non interi come
nlogyn e /i vengono arrotondate all’intero successivo pill piccolo ai fini
della costruibilita in tempo e spazio.

ESEMPIO 9.2 -

Tutte le funzioni che si presentano comunemente e che sono almeno O(log n)
sono spazio-costruibili, includendo le funzioni logy n, nlog; n, ed n2.

Per esempio, n? & spazio-costruibile perché una macchina pud prendere
il proprio input 1%, ottenere n in binario contando il numero di 1, ¢ dare
in output n? usando uno qualsiasi dei metodi standard per multiplicare n
con se stesso. Lo spazio totale utilizzato & O(n), che & certamente O{n?).

Nel mostrare che funzioni f(n) che sono o(n} sono spazio-costruibili, uti-
lizziamo un nastro di inpul separato a sola lettura, come abbiamo fatto

1% ricordi che 17 indica una stringa di » simboli 1.
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quando abbiamo definito la complessita di spazio quasi lineare in Sezio-
ne 8.4. Per esempio, una tale macchina pud calcolare la funzione che associa
a 17 la rappresentazione binaria di log; n come segue. La macchina prima
conta il numero di 1 in input in binario, usando il proprio nastro di lavoro,
mentre muove la propria testina lungo il nastro di input. Quindi, con n in
binario sul proprio nastro di lavoro, puo calcolare log, n contando ii numero
di bit nella rappresentazione binaria di n.

1l ruoloe della costruibilitd in spazio nel teorema di gerarchia di spazio
pud essere compreso attraverso la situazione seguente. Se f (n) e g(n)
sono due limitazioni di spazio, dove f{n) & asintoticamente maggiore di
g{n), ci aspetteremmo che upa macchina risultasse in grado di decidere
pitl linguaggi in spazio f(n) che in spazio g(n). Tuttavia, supponiamo che
f(n) ecceda g(n} soltanto per una quantita di spazio molto piccola e diffi-
cile da calcolare. Allora, fa macchina potrebbe non essere in grado di usare
con profitto lo spazio extra perché anche la mera computazione della quan-
tita di spazio extra potrebbe richiedere piil spazio di quanto disponibile.
Tn questo caso, una macchina potrebbe non essere in grado di calcolare
pili lingnaggi in spazio f(n) di quanto possa in spazio g(n). Convenen-
do che f(n) sia spazio-costruibile evita questa situazione e ci permette di
provare che una macchina pud calcolare pili di quanto sarebbe in grado di
fare con una limitazione asintoticamente minore, come il tecrema seguente
dirnostra.

TEOREMA G0 oot T e e e

Teorema di gerarchia di spazio Per ogni funzione f: N'— N spazio-
costruibile, esiste un linguaggio A che & decidibile in spazio O(f{n)) ma
non in spazio o f{n}).

IDEA. Dobbiamo mostrare un linguaggio A che ha due proprietd. La
prima stabilisce che A & decidibile in spazio O{f{n)). La seconda stabilisce
che A non & decidibile in spazio o{ f(n)}.

Descriviamo A fornerdo un algoritmo D che lo decide. L'algoritmo D
computa in spazio O(f{n)), garantendo con cid la prima proprieta. Per
di pit, D garantisce che A & differente da ogni altro linguaggio che risuiti
decidibile in spazio o f(n)), garantendo quindi la seconda proprietd. It
linguaggio A & differente dai linguaggi discussi in precedenza perché non
sussiste per esso una definizione non algoritmica. Pertanto, non possiamo
offrirne una semplice immagine mentale.

Al fine di garantire che A non risulti decidibile in spazio o(f(n)), co-
struiamo D implementando il metodo della diagonalizzazione che abbiamo
usato nel Teorema 4.11 & pagina 212 per dimostrare che il problema dei-
I'accettazione Atm © indecidibile. Se M & una T™M che decide un linguaggio
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in spagio of f(n)), D garantisce che A differisce dal ls'nguaggio di M in al-
meno una posizione. (Quale posizione? La posizione corrispondente alla
descrizione di M stessa.

Diamo uno sguardo al modo in cui D opera. In parole povere, D pr-ende
in input la descrizione di una T™ M. {Se l'input non ela descrlz;fme dx. una
TM, aliora I'agire di D non & significativo su questo input, per cui possiamo
arbitrariamente far si che D rifiuti.) Successivamente, D) esegue A sullo
stesso input - ossia, (M) - entro il limite di spazio f{n).. Se 1\3’ si arresta“
entro tale quantita di spazic, D accetia se e solo se M rifiuta. Se M non sf
arresta, D semplicemente rifiuta. Pertanto, se M computa e_ntro il ]_mut.e
di spazio f(n), D dispone di spazio a stifﬁ(:ienza per garantire che il suo
linguaggio risulti differente da quello di M. Se no, D non ha abbastjanza
spazio per capire cosa fa M. Ma fortunatamente .D non deve sodldxsfare
alcun requisito che imponga un comportamento diﬁer?m.e da ma.cchm_e che
nop computano in spazio o f(n}), pertanic I'agire di [} su un tale input
nop & significativo. . .

(Juesta descrizione cattura I'essenza della dimostrazione ma omette d‘z—
versi dettagli importanti. Se M computa in spazio o f{n}), I deve garanti-
re che il suo linguaggio & differente dal linguaggio di M. Ma e.mche guando
computa in spazio o f{n)). M potrebbe usare una quantita di spazio mag-
giore di f(n) per valori piccoli di n, quando il comportamento asintotico
non & stato raggiunto ancora. Potrebbe succedere che 1) non ha abba‘sta'nza
spazio per eseguire M fine al completamento sull’input (.M’ } e quindi D
perderebbe la propria opportunita di differire dal linguaggl? di M. Pertan-
to, se non procediame con cura, [ potrebbe terminare de(-;xdendo lo stesso
linguaggio che decide M| ed il tecrema non risulterebbe dlmostratfj.

Possiarmo risolvere questo problema modificande D {fornendogli oppor-
tnnita aggiuntive per evitare il linguaggio di M. lnve(,ie di eseguir-e M
soltanto quando ) riceve input {M), essa esegne M ogni volta che riceve
un input della forma {AM)10*; ciog, un input della forma (M} segnita da
un i ed un certo nwmero di 0. Successivamente, se M sta compu%-ar}do
realmente in spazio of f(n)}, D disporra di abbastanza spazio per esegm’r]:a
fino al termine su input (M)10F per qualche valore grande di k perché il
comportamenio asiniotico alla fine deve essere raggiunto. 7

Deve essere gestito un ultimo dettaglio tecnico. Quando %) esegue M
su una qualche stringa, M potrebbe finire in un ciclo infinito anche se
sta usando soltanto una quantitd di spazio finita. Ma si suppone che D
sin un decisore, pertanto dobblamo garantire che I non entri iu ciclo nel
corso della simulazione di M. Qualsiasi macchina che computa in spa.zi(?
o( f(n)) usa soltanto tempo 2007 Modifichiamo D in modo tale che conti
il pumero di passi usati nel simulare M. Laddove questo conto dovesse
eccedere 2/ allora I rifiuterebbe.
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DIMOSTRAZIONE.  L'algoritmo I di spazio O(f(n)) che segue decide un
linguaggio A che non & decidibile in spazio o f{(m)).

D = “Su input w:
1. Sian la lunghezza di w.
2. Caleola f(n) usando la costruibilita in spazio e marca que-
sta quantita sul pastro. Se in fasi successive si verifics un
tentativo di usarne di pity, rifiula.
3. Sew non & della forma (M)10* per qualche TM M., rifiuta.
4. Bimula M su w contanda allo stesso tempo il numere di passi
usati durante la simulazione. Se il conto eccede 27607 rifiuta.
5. Se M accetta. rifiuta. Se A rifiuta, accetin.”
Nelia fase 4, dobbiame fornire dettagli aggiuntivi della simulazione al fine di
determinare la quantita. di spazio usato. La T™M M simulata, dispone di un
alfabeto di nastro arbitrario e D ha un alfabete di nastro fissato, pertanio
rappresentiamo ciascuna cella del nastro di A7 con diverse celle del pastro
di D. Quindi, la simulazione introduce un fatlore costante aggiuntivo nello
spazio usato. In altre parcle, se M computa in spazio g(n), allora D usa
spazio d g(n) per simulare M per gualche costante o che dipende da AL,

La macchina I2 & un decisore perché ciascuna delle sue fasi pud durarve
un tempo limitato. Sia A il linguaggio che D decide. Chiaramente, A
& decidibile in spazio O( f(n)) perché D decide in questo modo. Nel seguito,
mostriamo che A non & decidibile in spazio o f {n}).

Si assuma al contraric che una maechina di Turing M decida 4 in spa-
zio g{n), tale che g{n} & o{f(n)). Come menzionato in precedenza, D
pu simulare M, usando spazio d g(n) per qualche costante d. Poiché gl{n)
& o(f{n)). esiste una costante ng, dove dg{n) < f(n) per tutti gli n > nq.
Pertanto, la simulazione di M da parte di [J giungerd a completamento
purché Pinput abbia lunghezza ng o pitt. i consideri cosa accade quando [
viene eseguito sull’input (M)1070. Questo input & pits hungo di ng, e quindi
la simulazione nella fase 4 giungera a termine. Pertanto, I fard 'opposto
di M sullo stesso input. Quindi A7 non decide A, contraddicendo la nostra
assunzione. In conciusione, A non & decidibile in spazio ol f{r)).

COROLLARiO 9.4 R T O

Per ogni coppia di funzioni fi, fo: N— N, dove fi(n) & o(fzin)) ed 2
& spazio-costruibile, SPACE( f1(n)) € SPACE( fy(n}).2

L . - . . N . . . n .
28 ricordi che A G I significa ¢he A & un sottoinsieme proprio {i.c., non nguale) di B,
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Questo corollario ¢i permette di separare varie cllassi di -‘:omplt.assma di _spT
zio. Per esempio, possiamo mostrare che la funz_lone n_c é §pa21o—c?stru1b1 1(?
per ogni numero naturale ¢. Pertanto, per ognl coppla di mcl:nerl naturali
e1 < ey, possiamo dimostrare che SPACE(\n“} {; SPACI*'D(TL ). Con poco
lavoro in pilt possiamo dimostzare che n® & spa210~costr‘ulblle.per ogni nu-
mero razionale ¢ > 0 & con cid estendere la precedlente inclusione in mocdlo
tale che valga per ogni coppia di numeri razionali 0 < €1 < e Notan 0
che esistono sempre due numer: razionali ¢; e f:z tra. ogni copl?aa di purn'erl
reall €1 < € tali che ) < ¢ < ez < en, otter}lamo il corollario agggﬁ_g\g)
seguente, che mostra una sottile gerarchia all'interno della classe PS .

COROLLARIO 9.5 -

Per ogni coppia di numeri reali ( < €1 < €2,

SPACE(n®) ¢ SPACE(n®).

Possiamo usare il teorema di gerarchia di spazio anche per separare due
classi di complessith di spazio che abbiamo incontrato precedentemente.

COROLLARIQ 8.6 e
NL ¢ PSPACE.

2
DIMOSTRAZIONE. i teorema di Savitch mostra che NL € SPACE(zlog n),
ed il teorema della gerarchia di spazio mostra che SPACE(log“n} <

SPACE(n). Pertanto, il corollario & provato.

Come abbiamo osservato a pagina 381, questa separa?zione mostra'che
TQBF ¢ NL perché TQBF & PSPACE-completo rispetto alla ridu-
ibilita i io logaritmico. -

Clbilzaug;tsopiilnto %aggiungiamo I'obiettivo princi?a.,1§ di. quest? ca‘pn'cﬁf):
mostrare 'esistenza di problemi che sono decidibili in _lmea Q] principio
ma non in pratica - ciog, problemi che sono decidibili ma mtrattlz:}gj;l:.
Ciascuna deile classi SPACE(n*) & contenuta nella classe SPACE(rn'*®"),
che a sua volta & strettamente contenuta nella classe SPACE(2"). Pertan-
to, otteniamo il corollario a.g&iuntivo che segue, che separa PSPACE da

EXPSPACE = J, SPACE(2").

COROLLARiO 97 ............................
PSPACE C EXPSPACE.

]
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Questo corollario stabilisce 'esistenza di problemi decidibili cke sono in-
trattabili, nel senso che le procedure per la loro decisione devono usare una
quantita di spazio pilt che polinomiale. T linguaggi stessi sono in qualche
modo artificiali - interessanti soltanto per il fine di separare e classi di com-
plessita. Utilizzeremo questi linguaggi per provare l'intrattability di altri
linguaggi pit naturali, dopo aver discusso il teorema di gerarchia di tempo.

Una funzione t: AN, dove ¢(n) & almeno O(nlogn),
viene detta tempo-costruibile se la funzione che associa al-
la stringa 1™ la rappresentazione binaria di t(n} & calcolabile
in tempo O(t(n}).

In altre parole, ¢ & tempo-costruibile se esiste una T™ di tempo O(t(n}) che

81 arresta sempre con la rappresentazione binaria di £(n) sul suo nastro, una
volta avviata con 1™ in input.

ESEM PIO g_g ........................

Tutte le funzioni che si presentano comunemente che sono almeno nlogn
sono costruibili in tempo, includendo le funzioni nlogn, nym, n?, e 2.

Per esempio, per mostrare che n/n & tempo-costruibile, prima proget-
tiamo una TM per contare il numero di 1 in binario. Per far cio, la T™
realizza un contatore binario lungo il nastro, incrementandolo di 1 per ogni
posizione dell'input, fino a quando raggiunge la fine dell'input. Questa
parte richiede O(nlog n) passi, perché O(log n) passi vengono effettuati per
ognuna delle nn posizioni dellinput. Successivamente, calcoliamo [nym)
in binario a partire dalla rappresentazione binaria di n. Qualsiasi metodo
ragionevole per far cio richiedera tempo O(nlogn) poiché la lunghezza dei
numeri coinvolti & O(logn}.

1I teorema di gerarchia di tempo & un analogo per la complessita di tempo
del Teorema 9.3. Per ragioni tecniche che saranmo chiare nel corso della
dimostrazione, il teorema di gerarchia di tempo & leggermente pit debole
di quello provato per lo spazio. Laddove nella costruibilita in spazio gqual-
siast incremento asintotico al limite spaziale allarga la classe dei linguaggi
ivi decidibili, per il tempo dobbiamo uiteriormente incrementare il limite al
tempo di un fattore logaritmico, al fine di garantire che possiamo ottene-
re linguaggi aggiuntivi, Plausibilmente un teorema di gerarchia di tempo
pill stretto & vero; ma al momento non sappiamo come provarlo. Questa
peculiarith del teorema di gerarchia di tempo nasce dal fatto che misuriamo
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la complessita di tempo cor: macchine di Turing a singolo nas?ro, POS:‘:H&—'
mo provare teoremi di gerarchia di tempo piu stretti per altri modelli di

computazione,

TEOREMA 9,30 e

Teorema di gerarchia di tempo  Per ogni funzione tempo-costruibile
1: N —s N, esiste un linguaggio A che & decidibile in tempo O({{n)) ma
non @ decidibile in tempo o{f(n)/ logt(n)).

IDEA. Questa dimostrazione & simile alla dimostr{}zione det Teorema 9.3.
Costruiamo una TM D che decide un linguaggio A in tempo O(t(n)}, dove
A pon pud essere deciso in tempo o(t(rn)/ _log t{nih hl‘guest() cont.t?sto‘, b
prende nn input w della forma (M)107 e simula M su-ll input w, assicuran-
dost di non usare un tempo maggiore di £(n). Se M si arresta entro qiesto
limite temporale, D restituisce Uoutput opposto.. . .

La differenza importante nella dimostragione rignarda il (:-f)sto per simu-
lare M contando, allo stesso tempo, il numero di passi che la smmla?,ione sta
usando. La macchina D deve effettuare guesta simulazione t.emponzzata‘ln
modo efficiente, tale da garantire che I} computi in temp? O(i‘(n)) e realiz-
zando Pobiettivo di evitare tutti i linguaggi che risultano.aemd]bzh in tempo
o{t(n)/logt(n)}. Per la complessita di spazio, come al')hzamo osservator nel-
1a dimostrazione del Teorema 9.3, la simulazione ha 111_trodot_to un fattore
aggiuntiva costante, Per la coruplessitd di tempo, l.a sxmulamon? mtrod.u‘i
ce un fattore aggiuntivo logarismico. I} fattore aggiuntivo maggiore per i
tempo & la ragione deila presenza del fattore 1/log tH{n) neli'e‘nunmato del
teorema. Se disponessimo di un modo per simulare una TM a Sli’.lgolo 1-1astro
attraversc un’altra T™M a singolo nastro per un pum'ero di passi s_pemﬁca.to
in precedenza, usando soltanto un fattore aggmnt:vo costante in tempo,
garemmo in grado di rafforzare il teorema sostllt',uendo fJ(t(n} /logt(n)) con
o{t(n)). Una simulazione efficiente di questo tipo non & nota.

DIMOSTRAZIONE. L algorisma I di tempo O(t(n)}) che segue decide un
linguageio A che non & decidibile in tempo oft(n)/logt(n)).

D = “3u input w:

1. Sian la lunghezza di w, o

2. Calcola #{n) usando la costruibilita in tempo. e memorizza il
valore [t(n)/logt(n)] in un contatore binaric. Decrer-nenta
guesto contatore prima di ogni passo effettuato per reg.hzzare
le fasi 4 ¢ 5. Se il contatore dovesse raggiungere 0, rifiuta.

3. Se w non & della forma (M 310" per qualche T™M M, rifiuta.

4. Simula M su w.

5. Se M accetta, allora rifiuta. Se M rifiuta, allora accetfa.”
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Esaminiame ciascuna delle fasi dell’algoritmo per determinare il tempo di
esecuzione. Le fasi 1, 2, e 3 possono essere effettuate entro tempo O(t(n}).

Durante la fase 4, ogni volta che D gsimula un passo di M, prende lo
stato corrente di M insieme con il simbolo del nastro sotto la testina di M
determina la mossa successiva di M in base alla funzione di transizione in
modo tale da poter aggiornare i nastro di M i modo appropriato. Tutti
e tre guesti oggetti (stato, simbolo di nastro, e fanzione di transizione)
sono memorizzati da qualche parte sul nastro di . Se fossere memorizzati
tontano Puno dall’altro, D avreblbe necessita di diverst passi per raccogliere
queste Informazioni ogni volta che simula wno dei passi di M. Invece D
mantiene sempre queste informagioni vicine.

Possiamo pensare al singolo nastro di I come organizzato in tracce. Un
modo per ottenere due tracce & attraverso la memorizzazione di una traccia
nelle posizioni dispari e dell’altra nelle posizion pari. Alternativamente,
Petletto delle due tracee pod essere oltenuto allargando "alfabeto del nastro
di 12 per includere ciascuna coppia di simboli: uno dalla traccia superiore ed
il secondo dalla traccia inferiore. In modo simile possiarmo ottenere Peffetto
di tracce aggiuntive. Nota che fracce multiple introducono soltanto un
fattore agghuntivo costante al lempo, posto che vengano utilizzate soltanto
un mumero fissato di tracee. In questo caso D ha tre tracce.

Una delle tracce contiene Uinformazione sul pastro di M , e la seconda
contiene il suo stato corrente ed wna copia della funzione di transizione
di M. Durante la simulazione, D mantiene Iinformazione sulla seconda
traccia vicino alla posizione corrente della testina di M sulla prima traccia.
Ogni volta che la posizione della testing di M cambia, D fa slittare tut-
ta I'informazione sulla seconda traccia per mantenerla vicino alla testina.
Poiché la taglia dell'informazione sulla seconda traccia dipende soltanto da
M € non dalla lunghezza dell'input di M, lo skttamento aggiunge soltanto
un fattore costante al tempo della simulazione. Inoltre, poiché Vinforma-
zione richiesta viene mantenuta insieme e vicina, il costo per determinare
la mossa successiva di M dalla sua funzione di transizione e per aggiornare
il suo nastro & soltanto costante. Pertanto, se M computa in tempo g(n)
D) puo simularne Vesecuzione in tempo O(g(n)).

Ad ogni passo in fase 4, I deve decrementare i contatore di passi, ini-
zializzato originariamente in fase 2. A tal proposito, 2 pud agire senza
aggiungere eccessivamente tempo alla simulazione, mantenendo il contato-
re in binario su una terza traccia e spostandolo per mantenerlo vicing alla
posizione attuale della testina. Questo contatore ha una ampiezza massi-
ma di circa t(n}/logt{n), pertanto la sua lunghezza & log(t(n})/log t(n)),
che & Olog¢(n}). Quindi i} costo di aggiornamento e spostamento ad ogni
passo aggiunge un fattore log#{n) al tempo della simulazione, portando
dunque il tempo totale di esecuzione a O(t(n)). Pertanto, A & decidibile in
tempo Ot (n}).
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Per mostrare che A non & decidibile in tempo o(t(n)/logt(n)), usiamo un
argomento simile a quello usato nella dimostrazione del Teorema 9.3.

Si assuma al contrario che una TM M decida A in tempo g(n), dove g(n)
& o(t(n)/ log t(n)). In tal caso, D pud simulare M, usando tempo dg(n) per
qualche costante d. Se il tempo totale della simulazione (non contando il
tempo per aggiornare il contatore di passi) & al pitt (n}/ log t(n), la simula-
gione verrh eseguita fino al completamento. Poiché g(n) & o(t(n)/ logit(n}),
esiste una costante ng tale che dg{n) < t(n}/logt{n) per tutti gli n = np.
Pertanto, la simulazione di M da parte di D verra eseguita fino al conl-
pletamento purché I'input abbia lunghezza ng o maggiore. Si consideri
cosa accade quando [ viene eseguito sull’input (M}10™. Questo input
& pit lungo di np, pertanto la simulazione nella fase 4 giungera a termine.
Pertanto, I} fard lopposto di M sullo stesso input. Quindi M non decide
A, contraddicendo la nostra assunzione. In conclusione, A non & decidibile

in tempo o(t{n)/ logt(n)).

Enunciamo gli analoghi dei Coroliari 9.4, 9.5 e 9.7 per la. complessita di
tempo.

COROLLARIO 9.11

Per ogni coppia di funzioni t1,ty: N-— N, dove t1(n) & o(ta(n)/ logtz(n})
ety & tempo-costruibile, TIME(t,(n)) ¢ TIME(t2(n)).

COROLLARIQ 9,12 oo

Per ogni coppia di numeri reali 1 < e < ¢, risulta TIME(n®) ¢
TIME(n).

COROLLARIO 9.13
P C EXPTIME.

Completezza in spazio esponenziale

Possiamo usare i risultati precedenti per mostrare che un linguaggio spe-
cifico & realmente inirattabile. Lo facciamo in due passi. Innanzitutto
i teoremi di gerarchia ci dicono che una macchina di Turing pué decidere
pitt linguaggi in EXPSPACE di quanto possa in PSPACE. Successivamente
facciamo vedere che un particolare linguaggio che riguarda espressioni rego-
lari generalizzate risulta completo per EXPSPACE e, quindi, non pud essere
deciso in tempo polinomiale o anche in spazio polinomiale.
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Prima di soffermarci sulla loro generalizzazione, rivediamo brevemente il
modo in cui abblamo introdotto le espressioni regolari nella Definizio-
ne 1.52. Esse sono costruite a partire dalle espressioni atomiche 0, e, e
da simbaoli dell’alfabeto, usando le operazioni regolari di unione, concate-
nazione e star, denotate con U, o, e *, rispettivamente. Dal Problema 8.24,
sappiamo che possiamo verificare 'equivalenza di due espressioni regolari
in spazio polinomiale.

Facciamo vedere che permettendo espressioni regolari con piil operazioni
delle usuali operazioni regolari, la complessita dell’analisi delle espressioni
pud crescere in mado drammatico,

Sia 1 'operatore di esponenziazione. Se R & un’espressione regolare
e k & un intero non negativo, scrivere B 1 k£ & equivalente a concatenare
R con se stessa k voite. Scriviamo anche R* come un’abbreviazione per
Rt k. In altre parole,

k

et e,
R*=R+k=RoRo---oR.

e espressioni regolari generalizzate permettono operatore di esponenzia-
zione in aggiunta alle usuali operazioni regolari. Ovviamente, queste espres-
sioni regolari generalizzate, generano ancora la stessa classe di linguag-
gi regolari delle espressioni regolari standard, poiché possiamo eliminare
loperatore di esponenziazione ripetendo 'espressione di base. Sia

EQprext = {{Q, R}} Q ed R sono espressioni regolari

equivalenti con esponenziazicne}.

Per mostrare che EQggys & intrattabile, dimostriamo che & completo per
la classe EXPSPACE. Qualsiasi problema EXPSPACE-completo non
pud stare in PSPACE, men che meno in P. Altrimenti, EXPSPACE
sarebbe uguale a PSPACE, contraddicendo il Corollaric 9.7.

DEFINIZIONE ™ 9.14
Un linguaggio B ¢ EXPSPACE-completo se

1. B € EXPSPACE, e

2. ogni A in EXPSPACE & riducibile in tempo polingmia-
le a B.

TEOREMA  §.15  rreerereeeorseeeeesssesssse st seseatressss s s sssssssss s st st ss s s s s
EQREX? & EXPSPACE-completO




400 CAPITOLO 9 — Intrattabilita

IDEA. Nel misurare la complessita di decisione di Ellgexy, assumiamg
che tutti gli esponenti siano scritti come interi in binario, 'La lunghezza di
una espressione & il numere totale di simboli che essa contiene.

Uno schema di un algoritmo EXPSPACE per EQrexy @ il seguente. .Per
verificare se due espressioni con esponenziazione sona equiva,]entii prima
usiamo la ripetizione per eliminare 'esponenziazione, poi cgl]ver_t%a111() le
espressioni risultanti in NFA. Infine, usiamo una pljocedu.ra di verifica deli
Pequivalenza tra NFA simile a quella usata per decidere il complemento di
ALLNFA 1'1.@11"Esempir} 8.4, .

Per mostrare che un linguaggio 4 in EXPSPACE & riducibile in tem-
po polinomiale a Egexs, utilizziamo la tecnica delle {'iduzm.m attraverso
le storie della computazione che abbiamo inirodotto in Sezione 5.1. La
costruzione & simile alla costruzione fornita nella prova del Teorema. 5.13.

Data una M M per A, progettiamo una riduzione di tempo polinomialﬁa
che assccia a un input w una coppia di espressioni, R) ed Ry, che sono equi-
valenti esattamente quande M accetta w. Le espressiont Ry ed Ky simutano
la computiazione di M su w. L'espressione R, genera semplicemente tui:te.'.
le stringhe sull’alfabeto che consiste dei simboli che possono esser presenti
in storie di computazione. L’espressione Ry genera tutte le st;nnghe che
non corrispondono a storie di computazione di rifiuto. Quindi, 5€ 'ia T™
accetta il proprio input, non esiste alcuna storia di computaz'ione fh rifiuto,
e le espressioni ) ed Ry generano lo stesso linguaggio. Si m?orc.h.che wia
storia di computazione di rifiuto & la sequenza di configurazieni in cui la
macchina transita durante una computazione su un input che termina con
un rifiuto. Si consulti pagina 233 in Sezione 5.1 per un ripasso delle storie
di computazione. o

La difficoltd in questa prova & che la dimensione delle espressioni co-
struite deve essere polinomiale in » (in modoe tale che la riduzione possa
essere eseguita in tempo polinemiale}, mentre la computazione si%nu'ia.ta
potrebbe avere lunghezza esponenziale. L'operazione di esponenziazione
& utile qui per rappresentare una computazione lunga con una espressione
relativamente breve.

DIMOSTRAZIONE. Prima di tutfo presentiamo un algoritmo non
deterministico per verificare se due NFA non sono equivalenti.

N = Sy input (Nj, Na), dove Ny ed Ny sone NFA:
1. Colloca un marcatore su ciascuno degli stati iniziali di N
ed Ny,
2. Ripeti 207% volte, dove ¢; e g2 rappresentano il numero
degli stati in N; ed Ny:
3. Non deterministicamente seleziona un simbolo di input e
cambia le posizioni dei marcatori sugli stati di Ny ed Ny
per simuilare la lettura del simbolo.
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4. 8Se in qualsiasi momentoc un marcatore era stato collocato
sulio stato di accettazione di uno degli automi finiti e non
sullo stato di aceettazione dell’altro automa finito, accetta.
Altrimenti, rifiute.”

Se gli autemi Nj ed Ny sono equivalenti, N chiaramente rifiuta perché
accetta solo quando appura che una macchina accetta una stringa che Paltra.
nou accetta. Se gli automi non sono equivalenti, gualche siringa viene
accettata da una macchina ma aon dali’altra. Una tale stringa deve avere
una lunghezza pari al pit a 20+, Altrimenti, si supponga di usare la
stringa piu corta di questo tipo associata alla sequenza. non deterministica
di scelte. Esistono soltanto 297 modi diversi di collocare | marcatori sugli
statl di Ny ed Ny; quindi, in una stringa pit hunga, le posizioni dei marcatori
debbono ripetersi. Rimuovendo la porzione della stringa tra le ripetizieni, si
otterrebbe una stringa piu corta. Pertanto, 'algoritmo N individuerebbe
questa stringa tra le sue scelte non deterministiche e accetterebbe. I
conseguenza, N opera correttamente.

Llalgoritmo N computa non deterministicamente in spazio lineare. Per-
tanto, il teorema di Savitch fornisce un algoritmo deterministico che usa
spazio O(n*) per questo problema. Di seguito utilizzeremo la forma de-
terministica di questo algoritmo per progettare Palgoritme seguente F che
decide EQgpyy-

E = “Suinput (R, Ry}, dove R; ed R sono espressioni regolari con

esponenziazione:

1. Converti By ed Ry in espressioni regolari eguivalenti B; e
B3 che usano la ripetizione invece deil’esponenziazione.

2. Converti By e By in NFA equivalenti N; ed N3, usando la
procedura di conversione data nella prova del Lemma. 1.55.

3. Usa la versione deterministica dell’algoritmo N per stabilire
se Ny ed Na sono equivalenti.”

L’algoritmo E & ovviamente corretto. Per analizzare la sna complessita di
spazio, osserviamo che 'uso deile ripetizioni per rimuovere Vesponenziazio-
ne pud incrementare la langhezza di un’espressione di un fattore pari a 2¢,
dove [ & la somma delle lunghezze degli esponenti. Pertanto, le espressio-
ni By e By hanno una lunghezza pari al pit a n2™, dove n & la lunghezza
dell’input. La procedura di conversione del Lemma 1.55 fa crescere la di-
mensione linearmente, e quindi gli NFA N ed N hanno al pilt O{n2") stati.
Biscende che, con input di dimensione ({n2™), la versione deterministica
deltalgoritmo N usa spazio O{{(n2"}?) = O{n?*2?"). Pertanto, EQprexs
& decidibile in spazie esponenziale,

A questo punto, mostriamo che EQgexs &€ EXPSPACE-hard. Sia 4 un
linguaggio deciso dalla TM M che computa in spazio 2(7%) per qualche
costante k. La riduzione associa a un input w una coppia di espressioni
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regolarl, R, ed Hp. Lespressione Ry & A* dove, se I' @ sono 'alfabeto
del nastro e ghi stati di M, A = TUQU {#} &lalfabeto che consiste
di tutti i simboli che possono comparire in una storia di computazione.
Costruiamo Uespressione Ry per generare tutte le stringhe che non sono
storie di computazione di rifiuto di M su w. Naturalmente, M accelta w
se e solo se M su w non ha storie di computazione di rifiuto. Pertanto, le
due espressioni sono equivalenti se e solo se M accetta w. La costruzione
procede come segue.

Una storia di computazione di rifiuto per M su w & una sequenza di con-
figurazioni separate da simboli #. Utilizziamo la nostra codifica standard
delle configurazioni laddove un simbolo corrispondente allo stato corrente
viene collocato alla sinistra della posizione corrente della testina. Assumia-
mo che tutte le configurazioni abbiano lunghezza 2("*) & giano completate
sulla destra attraverso simboii blank nel caso fossero pill corte. La prima
configurazione in una storia di computazione di rifiuto & la configurazione
iniziale di M su w. L’uitima configurazione & la configurazione di rifiuto.
Cliascuna configurazione deve seguire dalla precedente in accordo alle regole
specificate dalla funzione di transizione.

Una stringa pud non essere una computazione di rifiuto in diversi mo-
di: pud non iniziare o terminare propriamente. o pud essere scorretta da
qualche parte nel mezzo. L’espressione Ro risulta uguale a Rpag-start U
Rhad-window U Bbad-reject, G0VE ciascuna sottoespressione corrisponde ad uno
dei tre modi in cui una stringa pud fallire.

Costruiamo 'espressione Rpad-stars DET generare tutte le stringhe che non
iniziano con la configurazione iniziale C7 di M su w, come segue. La confi-
gurazione C; somiglia a gowiwy -+ Wruu- U H Seriviamo Hpad-stars COME
I'unione di diverse sottoespressioni per gestire ciascuna parte di Cy:

Rbad-startzSGUSZU s LS, U8y U S,

L'espressione Sp genera tutte le stringhe che non cominciano con ¢p. Sia
quindi Sy l'espressione A_g, A”. La notazione A_y, & un’abbreviazione per
scrivere I'unione di tutti i simboli in A eccetto gg.

L'espressione S; genera tutte le stringhe che non contengono w; nelia
seconda posizione. Sia quindi 51 l'espressione A Ay A*. In generale,
per 1 € ¢ < n, lespressione 5; & APA L, A% Quindi, S; genera tutte le
stringhe che contengono simboli qualsiasi nelle prime i posiziont, qualsiast
simbolo eccetto w; in posizione i+ 1, e qualsiasi stringa di simboli dopo
la posizione i + 1. Si noti che in questo caso abbiamo usato 'operazione
di esponenziszione. In realtd, a questo punto, Pesponenziazione & pill una
convenienza che una necessith perché avremmo invece potuto ripetere ¢
volie il simbolo A senza incrementare eccessivamente la lunghezza dell’e-
spressione. Ma nella sottoespressione seguente, I'esponenziazione & cruciale
al fine di mantenere la dimensione polinomiale.
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L’espressione S, genera tutte le stringhe che non contengono un simbolo
blank in qualche posizione dan+ 2 a 200) | Potremmo introdurre sottoe-
spressioni S,12 fino a S,,x, per tale scopo, Ma poi l'espressione Rhag.star
avrebbe lunghezza esponenziale. Invece, definiamo

Sy = AP AU T2 A AN

Pertanto, S genera tutte le stringhe che contengono simboli qualsiasi nelle
prime 7 + 1 posizioni, simboli qualsiasi nelle successive ¢ posizioni, dove
t p1_16_ variare da (} a2y 2, e qualsiasi simbolo eccetto blank nella
posizione suceessiva.

Infine, 5y genera tutte le stringhe che non hanno un simbolo # in
posizione 2"} 4 1. Sia quindi Sy uguale a A(z(nk)) A_y A

Ora che abbiamo completato la costruzione di Rpag-start, Tivolgiamo la
nostra attenzione al pezzo successivo, Ryad reject- L8sa genera tutte le strin-
ghe che non terminano propriamente; ciog, stringhe che non contengono
una configurazione di rifiuto. Qualsiasi configurazione di rifiuto contiene lo
stato greject, pertanto poniamo

*
~greject "

Rhad-reject =A

Quindi, Rpad.reject genera tutte le stringhe che non contengono greject.
Infine, costruiamo Rpag window: 1 €8pressione che geners tutte le stringhe
per cui una configurazione non conduce correttamente alla configurazio-
ne successiva. Ricordiamo che nella dimostrazione det Teorema di Cook
e Levin, abbiamo stabilito che una configurazione di legalmente un’al-
tra ogni volta che ogni tre simboli consecutivi nella prima configurazione
danno correttamente 1 corrispondenti tre simboli nella seconda configura-
zione in accordo alla funzione di transizione. Quindi, se una configurazione
non ne produce un’altra, errore sara chiaro ad un’analisi dei sei simboli
appropriati. Utilizziamo questa idea per costruire Epad-window:

Boad-window = U A abe A(Q(nk)izz) def AN
bad(abe,def)

dove bad(albe, def ) significa che abe non produce def in accordo alla funzione
di transizione. L’unione & presa solo su tali simboli a, b, ¢, d, ¢, ed f in
A. La figura che segue illustra la posizione di questi simboli nella storia di
computazione.

Per calcolare la lunghezza di Ry determiniamo la lunghezza degli espo-
nenti cheksono presenti in essa. Sono presenti diversi esponenti di grandezza
circa 20""), e la loro lunghezza totale in binario & O(n*). Pertanto, la
lunghezza di Ry & polinomiale in n.
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FIGURA 9.16

Posiziont corrispondenti in configurazioni adiacenti

9.2
RELATIVIZZAZIONE

La dimostrazione che EQgex, ¢ intrattabile poggia sul metodo della diago-
nalizzazione. Perché non proviame che SAT & intrattabile alio stesso modo?
Forse potremmo usare la diagonalizzazione per mostrare che una TM non
deterministica di tempoe polinomiale pud decidere un linguaggio di cui s
pud dimostrare la non appartenenza a P. In questa sezione introduciamo il
metodo della relativizzazione per dare un’evidenza forte contro la possibi-
Hita di risolvere la questione P diverso da NP utilizzando una dimostrazione
basata sulla diagonalizzazione.

Nel metodo della relativizzazione modifichiamo il nostro modello di com-
putazione fornendo alla macchina di Turing alcune informazioni essenziali
“gratuitamente.” A seconda di guale informazione viene realmente forni-
ta, la TM pud essere in grado di risolvere alcuni problemi pin facilmente di
prima.

Per esempio, si supponga di concedere alla TM la capacitia di risolvere
il problema della soddisfacibilita in un singolo passc, per formule booleanc
di qualsiasi dimensione. Non importa come quest’azione venga realizeata
- si immagini una “scatola nera” collegata che da alla macchina questa
capacita. Chiamiamo la scatola nera un orecolo per enfatizzare che essa
non corrisponde necessariamente ad un dispositive fisico. Ovviamente, la
macchina potrebbe usare 'oracolo per risolvere qualsiasi problema in NP
in tempo polinomiale, indipendentemente da se P & uguale a NP, perché
ogni problema in NP & riducibile in tempo polinomiale al problema della
soddisfacibilith. Una tale TM si dice che computa relativarnente al problema
della soddisfacibilita; da cui il termine relativizzazione.

In generale, un oracolo pud corrispendere a gualsiasi linguaggio parti-
colare, non soltanto al problema della soddisfacihilith. 'oracolo permette
alla TM di verificare U'appartenenza al linguaggio senza dover realmente
calcolare la risposta,

Formalizzeremo questa nozione tra breve. Probabilmente i lettore ricor-
da che abbiamo Introdotto gli oracoli in Sezione 6.3. Li li abbiamo definiti
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al fine di classificare i problemi in accordo al grado di irrisolvibilits. In que-
sto caso utilizziamo gli oracoli per comprendere meglio il potere del metodo
della diagonalizzazione.

DEFINIZIONE 8,17

Un oracolo per un linguaggio 4 & un dispositive che
& capace di segnalare se una qualsiasi stringa w & un elo-
mento di 4. Una maechina di Turing con oracolo M4
& una macchina di Turing modificata che dispone delia ca-
pacita aggiuntiva di interrogare un oracolo circa A. Ogni
volta che M4 scrive una. stringa sullo speciale nastro del-
’oracolo, 1a macchina sa se la stringa & un elemento di A
in un singolo passe di computazione.

Sia P Ia classe dei Hnguaggi decidibili con una macchina
di Turing di tempo polinomiale che usa l'oracolo A. Allo
stesso modo definiamo la classe NP4,

ESEMPIC 9.18

Comne anticipato precedentemente, la computazione relativa al probiema,
della soddisfacibilitd contiene tutti i problemi in NP. In altre parole,
NP C P%7T. Incltre, coNP C PSAT perché P47 esgendo una classe
di complessita deterministica, & chiusa rispetto alla complementazione.

ESEMPIHD  G.10 it nst st saseessns s s s snes a8t s e see st st eemee s s st

Proprio come P47 contiene linguaggi che crediamo non siano in P, la ciasse

NPT contiene Iinguaggi che crediamo non siano in NP. I} complemento
del linguaggio MIN-FORMULA che abbiamo definito nel Problema 7.21 a
pagina 348 fornisce uno di tali esempi.

MIN-FORMULA non sembra appartenere a NP (anche se la sua effettiva
appartenenza a NP non & nota). Tuttavia, MIN-FORMULA & in NPSAT
perché una macchineg di Turing non deterministica di tempo polinomiale
con un oracolo per SAT pud verificare se ¢ & un elemento come segue.
Prima di tutto, il problema della non equivalenza di due formule booleane
& risolvibile in NP e, quindi, il problema dell’equivalenza & in coNP perché
una macchina non deterministica pud trovare Passegnamento su cui le due
forinule assumeno valori differenti. Poi, la macching non deterministica per
MIN-FORMULA individua non deterministicamente la pit piccola fornmia
equivalente, verifica se essa & realmente equivalente usando P'oracolo per
SAT e accetta se lo é.
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1 limiti del metodo della diagonalizzazione

Il prossimo teorema presenta due oracoli A e B, per i quali si
pud dimostrare che P4 ed NP4 sono differenti, mentre P8 ed NPF sono
uguali. Questi due oracoli sono importanti perché la loro esistenza indi-
¢a che & improbabile risolvere la guestione P diverso da NP attraverso il
metodo delia diagonalizzazione.

Ii cuore det metodo della diagonalizzazione sta nella simulazione di una
macchina di Turing tramite un’altra. La simulazione viene fatta in modo
tale che la maechina simulante possa determinare il comportamento del-
I’altra macchina e poi comportarsi differentemente. Si supponga di dare a
qgueste due macchine di Turing oracoli identici. Successivamente, ogni volta
che la macchina simulata interroga ’oracolo, il simulatore fa o stesso; e per-
tanto, la simulazione pud procedere come in precedenza. Di conseguenza,
qualsiasi teorema dimostrato per macchine di Turing utilizzando soltanto
il metodo delia diagonalizzazione continuerebbe ancora a valere qualora ad
entrambe le macchine fosse dato lo stesso oracolo.

In particolare, se potessimo provare che P ed NP sono diversi attraverso
la diagonalizzazione, potremmo concludere che sono differenti anche relati-
vamente & gualsiasi oracolo. Ma PE ed NPP sono uguali, quindi una tale
conclusione & falsa. Pertanto la diagonalizzazione non & sufficiente per se-
parare queste due classi, Analogamente, nessuna dimostrazione che st basa
su una semplice simulazione potrebbe dimostrare che le due classi sono le
stesse perché tale risultato mostrerebbe che esse sono le stesse relativamente
a qualsiasi oracolo; ma in realtd, PA ed NP* sono differenti.

TEOREMA 9.20

1. Esiste un oracolo A per cui P4 # NP4,
2. Esiste un oracolo B per cui PP = NP5,

IDEA. Loracolo B & facile da esibire. Sia B un qualsiasi problema
PSPACE-completo, come per esempio TQBF.

L'oracolo A lo esibiamo per costruzione. Progettiamo A in modo tale che
un determinato linguaggio L4 in NP4 richieda (in un modo che sia dimo-
strabile) una ricerca esaustiva, e quindi L4 non pud stare in P4, Pertanto
possiamo concludere che PA £ NPA. La costruzione prende in conside-
razione ogni macchina con oracolo di tempo polinomisle e garantisce che
ciascuna di esse fallisca nel decidere il linguaggio La.

DIMOSTRAZIONE. Sia B il linguaggio TQBF. Sussistono le seguenti
inclusioni

1 2 3
NPT9BF ¢ NPSPACE & PSPACE C pT@5F,
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L'inclusione 1 vale perché possiamo convertire la TM con oracolo non de-
terministica di tempo polinomiale in una macchina non deterministica di
spazio polinomiale che computa le risposte alle interrogazioni riguardo a
TQBF invece di usare 'oracolo. L’inclusione 2 segue dal teorema di Sa-
viteh. Liinclusione 3 vale perché TQBF & PSPACE-completo. Pertanto,
risulta PTO8F = NpT@EF,

Nel seguito mostriamo come costruire I'oracolo A. Per ogni oracolo A,
sia L4 la collezione di tutte le stringhe per cui esiste una stringa di eguale
lunghezza che & presente in A. Quindi,

La={w| 3z A {lz}=|wll]}.

Ovviamente, per qualsiasi A. il linguaggio L 4 appartiene ad NP4,

Per mostrare che L4 non appartiene a P4, progettiamo A come segue.
Sia My, My, ... ana lisia di tutte le TM con oracolo di tempo polinomiale.
Possiamo assumere per semplicita che M; computi in tempo n'. La costru-
zione procede per fasi, dove la fase ¢ costruisce una parte di A che garantisce
che Mf‘ non decide L4. Costruiame A dichiarando che determinate strin-
ghe appartengono ad A mentre altre non vi appartengono. Ciascuna fase
determina lo stato soltante di un numero finito di stringhe. All'inizio non
abbiamo alcuna informazione su A, Cominciamo con la fase 1.

Fase i. Fino ad ora, un numero finito di stringhe sono state dichiarate ap-
partenenti o non appartenenti ad A. Scegliamo n maggiore della lunghezza
di ciascuna di queste stringhe e abbastanza grande da far si che 2" risulti
maggiore di n, il tempo di esecuzione di M;. Mostriamo come estendere
le nostre informazioni su A in modo tate che M accetti 1™ ogni volta che
questa stringa non appartiene a L 4.

Mandiamo in esecuzione M; sullinput 1" e rispondiamo alle sue interro-
gazioni all’oracolo come segue. Se M, usa per Iinterrogazione una stringa
y il cui stato gia & stato determinato, rispondiamo consistentemente. Selo
stato di y & indeterminato, rispondiamo NO all’interrogazione e dichiariamo
y non appartenente ad A. Continuiamo la simulazione di M; fino a quando
essa si arresta.

Guardiamo ora la situazione dal punto di vista di M;. Se trova una strin-
ga di lunghezza n in A, dovrebbe accettare perché sa che 1" appartiene ad
L 4. Se M; stabilisce che tutte le stringhe di lunghezza n non appartengono
ad A. dovrebbe rifiutare perché sa che 1 non appartiene & L 4. Tuttavia,
essa non dispone di tempo a sufficienza per chiedere su tutte le stringhe di
lunghezza n, ed abblamo risposto NO ad ognuna delle interrogazioni che ha
fatto. Pertanto guando M; si ferma e deve decidere se accettare o rifiutare,
non possiede informazione a sufficienza per esser certa che la sua decisione
risulti corretta.
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il nostro obiettivo & garantire che ia sua decisione non sia corretta, Faceia-
mo cid osservando la sua decisione e poi estendendo A in modo tale che il
contrario sia vero. Specificamente, se M, accetta 1", dichiariamo tutte le
stringhe rimanenti di lunghezza n non appartenenti ad 4 e quindi determi-
niamo che 1% non appartiene a L. Se M; rifivta 1", troviame una stringa
di lunghezza n che Af; non ha usato per un'interrogazione e dichiariamo
questa stringa appartenente ad A per garantire che 1™ appartengsa ad L.
Una tale stringa deve esistere perché M; rests in esecuzione per nt passi,
che & meno di 27, i numero totale di stringhe di lunghezza n. In entrambi
i casi abbiamo assicurato che Mf nom decide L 4.

Completiamo la fase i dichiarando arbitrariamente che qualsiasi stringa
di lunghezza al pitt n, il cui stato rimane indeterminato a questo punto,
non appartiene ad A. La fase { & completa e procediamo con la fase i + 1.

Abbiamo mostrato che nessuna T™ con oracole di tempo polinomiale
decide L, con I'oracolo A, provando con cid il teorema.,

It conclusione, il metodo della relativizzazione ci dice che per risolvere la
questione P diverso da NP dobbiamo analizzare le computazioni, non me-
ramente simularle. In Sezione 9.3 introdurremo un approccio che potrebhe
condurre ad ur’analisi di questo tipo.

9.3
COMPLESSITA DE! CIRCUITI

T calcalatori vengono costruiti a partire da congegni elettronici cablati as-
sieme in un progetto chiamato circuito digitale. Possiamo anche simulare
modelli teorici, come le macchine di Turing, con la controparte teorica dei
circuiti digitali, chiamata circusti booleani. Stabilendo la connessione tra
TM e circuiti booleani si raggiungono due scopt. In primo luogo, i ricercato-
ri credono che i circuiti forniscano un modelio computazionale conveniente
per attaccare la questione P diverso da NP e questioni collegate. In secondo
luogo, i circuiti forniscono una prova alternativa del teorema di Cook e Le-
vin che SAT & NP-completo. Copriremo entrambi gli argomenti in questa
sezione.

DEFINIZIONE .21

Un circuito booleano & una collezione di porte e input
connessi da fili. I cicli non sono permessi. Le porte assu-
mono tre forme: porta AND, porta OR, e porta NOT, come
mostrato schematicamente nella figura seguente.
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¢ ¢ o

output
AND OR NOT

FIGURA 9.22
Una porta AND, una porta GR, ed una porta NOT

Ifill in un cirenito booleano trasportanc i valori booleani G e 1. Le porte
sono semplicl processori che computanc le funzioni hocleane AND, OR, e
NOT. La funzione AND da in output 1 se entrambi j suoi input sono 1 e
da in output 0 altrimenti. La fimzione or da in output (i se entrambi i suoi
input sono 0 e di in output 1 altrimenti. La funzione NOT da in output
P'opposto del suo input; in altre parcle, da in output un 1 se il suo input & §
ed uno 0 e 1 suo input & 1. G input sono etichetfati con z1,...,x,. Una
delle porte viene designata come la porta di output. La figura seguente
rappresenta un circuito booleanc.
variabile %1 g T3

di input T | ™

porta di output

FIGURA 9.23
Un esempio di circuito booleane

Un circuito booleano calcola un valore di output a partire da una specifica
degli input, prepagando i valori lungo i fili e caleolando la funzione associata
alle rispettive porte fino a quando viene assegnato un valore alla porta di
output. La figura seguente mostra un cireuito booleano che calcola un
valore a partire da una specifica dei suoj input.

input 0 1 0
g 2y Ty

T

i output

FIGURA 9.24
Un esernpio di calcolo di un circuito booleano



410 CAPITOLO 9 — Intrattabilita

Utilizziamo le funzioni per descrivere il comportamento input/output dei
circuiti booleani. Associamo ad un circuito booleano ¢ con n variabi-
li di input, una funzione fc: {0,1}*—>{0,1} dove, se C da in output
b quando 1 suoi input zj,...,Tn 8SSUMONO i valori ai,...,8n, SCriviamo
folay,....an) = b Diciamo che € calcola la funzione fo. Qualche
vaolta considereremo circuiti booleani che hanmo porte di output multi-
ple. Una funzione con k bit di output calcola una funzione il cui range

& {0,11%.

ESEMPtO 9.25 ............................................................................
La funzione di paritéd con n input parity,: {0,4}*——{0,1} da in out-
put 1 se un numero dispari di 1 compare pelle variabili di inpus. B
circuito in Figura 9.26 calcola parity,, la funzione di parita su 4 varia-
hili.

FIGURA 9.26 o
Un circuito booleano che calcola la funzione di paritd su 4 variabili

Utilizzeremo di usare i circuiti per verificare 'appartenenza ai linguag-
gi, una volta che siano stati opportunamente codificati in {0,1}. Un
problema che sorge & che ogni particolare circuito pud gestire soltanto in-
put di una qualche lunghezza fissata, mentre un linguaggio puod contenere
stringhe di differenti lunghezze. Pertanto, per adempiere a questo com-
pito, invece di usare un singolo circuito per verificare I'appartenenza ad
un linguaggio, utilizzeremo una intera famiglia di circuiti, uno per ogni
lunghezza dell’input. Formalizziamo questa nozione nella definizione che
segue.

—
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T DEFINIZIONE  9.27

Una famiglia di circuiti C' & una lista infinita di circuiti,
(Cy,C1,Cy, ...}, dove O ha n variabili di input. Diclamo
che € decide un linguaggio A su {0,1} se, per ogni stringa
w,

weA seesolose OCp(w)=1,

dove n & la lunghezza di w.

La taglia di un circuito & il numero di porte che esso contiene. Bue circuiti
sono equivalenti se hanno lo stesso numero di variabili di input e danno in
output lo stesso valore per tutii gli assegnamenti alle variabili di input. Un
circuito & di taglie minimale se nessun circuito pit piccolo & equivalente
ad esso. Il problema della minimizzazione dei circuiti ha ovvie applicazioni
ingegneristiche 1na & molto difficile da risolvere in generale. Anche il pro-
blema di verificare se un circuito particolare & minimale non sembra essere
risolvibile in P o in NP. Una famiglia di circuiti & minimale se ogni C; nella
lista & un circuito minimale. La complessitd di taglie di una famiglia di
cireuiti (Cy, C1,Cs,.. ) & la funzione f: A-— N, dove f(n) & la taglia di
C,,. Possiamo far riferimento semplicemente alla complessita di una fami-
glia di circuiti, invece che alla complessitd di taglia, quando risulta chiaro
che stiamo parlando deila taglia.

La profonditd di un circnito & la luinghezza {numerco di fili) del cam-
mino pitt lunge da una variabile di input alla porta di output. Definiamo
circuiti e famiglie di circuiti di minima profondita e la complessitd di
profondita di famiglie di circuiti, cosi come abbiameo fatto con la taglia dei
circuisi. La complessita di profondita dei circuiti € di particolare interesse
nella Sezione 10.5 che riguarda il caleolo parallelo.

T DEFINIZIONE 9.28
La complessitd di cireuito di un linguaggio & la comples-
sitd di taglia di una famiglia di circuiti minimale per quel
linguaggio. La complessitd di profonditd di circuito
di un linguaggio viene definita analogamente, utilizzando la
profondita invece della taglia.

ESEMPIO 9.29

Possiamo facilmente generalizzare |'Esempio 9.25 per produrre circuiti che
computane la funzione di paritd su n variabili con O(n) porte. Un meodo
per far ¢id & costruire un albero binario di porte che calcola la funzione XOR,
dove la funzione XOR coincide con la funzione paritys,, e poi implementare
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ciascuna porta XOR con due NOT, due AND, ed un OR, come abbiamo fatto

nell’esempio precedente.

Sia A i} linguaggic di stringhe che contengono un numero dispari di 1.
Altora A ha complessita di circuito Ofre).
La complessitad di circuito di un linguaggio ¢ connessa alla sua comples-
sitd temporale. (Jualsiasi linguaggio con una complessita di tempo piccola
ka anche una complessita di circuito piccola. come stabilisce it teorema
seguente.

TEOREMA 6.30

Sia : N s A una funzione, dove t{n} > n. Se A € TIME(t{n}), allora A
ha complessita di cirenito G(17(n)).

Questo teorema fornisce un approceio per provare che P o NP, attraver-
so i} quale cerchiamoe di dimostrare che un gualche linguaggio in NP ha
complessita di circuito piu che polinomiale.

IDEA. Sia M una T™ che decide A in tempo i(n). {(Per semplicita, igno-
riamo il fattore costante in O{f{n}), il tempo di esecuzione reale di M.) Per
ogni n, costruiamo un circuito ), che simula M su input di lunghezza n.
Le porte di (), sono organizzate per righe, una per clascuno dei t{n) passi
nel calcolo di M su un input di lunghezza n. Ogni riga di porte rappresenta,
la configurazione di M al passe corrispondente. Ogni riga & collegata alla
riga precedente affinché possa calcolare la sua configurazione a partire dal-
la configurazione della riga precedente. Modifichiamo M in mode tale che
Yinput sia codificato in {0,1}. Inoltre, quandc M sta per accestare, faccia-
mo 81 che essa muova la sua testina sulla cella del nastro pitt & sinistra e
scriva il sitnbolo w su detta cella prima di entrare nello stato di accettazione.
In guesto modo possiama designare una porta nella riga finale del circuito
come porta di output.

DIMOSTRAZIONE.  Sia M = {€Q. 5,1, 9, 40, Qacceps» Ureject) UnA macchina
che decide 4 in tempo #{n), e sia w un input di lunghezza n per M. Defi-
niamo un tableau per M su w come una tabella di dimensione #{n) = t{n},
le cui righe sono configurazioni di M. La riga superiore del tableau con-
tiene la configurazione iniziale di M su w. La i-esima riga contiene la
configurazione al passo i-esimo def calcolo.

Per comodita in questa dimostrazione modifichiamo it formato di rap-
presentazicne delle configurazioni. Invece del vecchio formato, descritto a
pagina 176, dove lo stato compare alla sinistra del simbole che la testina
sta leggendo, rappresentiamo sia lo stato che il simbole di nastro sotto la
testing del nagtro atiraverso un singolo earattere composto. Per esempio,
se M si trovasse nello stato g ed il suo nastro contenesse la stringa 1011
con la testina che legge il secondo simbolo da sinistra, it vecchio formato
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sarebbe 1¢011 mensre il nuovo sarebbe 1gOj11 - dove il carattere composto
rappresenta sia ¢, o stato, sia 0, il simbolo sotto la testina.

Ogni cella del tableau pud contenere un simbolo di nastro {apparte-
nente a I') o una combinazione di uno stato e di un simbolo di nastro
(appartenenie a ¢ x ['}. La cella definita dalla riga i-esima e dalla co-
lonna j-esima del tableau & cellli,j]. La riga superiore del tablean & allora
cell[1,1],.... cell[t,t(n)] ¢ contiene la configurazione iniziale.

Facciamo due assunzioni sulla TM M nel definire Ia nozione di tableau.
Prima di tutto, come anticipato nell'idea della prova, M accetta solo quan-
do la sua testina si trova sulla cella pit a sinistra del nastro e detta cella
contiene il simholo w. In secondo lnoge, una volta che M si & arrestata,
resta nella stessa configurazione per tutti i passi futuri. Pertanto, guardan-
do la cella pitt a sinistra nella riga finale del tablean, cell[t(n), 1], possiamo
stabilire se M ha accettato. La figura seguente mostra parte del tableau
per M sali'input 0010,

I 23 N t{n)
celii] im0 0111010y +| configurazione iniziale
e seconda configurazione

p=]
p=l

celljt(n), 1} ' .y
posizione 1 o
di accettazione

FIGURA 9.31
Un tableau per M su input 0010

t(ny-esima configurazione

Il contenute di ciascuna cella viene determinato da celle specifiche della
riga precedente. Se conosciamo i valori di cellli ~ 1,7 — 1], cellli — 1, 7],
e di celili — 1,7 + 1), possiamo ottenere il valore di cell]i, j] attraverso la
funzione di transizione di M. Per esempio, la figura che segue ingrandisce
una porzione del tableau in Figura 9.31. 1 tre simboli superiori, 0, 0, ed
1, sono simboli di nastro senza stati, pertante i} simbolo centrale deve
rimanere unco 0 nella riga successiva, come mostrato,

01011
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A guesto punto possiamo iniziare a costruire i} circuito (5. Esso dispone
di diverse porte per ogni cella nel tablean. Queste porte calcolano il valore
di una cella dai valori delle tre celle che hanno influenza su di essa.

Al fine di rendere la costruzione piii semplice da descrivere, aggiungiamo
luci che mostrano Poutput di alcune delle porte nel circuito. Le luci hanno
solo scopt illustrativi e non influenzano le operazioni del circuito.

Sia £ il numero di elementi in I’ U (@ x T'). Crelamo k luci per ogni
cella nel tableau - una luce per ogni elemento di I', ed una luce per ogni
elemento di (Q x I') - ovvero un totale di kt*(n) luci. Chiamiamo queste
luci light[i, 7, 5], dove 1 < i,7 < t{n) ed s € 'U{Q xT}. La condizione delle
luci int una cella indica il contenuto di quella cella. Se lightfi, 7, s] & accesa,
cellii, 7] contiene il simbolo s. Naturalmente, se il circuito viene costruito
opportunamente, per ogni cella dovrebbe essere accesa una sola luce.

Prendiamo una delle luci - diciamo, Hghtl[t, 7, sl in cellli, 7. Questa luce
dovrebbe essere accesa se la cella contiene il simbolo s. Consideriamo le tre
celle che influenzano cellli, | e determiniamo quali tra i loro possibili asse-
gnamenti portano cell[i, j] & contenere s. (Juesta individuazione pud essere
effettuata esaminande la funzione di transizione &.

Supponiamo che se le celle cellli—1,5—1], cellli—-1,7}, e cellli—1,j+1]
contengono a, b, e ¢, rispettivamente, cellfé, j] contiene s, in accordo a 4.
Cabliamo il circuito in modo tale che se light[i—1,7—1,a], kght[i—1,7,b], e
lightli — 1,7 + 1, ¢] sono accese, atlora & accesa anche light[i, j, s1. Facciamo
cid connetiendo le tre uci al livello 4 — 1 ad una porta AND il cui output
& connesso a light[i, 7, 5].

In generale, molteplici assegnamenti differenti (a1, by, 1), {ag, bo, c2), ...,
(ag, by, ¢;) per celili—1,7—1], cellfi -1, 5], e cellli—1, j+ 1] possono portare
cellli, j] a contenere s. In questo caso, cabliamo il circuito in modo tale
che per ogni assegnamento a,, b;, ¢;, le rispettive luci siano connesse ad una
porta AND e tutte le porte AND siano connesse ad una porta OR. Questa
circuiteria & illustrata nella figura seguente.

@OM@’@O

©®---0

FIGURA 0.32
Circuiteria per una luce
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La circuiteria appena descritta viene ripetuta per ogni luce, con poche ec-
cezioni ai confini. Ogni cella al confine sinistro del tableau - ciog, cellli, 1]
per 1 < i < t{n) - ha solo due celle precedenti che influenzano il suo conte-
nuto. Le celle al confine destro sono simiii. In questi casi modifichiamo la
circuiteria per simulare il comportamenio della TM M in questa situazione.

Le celle nella prima riga non hanno predecessori e vengono gestite in
modo speciale. Queste celle contengono la configurazione iniziale e le lo-
ro luci sono cablate con le variabili di input. Pertanto, light{1,1,[go1}]
& connessa all’input un perché la configurazione iniziale comincia con il
simbolo dello stato iniziale gg e con la testina su w;. Analogamen-
te, light(1,1,[go0]] & connessa tramite una porta NOT allinput w:. Inol-
tre, light{1,2,1],...,light{l, n, 1] sono connesse agh input wy,...,w,, e
Light[1,2,0], ..., light[L,n, 0] sono connessi attraverso porte NOT agli input
w9y, ..., w, poiché la stringa di input w determina questi valori. In aggiun-
ta, light{l,n+1,u},..., light][1, t(n}, ] sono accese perché le celle rimanenti
nella prima riga corrispondono alle posizioni sul nastro che inizialmente
sono w. Infine, tutte le altre tuci nella prima riga sono spente.

Finora abbiamo costruito un circuito che simuta M fino al suo passo
t(n)-esimo. Cid che resta da fare & designare una delle porte come porta
di output del circuito. Sappiamo che M accetta w se si trova in uno stato
di accettazione gaccept Su una cella contenente u all'estremita sinistra del
nastro al passo t(n). Pertanto, designiamo come porta di output la por-
ta connessa a light[t(n), 1, Gacceprty]- La dimostrazione del teorema & cosi
completa.

Oltre a legare la complessita di circuito alla complessita di tempo, il Teo-
rema 9.30 di una dimostrazione alternativa del Teorema 7.27, il teore-
ma di Cook e Levin, come segue. Diciamo che un circuito booleano
& soddisfacibile se esiste un assegnamento per input che porta il cir-
cuito a dare in output 1. Il problema della soddisfacibilitaé dei circuiti
decide se un circuito & soddisfacibile. Sia

CIRCUIT-SAT = {{C}} C & un circuito booleano soddisfacibile}.

Il Teorema 9.30 mostra che i circuiti booleani hanno la capacita di si-
mulare le macchine di Turing. Usiamo questo risultato per provare che
CIRCUIT-SAT & NP-completo.

TEOREMA 0,33 oo,
CIRCUIT-SAT & NP-completo.
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DIMOSTRAZIONE., Per dimostrare il teorema dobbiamo mostrare che
CIRCUIT-SAT appartiene a NP, e che gualsiast linguaggio A apparte-
nente a NP & riducibile a CIRCUIT-SAT. 1a prima aflfermazione & ovvia.
Per la seconda, dobbiamo fornire una riduzione di tempo polinomiale f che
associa a stringhe circuiti, dove

flw) = {C)
implica che
we A <= il circuito hooleano €' & soddisfacibile.

Poiché appartiene a NP, A possiede un verificatore di tempo polinomiale
V 1l cui input ha la forma (2. ¢}, dove ¢ pud essere il certificato che mostra
che z appartiene ad A. Per costruire f, ricaviamo # circuito che simula
V' usando il metodo del Teorema 8.30. Associamo agli input del circuito
che corrispondeno a « 1 simboli di w. T soll input rimanenti del cireuito
corrispondono al certificate ¢. Chiamiamo questo circuito € ¢ lo diamo in
output.

Se ' & scddisfacibile, esistee un certificato, e quindi w appartiene ad
A. Al contrario, se w appartiene ad A, un certificato esiste, e quindi
& soddisfacibile.

Per far vedere che questa riduzione ha terape di esecuzione polinomia-
le, osserviamo che nella dimostrazione del Teorema 9.30 la costruzione del
circuito pud essere fatta in tempo polinomiale in n. Il tempo di esecuzione
del verificatore & n¥ per qualche k&, pertanto la taglia del cirenito costruito
& O{n?"). La struttura del circuito & abbastanza semplice (in realtd es-
sa & altamente ripetitiva), pertanto il tempo di esecuzione della riduzione

& O(n?).

Mostriamo ora che 3SAT & NP-completo, completando la dimostrazione
alternativa del teorerma di Cook ¢ Levin.

TEOREMA G341 A et s s
35AT & NP-completo.

IDEA.  35AT appartiene ovviamente a NP. Mostriamo che tutti i lin-
guaggl appartenenti a NP si riducono & 3SAT in tempo polinomiale. Lo
facciamo riducendo CTRCTUIT-SAT a 35AT m tempo polinomiale. La ridu-
zione converte un circuito € in una formula ¢. per cui € & soddisfacibile se
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e solo se ¢ & soddisfacibile. La formuia contiene una variabile per ciascuna
variabile e per ciascuna porta del cireuito.

Concettualmente Ja formula simula #l circuito. Un assegnamento che
soddisfa ¢ contiene un assegnamento che soddisfa €. Esso contiene anche
i valori di ciascuna delle porte di € durante i} caleole di € su un suo
assegnatmento. In effetti, ]'assegnamento che soddisfa ¢ “individua” Pintera
computazione di ' sul suo assegnaments, e le clausole di ¢ verificano la
correttezza della computazione. In aggiunta. ¢ contiene una clausola che
impone che 'output di € sia 1.

DIMOSTRAZIONE. Diamo una riduzione di tempo polinomiale f da
CIRCUIT-SAT a 35AT. Sia ' un circuito contenente ghi input x3,..., ¢

e le porte g1,..., 9. La riduzione costruisce a partire da ¢ una formula
¢ con variabili xy, .. 2 g0, g Ogni variabile di @ corrisponde ad

un filo in €. Le variabili 2; corrispendone ai fili di input, e le variabili ¢
corrispondono at fili di output delle porte. Rinominiamo le varialsli di ¢
COME W, ..., W im-

Descriviamo ora le clausole & o, Scriviame le clausole di @
pitl intuitivamente usando le implicazioni. Ricordiamo che possiamo con-

porta NOT in ' con filo di imput w; e filo di output w; & equivalente
all’espressione
(W — wy) A (uy — T7),

che a sua volta da le due clausole
(w; v wy) A (T V).

$i osservi che entrambe le clausole sono soddisfatte se e solo se vie-
ne fatto un assegnamento alle variabili wy e wy che corrisponde alla
funzionalitd corretta della porta NOT.

Ogni porta AND in C con input wy e w; ed output 1wy, & equivalente a

(@ ATG5) - ) A (W Awy) — A (0 A7) = ) A ((ws Awy ) — o),
che a sua volta da le quattro clausole
(s Vowy V) A {w VI V) A {wg Vo VER) A8V TV wg).

Analogamente, ogni porta OR in C con input wy e w; ed output wy
& equivalente a

((wintg) — ) A ([ Avog) = wg) A (g AT;) - wg) A ((wiAwy) — ),
che a sua volta da le guatiro clausole

{ws Vo VIR A (g VIS V) A (T Vo Vo) A (T VTGV ).
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In entrambi i casi, tutte e quattro le clansole sono soddisfatte quando viene
effettuato un assegnamento alle variabili w;, wy, e wg, che corrisponde alla
corretta funzionalita della porta. Inoltre, aggiungiamo la clausola (wm) a
¢, dove uy, & la porta di output di C.

Alcune delle clausole deseritte contengono meno di tre letterali. Espan-
diamo queste clausole alla dimensione desiderata ripetendo letterali. Per
esempio, espandiamo la clausola (wp,) alla clausola equivalente (W VW V
wm ). Cid completa la costruzione.

Proviamo brevemente che la costruzione funziona. Se esiste un assegna-
mento che soddisfa ¢, otteniamo un assegnamento che soddisfa ¢ deter-
minando i1 valore delle variabili ¢ in accordo alla computazione di C' su
questo assegnamento. Viceversa, se esiste un assegnamento che soddisfa ¢,
esso fornisce un assegnamento per C' perché descrive Pintera computazione
di € dove il valore di output & 1. La riduzione pud esser fatta in tem-
po polinomiale perché & semplice da calcolare e la dimensione dell'output
& polinomiale (in realtd lineare) nella taglia deil'input.

ESERCIZ1

49,1 §i provi che TIME{2") = TIME(2"™).
Ag.2 Si provi che TIME(2") C TIME(2*").
29.3 Si provi che NTIME(n} ¢ PSPACE.
9.4 Si faccia vedere come il cireuito riportato in Figura 9.26 computa sull’input 0110,
mostrando i valori calcolati da tutte le porte, come fatto in Figura 9.24.
9.5 Si fornisca un cireuito che calcola la funzione di parita su tre variabili di input e si
“mostri come computa sull'input 011.
9.6 S5i provi che se A € P, allora P*=P.
9.7 Si forniscano espressioni regolari con esponenziazione che generano i seguenti
linguaggi sullalfabeto {0,1}.
“a. Tutte le stringhe di lunghezza 500
Ab. Tutte le stringhe di lunghezza 500 o meno
Ac. Tutte le stringhe di lunghezza 500 o pilt
A4, Tutte le stringhe di lunghezza diversa da 500
Tatte le stringhe che contengono esattamente 500 simboli 1
Tutte le stringhe che contengono almeno 500 simboli 1
Tutte le stringhe che contengono al pit 500 simbeli 1
Tutte le stringhe di lunghezza 500 o pilt che contengono uno 0 nella 500-esima
posizione
Tutte le siringhe che contengono due ¢ che hanno almeno 500 simboli tra
loro

FEow e
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9.8 Se R & un’espressione regolare, sia R'"™ " la rappresentazione dell’espressione
RPUR™y .. uR"
Si mostri come implementare l'operatore ™™} usando 'operatore ordinario per
I'esponenziazione, ma senza - ",
9.9 Si mostri che se NP = P547, allara NP = coNP.
9.10 1l Problema 8.28 ha mostrato che Aiga & PSPACE-completo.
a. Sappiamo se Aiga € NL? Si motivi la risposta.
b. Sappiamo se Aiaa € P7 8i motivi la risposta.
9.11 Si mostri che il linguaggio MAX-CLIQUE dal Problema 7.19 appartiene a P57

PROBLEMI

9.12 Ricordiamo «<he € possibile considerare circuiti che damno in outpuf strin-
ghe su {0,1} utilizzando molteplici porte di output. Si assuma che
add,.: {0,1}%"—={0,1}""" prenda due interi binari di n bit e produca la som-
ma di ® + 1 bit. Si mostri che & possibile calcolare la funzione add,, con circaiti di
taglia Ofn).

9.13 Si definisca la funzione majority,, : {0,1}*— {0,1} come

0 Y <n/f2;
1 Yzzn/2.
Quindi, la funzione majority,, restituisce il voto di maggiorapza degli input. Si
mostri che majority,, pud essere calcolata con:
a. Circuiti di taglia O{(n?).
b. Circuiti di tagha O{nlogn). (Suggerimemo: si divida ricorsivamente il
numero di input a meta e si usi il risultato del Problema 9.12.)

majority, (T1,...,Zn) = {

"9.14 Si definisca la funzione majority,, come nel Problems 9.13. 81 mostri come potrebbe
essere calcolata con circuiti di taglia O(n).

9.15 Siano A e B due oracoli. Uno di essi & un ol'acoilo per TQBF, ma non si sa quale dei
due. Si fornisca un algoritme che abbia accesso sia ad A che a B, e che garantisca
di risolvere TQBF in tempo polinomiale.

9.16 5i provi che esiste un oracolo ¢ per il quale NPY # coNPC.

9.17 Una maecchina di Turing con oracolo a k-query & una macchina di Turing con
oracolo a cui & permesso di effettuare al piu &k interrogazioni su ogni input. Una
macchina di Turing a k-query M con un oracclo per A & denotata con AMAE 8
definisca P** come la collezione di linguaggi che sono decidibili da macchine di
Turing a k-query con un oracolo per A di tempo polinomiale.

a. Si mostri che NP U coNP € PSAT,
b. Si assuma che NP # coNP. Si mostri che NP U coNP ¢ P71,
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9.18

4.20

9.21

9.22

29,23

9.24
*9.25
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Si definisca il problema unigue-sat come

USAT ={{$}| ¢ & una formula booleana che ha un singolo assegnamento
che la soddisfa}.

Si mostri che USAT ¢ p™7,

Sia Erext = {{R)! R & una espressione regolare con esponenziazione ed L{R) = §§}.
Si mostrl che Frex € P

8i descriva 'errore nella “dimostrazione” fallace seguente che P #£ NP. Si assume
che P = NP e s ottiene una contraddizione. Se P = NP, allora SAT € P ¢,
quindi, per qualche k, S4T € TIME{n*}. Poiché agni Hnguaggio in NP & riducibile
in tempo polinomiale a SAT, risulta NP C TIME(n®). Quindi, P C TIME(nF).
Ma, per il tecrema di gerarchia di tempo, TIME(m* ') contiene an Bnguaggio che
non appartiene a TIME(n®), il che contraddice P ¢ TIMIE(n®). Pertanto, P £ NP.
Sioconsidert la funzione ped: 7« N—Z*#" che & definita come segue,  Sia
pad(s ) = s# dove § = max(0.f ~ m} ed m & la hinghesza di s, Pertanto,
pad(s, 1) aggiunge semplicemente abbastanza copie del miovo simbolo # alla fine di
s, in mode tale che la linghezza del risultato sia almeno [ Per ogni linguaggio 4
e funzione f: N— N, si definisca il inguaggio pad(A, f} come

pad(A, f) = {pad(s, f{m})| dove s € A ed m & la iunghezza di 5}.

Si provi che se A € TIMEM®), allora pad(A. n®) & TIME{n™).
8i provi che se NEXPTIME # EXPTIME, allora P # NP, Potrebbe essere utile ia
funzione ped, definita nel Problema 9.21,
Si definisca pad come nel Problema 9.21.
a. Siproviche per ogni A e numero naturale k, A € Pse ¢ solose ped(A,n*) € P.
b. 5i provi che P # SPACE(n).
St provi che TQBF ¢ SPACE(n!/?).

5ilegga la definizione di 2DFA {amoms finito a due testine) data nel Problema 5.14.
8i provi che P contiene un linguaggio che pon & riconoscibile da un 2DFA,

SOLUZIONI SELEZIONATE

9.1

9.2

Le classi di coinplessitd sono definite in termini della notazione (7 grande, quindi
i fattori costant! non hanno effetti. La fumzione 27! & O(2™) e pertanto A &
TIME(2™) se e solo se A € TIME(2**!},

L'inclustone TIME(2") € TIME(2%") vale perché 2° < 227, Llinclusione & propria
in virth del teorema di gerarchia di tempo. lLa funzione 2% & tempo-costruibile
perché una TM pud scrivere il numero 1 seguito da 2n 0 in terapo {27}, Quindi
il teorema garantisce che esiste un linguaggio A che pud cssere decise in tempo
O(2*™) ma non in tempo of2%" /log 2%) = o{2%" f2n). Pertante, A € TIME(2%")
ma A ¢ TIME(2").

8.5

8.7
9.23
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NTIME(n) € NSPACE(n) perché qualsiasi macchina di Turing clie opera in temno
t(n} su ogni diramazione della computazione pud usare al pilt t{n} celle del nastro
su ognj diramazione. Inoltre, NSPACE(n} C SPACE(n?} per il tecrema di Savitch.
Daltronde, SPACE(R?} ¢ SPACE(n®) per ! teorema di gerarchia di spazio. T
risultato segue perché SPACE(R?) C PSPACE.

(a) Z%% (b} (Zue)™ () SR, (d) (BUe)¥0 U Doy

{a) Sia A un qualsiasi linguaggio e sia b € . Se 4 ¢ P. allora pad{ A, ") € P
perché & possibile stabilire se w € pod(4,n) serivendo w come s#', dove s non
coptiene il simbolo #, verificando pol se |wi = |s{*; ed, infine, verificando s¢ s € A,
Limplementazione del primo test in tempo polinomiale & immediata. Il secondo
test viene eseguito in tempo poly({ls]). e poiché

s| = [wl, 31 test viene eseguito in tempo poly({|wl) e quindi in tempo polinomiale. Se
pod(A,n*y € P allora A€ P perché & possibile stabilire se 1w € A estendendo w con
simboli # fino a quande ha lunghezza [wl® e pol verificando se i risubtate appartienc
a ped{A,n"). Entrambe queste azioni richiedono soltanto tempo polinomiale.

(k) 5i assuma che P = SPACE(n). Sia A un linguaggio appartencnte a SPACE(n%)
ma non appartenente a SPACE(n), la cui esistenze & stata mostrata ne! teorema
di gerarchia di spazio. I Hnguaggio ped(4,n?) € SPACE(n) perché ¢ disponibile
spazio a sufficienza per esegnire algoritmo di spazio O(n®) per A, usando spazio
che & lineare nel linguaggio esteso. Per via dell’assunzione pad(4,n?) € P, quindi
A€ P perlaparte (a), ¢ pertanto 4 € SPACE(n), ancora una volta per Fassunsione
fatta. Ma questa & una contraddizione.




ARGOMENTE AVANZATI
NELLA TEORIA DELLA
COMPLESSITA

In questo capitolo introduciamo brevemente alcuni argoment aggiuntivi in
teoria della complessitd. Questi argomenti sono parte di un attivo cam-
po di ricerca, che presenta una letteratura molto vasta. 1l capitolo & un
estratto di alcuni degli sviiuppi pilt avanzati, ma non fornisce un quadro
completo. Tn particolare, due argomenti importanti che sono al di 1a degli
scopi di questo testo sono la computazione quantistica e le prove verificabili
probabilisticamente. The Handbook of Theoretical Computer Science [77)
presenta una panoramica dei lavori precedenti in teoria della complessita.

11 capitolo contiene sezioni sugli algoritmi di approssimazione, sugh algo-
ritmi probabilistici, sui sistemi di prova interattivi, sul calcolo paralielo e
sulla crittografia. Le sezioni sono indipendenti ad eccezione del fatto che
gli algoritmi probabilistici vengono usati nelle sezioni sul sistemi di prova
interattivi e sulla crittografia.

10.1
ALGORITMI DI APPROSSIMAZIONE

In certi problemi, chiamati problemi di ottimizzazione, cerchiamo la
goluzione migliore tra una collezione di soluzioni possibili. Per esempio,
potremmo voler trovare una clique massimale in un grafo, un vertex cover
minimale, o uno dei cammini pitt brevi che collegano due nodi. Quando
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urn problerna di ottimizzazione ¢ NP-hard, come accade con i primi due di
questi tipi di problemi, non esistono algoritmi di tempo polinomiale che
trovino la soluzione migliore a meno che P = NP.

In pratica potremmo non aver bisogno della soluzione migliore o ottima-
e di un problema. Una soluzione che risultasse quasi ottimale potrebbe
essere sufficienternente buona e molto pil semplice da trovare. Come il
nome sottintende, un algoritmo di approssimazione & progettato per
trovare tali soluzioni approssimativamente ottimali,

Per esempio, si prenda il problema del vertex cover che abhiamo introdot-
10 in Sezione 7.5. In quella sezione abbiamo presentato i problema come il
linguaggio VERTEX-COVER, che rappresenta un problema di decisione
- uno che ammette risposta si/no. Nella versione di ottimizzazione di que-
sto problema, chiamata MIN-VERTEX.-COVER, miriamo a produrre una
delle coperture mediante vertici piit piccole tra tutte le possibili coperture
mediante vertici nel grafo di input. L’algoritmo di tempo polinomiale che
segue risolve in modo approssimate il problema di ottimizzazione. Produce
un vertex cover che ha al pill taglia doppia rispetio a quella di un vertex

cover minimale,

A= S50 input {(), dove G & un grafo non orientato:
1. Ripetii passi che seguono fino a quando tutti gl archi in &
£0CCANG U arco marcato:
‘Trova un arce in G non toccato da nessun arco marcato,

2.
3. Marca P'arco.
4. Daiin cutput tutti i nodi che sono estremi di archi marcati.”

TEOREMA 10.1

A & un algoritmo di tempo polinomiale che produce un vertex cover di 7
al pit doppio rispetto al pil: piccolo vertex cover.

DIMOSTRAZIONE. L’algoritmo A ovviamente computs in tempo polino-
miale. Sia X linsieme di nodi che da in output. Sia H Vinsieme degli
archi che I'algoritmo marca. Sappiamo che X & un vertex cover perché H
contiene o tocca ogni arce in (7, e quindi X tocea tutti ghi archi in G.

Per dimostrare che X ha al pil dimensione doppia rispetto a un vertex
cover minitnale ¥, proviamo due cose: che X ha dimensione doppia rispetto
ad H, e che H non & pit grande i V. Prima di tutto, ogni arco in H con-
tribuisce con due nodi alla composizione di X, pertanto X ha dimensione
doppia rispetto ad H. In secondo luogo, ¥ & un vertex cover, pertanto ogni
arco in H & toccato da qualche nodo in Y. Nessuno di guesti nodi tocea due
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archi in f1 perché gli archi in i non si teccano, Pertanto, il vertex cover Y
& almeno tanto grande quanic I perché, per ogni arco in H, ¥ contiene un
nodo diverso che lo tocca. Quindi X ha dimensione al pit doppia rispetto
alla taglia di V.

MIN-VERTEX-COVER & un esempio di problema di rinimizzazione
perché puntiamo a trovare una soluzione minimale nella coliezione di so-
hizioni possibili. In un problema di massimizzazione cerchiamo una
soluzione massimale. Un algoritme di approssimnazione per un problema di
minimizzazione & k-offimale se trova sempre una soluzione che & af pit &
volte 1a soluzione ottimale. L’algoritmo precedente & 2-ottimale per il pro-
blema del vertex cover. Per un prablerna di massimizzazione, un algoritmo
di approssimazione k-ottimale trova sempre una scluzione che & almeno %
volte la taglia di una soluzione ottimale.

I seguente & un algoritmo di approssimazione per un problema di massi-
mizzazione chiamato MAX-CUT. Un taglio (cut) in un grafo non orien-
tato & una separazione dei vertici di V' in due sottoinsiemni disghunti S e T
Un arco del taglio & un arco tra wn nodo in § ed un nodo in . Un areo
non del taglio & un arco che non & un arco del tagiio. La cardinalita di
un taglio & if numero di archi del taglio. 11 problema MAX-CUT chiede di
trovare un taglio massimale nel grafo ¢. Come abbiamo mostrato nel Pro-
blema 7.54, il problema @ NP-completo. L'algoritme seguente approssima
MAX-CUT nei limiti di un fattore 2.

B = “Su input (G}, dove G & un grafo non orientato con nodi V-
I, SiaS=0eT =1V.
2. Se spostando un singolo nodo, da Sa T o da T a 5, cresce
la. cardinalita del taglio, effettua Ja mossa e ripeti il passo.
3. Se non esiste un nodo di questo tipo, dal in output il taglio
corrente e fermati.”

L'algoritmo comincia Pesecuzione {presumibilmente) con un taglio cattivo
e genera miglioramenti Jocali fino a quando nessun ulteriore miglicramento
risulta possibile. Anche se questa procedura non produrra in generale un
taglio ottimale, facciamo vedere che ne produce uno con cardinalitd almeno
uguale alla meta della cardinalita di uno ottimale.

TEOREMA 10.2 -

B & un algoritmo di approssimazione 2-ottimale d tempo polinomiale per

MAX-CUT.
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DIMOSTRAZIONE. B computa in tempo polinomiale perché ogni esecu-
sione della fase 2 incrementa la cardinalita del taglio fino ad un massimo
pari al numero totale di archi in G.

Mostriamo ora che il taglio prodotto da B & almeno la metd di uno ot-
timale. In realtd facciamo vedere qualcosa di pin forte: gl archi del taglio
di B sono almeno la metd di tutti gii archi in G. Si osservi che per ogni
nodo di @, il numero di archi del taglio & almeno tanto grande quanto
il numero di archi non del taglio, altrimenti B avrebbe spostato it nodo
dall’altra parte. Sommiamo i nurneri degli archi del taglio incidenti su
ogni nodo. Questa somma & due volte il numero totale degli archi del ta-
glio perché ognune viene contato due volte, una per ciascuno dei suoi due
punti terminaii. Dalla precedente osservazione, questa somma deve esse-
re almeno la somma corrispondente del numero degli archi non del taglio
incidenti su ogni nodo. Quindi, ¢ ha almeno tanti archi del taglio quanti
archi non dei taglio. Pertanto, il taglio contiene almeno Ja metd di tutti gh
archi.

10.2
ALGORITMI PROBABILISTICI

Un algoritmo probabilistico © un algoritmo progettato per utilizzare il
risultato di un processo casuale. Tipicamente, un tale algoritmo dovrebbe
contenere un’istruzione per “lanciare una moneta”, ed il risultato del lancio
della moneta dovrebbe influenzare I'esecuzione seguente e Poutput dell’al-
goritmo. Certi tipi di problemi sembrano essere risolvibili pin facilmente
tramite algoritmi probabilistici che attraverso algoritmi deterministici.

Come pud essere meglio prendere upa decisione eseguendo i} lancio di
una moneta rispetto a calcolare realmente, o anche a stimare, la scelta
migliore in una particolare situazione? Qualche volta calcolare la scelta
migliore pud richiedere tempo eccessivo, € la stima puod introdurre altera-
zioni che ne invalidano il risultato. Per esempio, gii esperti di statistica
usano estrazione causale per determinare informazione circa gli individui
in una popolazione numerosa, come sui loro gusti o sulle rispettive prefe-
renze politiche. Interrogare tutti gli individui richiederebbe troppo tempo,
e interrogare un sottoinsieme non scelto in modo casuale potrebbe fornire
risultati errati.

La classe BPP

Caminceremo la nostra trattazione formale della computazione probabili-
stica definendo un modello di macchina di Turing probabilistica. Succes-
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swamex.lt.e fornlren}o una classe di complessita associata alla computazione
probabilistica efficiente ed alcuni esempi.

DEFINIZIONE '10.3
U.na macchina di Turing probabilistica M & un tipo
di macchina di Turing non deterministica in cui ogni pas-
so non deterministico ¢ chiamato passo con lancio della
rnoneta ed ha due successive mosse legittime. Assegniamo
una probabilita ad ogni diramazione b della computazione

d.i M suinput w come segue. Definiamo la probabilita della
diramazione b come

Pr[b] = 27F,

dove & e il numero di passi con lancio della moneta che sono
presenti sulla diramazione b, Definiamo la probabilita che
M accetti w come

Pr[M accetta w] = Z Pr[b].

i b&una
diramaszione accettante

In altre parole, la probabilita che M accetti w 2 la probabilita di raggiun-
gere una configurazione accettante se simulassimo M su w lanciando una

moneta per stabilire quale mossa eseguire in corrispondenza di ogni passo
con lancio defla moneta. Poniamo

Pr{M rifiuta w] = 1 - Pr{M accetta w).

Quando una macchina di Turing probabilistica decide un linguaggio, essa
deve acc_ettare tutte le stringhe nel linguaggio e deve rifiutare tutte le ’strin-
ghe al .dz fuori del linguaggio come al solito, saivo che ora concediamo alla
rnagchma una piccola prebabilita di errore. Per 0 < ¢ < 1, diciamo che M
decide il linguaggio A con probabilita di errore € gé

L.w e Aimplica Pr[M accetta w] > 1 —¢, e
2. w & A implica Pr{M rifinta w] > 1 —e.

In ailtri te‘rmini, la probabilita di ottenere la risposta sbagliata simulando
M & .ai pit e. Consideriamo anche limitazioni alla probabilitha di errore
che dipendono dalla lunghezza dellinput n. Per esempio, la probabilita di
errore € = 27" indica una probabilitd di errore esponenzi:almente piccolé
Siamo interessati ad algoritmi probabilistici che computano efﬁcient'e-

mente in tempo ¢/o in spazio. Misuriamo la complessita di tempo e di
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spazio di una macchina di Turing probabilistica come facciamo per le mac-
chine di Taring non deterministiche: usando la diramazione peggiore deilla
computazione su clascun input,

DEFINIZIONE 10.4
BPP & la classe di linguaggi che sono decisi da macchi-
ne di Turing probabilistiche di tempo polinemiale con una
prababilita di errore pari a %

Abbiamo definito questa classe con una probabilita di errore dil, ma qual-
siasi probabilitd di errore costante produr]re.bhe_ una definizione equwalente.
purché sia strettamente compresa tra 0 e 5 in \-'11_'1'.11 del seguente lemma clh,
amplificazione. Esso fornisce un modo semplice per renden‘e\ia‘ proi;)ai_n-
lita di errore esponenzialmente piccola. Sinotl che & r_no]t—o pin vgr()s,;lle]x(]]g
che un algoritmo probabilistico con una ]3mba.hili1..é‘ d.] errore pari a‘2 '

dia un risultato errato perché sul computer su cul @ in esecuzione §1 veri-
fica un problema hardware che non a causa di un lancio sfortunato deila
moneta.

LEMMA 10,5 oo st s

Sia ¢ una costante fissata strettamente compresa tra 0 e -]2~ .Allora per (?g;ni
polinomio p{n}, ad ogni macchina di Turing probab.ihstx(:a, di tempo.pohno-
miale M; che opera con probabilita di errore ¢ corrisponde una equivalente
macchina di Turing probabilistica di tempo polinomiale Ms, che opera con
una probabilita di errore pari a g-ping,

IDEA. M, simula My mandandola in esecuzione un numero pg]inomiale
di volte e prendendo il voto di maggioranza dei risultati ot-%(?mm. L_a pro-
babitita i errore decresce esponenzialmente con il mumero di esecuzion di
M, effettuate.

Si consideri i} caso In cui € = % Esso corrisponde ad una sca.tola.che
contiene molte palline rosse e blu. Sappiamo che % delie palline'scmo di un
colore e che il % rimanente sono deil’altro colore, ma non sappiamo quale
colore risulta p}edominante. Possiamo cercare di individuare questo co}gre
attraverso diverse estrazioni casuali - diciamo 100 - di palline, per §tab1hre
quale colore viene fuori pill frequentemente. Quasi si{:uramentfz il colore
predominante nella scatola sard il colore pilt frequente nel campione.

Le palline corrispendono alle diramazioni della computazione di M, : TOS-
so per le computazioni accettanti, blu per quelle di rifiuto. My detern_una il
colore mandando in esecuzione M. Un caleolo mostra che Mo shaglia con
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una probabilitd di errore esponenzialmente piceola se esegiie My un numero
polinomiale di volte e da in output i risultato che viene fuori pii spesso.

DIMOSTRAZIONE. Data una T™ Af; che decide un linguaggio con una
probahilita di errore pari a ¢ < % ed un polinomio p(n}, costruiamo una T™
My che decide lo stesso linguaggio con probabilita di errore 2-7(7),

Mo = “Su input =
1. Calcola k (vedi Panalisi che segue).
2. FEsegui 2k simulazioni indipendenti di M, su input 2.

3. Se la maggior parte delle esecuzioni di M; sono di
accettazione, allora accette; altrimenti, rifiute.”

Diame un limite! alla probabilita che Ay fornisca la risposta sbagliata su
un input . H passe 2 produce una sequenza di 2k risultati dalia simulagzione
di My, dove ciascun risultato ¢ corretto o scorretto. Se la maggior parte di
questt risnltati sono corretti, Ay fornisce la risposta corretta. Limitiamo
la probabilita che almeno la metd di questi risuliati siano scorretti.

Sia S una qualsiasi sequenza di risultasi che My pud ottenere al passo
2. Bia Fg la probabilitd che M, ottenga . Supponiamo che S abbia ¢
risultati corretti e w risultati scorretti, guindi ¢+ w = 2k Se ¢ < w ed
Ay ottiene S, allora Ay da un ouiput scorretto. Chiamiamo una tale S
una sequenza cotfive. Sia ep la probabilith che M; sbaghi su z. Se § & una
sequenza cattiva, allora Py < (e)9(1 — €)%, che & &l piti (1 - €)° perché
ex < € < e quindieyfl —ez} < el —¢€). e perché ¢ < w. Inoltre, e¥(1 — )¢
& al pita E’%(l ~e¥ perché k<wede<]—e

Sommando Ps per tutte le sequenze cattive S si ottiene la probabilita che
M; dia un output scorretto. Abbiamo al pil 2%% sequenze cattive perché
22% & il numero di tutte le sequenze. Pertanto

PJ‘{AG’Q dia un output scorretto sull'inpat .‘:r:}

= Z Pg < 2216 . Ek(l — t‘}k . {4({1 - F)}k.

S cattiva

Abbiamo assunto ¢ < %, quindi 4¢(1 — ¢) < 1. Pertanto, la probabi-
litd precedente decresce esponenzialmente in k, cosi come la probabilita di
errore di Mz. Per calcolare un valore specifico di k& che ¢i permetite di li-
mitare Ja probabilitd di errore di My con 27% per qualsiasi £ > 1, poniamo
o = — logo{de(l - ¢€}} € scegliamo k > t/o. In questo modo otteniamo una
probabilitd di errore pari a 27709 in tempo polinomiale,

L analiss della probabilith di errore usa la limitazione di Cherngff, un risultato stan-
P :

dard in teoria della probabilitd. Qui ci serviamo di un caleolo alternativo e autosufficiente

che evita qualsiasi dipendenza da quel risultato.
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Primalita

Un numero prime & un intero maggiore di 1 che non & divisibile da interi
positivi diversi da se stesso e da 1. Un numero maggiore di 1 che non & primo
¢ detto composto. L’antico problema di verificare se un intero & primo o
composto & stato oggetto di ricerche approfondite. Un algoritmo di tempo
polinomiale per questo problema & ora noto [4], ma & troppo difficile per
essere presentato in questo testo.

Diescriviamo invece un algoritmo probabilistico di ternpo polinomiale
molto pit semplice per la verifica della primalita.

Un modo per stabilire se un numero & primo & tentare tutti 1 possibili
interi pili piccoli del numero stesso e vedere se sono divisori, detti anche
Fattori. Un algoritmo di questo tipo ha complessita di tempo esponenziale,
perché il valore di un numero & esponenziale nelia sua lunghezza. 1’algorit-
mo probabilistico di verifica della primalita che descriviamo opera in modo
completamente diverso. Non cerca i fattori. Infatti, non si conosce alcun
algoritmo di tempo polinomiale per trovare i fattori.

Prima di presentare I'algoritmo, ricordiamo un po’ di notazione dalla
teoria dei numeri. Tutti i numeri in questa sezione sono interi. Per ogni
p maggiore di 1, diciamo che due numeri sono equivalenti modulo p se
differiscono per un multiplo di p. Se i mumeri z ed y sono equivalenti
modulo p, scriviamo x = y (mod p). Sia z mod p il pil piccolo y non
negativo tale che z = y (mod p). Ogni numero & equivalente modulo p a
qualche elemento dell'insieme 2, = {0,...,p— 1}. Per comodité, poniamo
Z¥ ={1,...,p—1}. Possiamo far riferimento agli elemmenti di questi insiemi
attraverso numeri eguivalenti modulo p, come quando ci riferiamo a p — 1
con —1.

L’idea principale che sottende all’aigoritmo deriva dal risultato che segue,
chiamato piceolo teorema di Fermal.

TEOREMA 10.6

Se p & primo ed o € ZF, allora a?~! =1 {mod p).

Per esempio, se p = 7 ed a = 2, il teorema dice che 247-1) mod 7 dovrebbe
essere 1 perché 7 & primo. Semplici conti

2T N =2%=64 e 64mod7=1
confermano il risultato. Si supponga invece di tentare p = 6. Allora
206122925232 e 32mod6=2

danno un risultato diverso da 1, implicando in accordo al teorema che 6
non risulta primo. Naturalmente lo sapevamo gia. Tuttavia, questo metodo
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prova che 6 & composto senza trovare i suoi fattori. I Problema 10.16 chiede
di fornire una dirmostrazione di questo teorema.

Si pensi al teorema precedente come ad uno strumento che fornisce un
tipo di “test”™ per la primalitd, detto un test di Fermat. Quando diciamo
che p supera il test di Fermat in e, intendiamo che a?~! = 1 {mod p}. 11
teorema stabilisce che I primi superano tutti i test di Fermat per a € ZI}L .
Abbiamo osservato che § failisce un test di Fermat, quindi 6 non & primo.

Possiameo usare i test di Fermat per dare un algoritmo che determina la
primalitd? Pilt o meno. Chiameremo un numero pseudoprimo se supera
i test di Fermat per tutti gli a pit piccoli relativamente primi ad esso. Con
leccezione del poco frequenti numeri di Carmichael, che sono composti
anche se superano tutti i test di Fermat, i numeri pseudoprimi sono identici
ai nurmeri primi. Cominceremo descrivende un algoritmo probabilistico di
tempo polinomiale molto semplice che distingue primi da composti con
Peccezione dei numeri di Carmichael. Successivamente presenteremo ed
analizzeremo 'algoritmo compieto per la verifica della primalita.

Un algoritmo per la pseudoprimalita. che effet{nasse tutti i test di Fermat
richiederebbe tempo esponenziale. L’idea chiave alla base dell’algoritmo
probabilistico di tempo polinomiale & che se il numero non & psendoprimo,
allora fallisce almeno sulla meta di tutti i test. {Al momento si dia per vera
questa affermazione. Tl Problema 10.14 chiede di provarla.) L’algoritmo
opera tentando diversi test scelti in modo casuale. Se uno di essi fallisce,
il numero deve essere composto. L'algoritmo contiene un paratetro & che
determina la probabilita di errore.

PSEUDOPRIME = “Su input p:
1. Scegli a1,...,aq; in modo casuale in Z;.
2. Calcola aif*1 mod p per ciascun i.
3. Se tutti i valori calcolati sono 1, accetia; altrimenti, rifiuta.”

Se p & pseudoprimo, allora supera tutti 1 test e l'algoritino accetta con
certezza. Se p non & pseudoprimo, allora supera al pif la meta di tutti
i test. In questo caso, supera ciascun test scelto in modo casuale con
probabilita al piu % La probabilita che superi tutti i &£ test scelti in modo
casuale & pertanto al pitt 2%, L'algoritmo opera in tempo polinomisle
perché 'esponenziazione modulare & calcolabile in tempo polinomiale (si
veda il Problema 7.40).

Per convertire 'algoritmo precedente in un algoritmo per la primalita,
introduciamo un fest pit sofisticato che evita il problema rappresentato
dai numerl di Carmichael. Il principio di fondo & che il numero 1 ha
esattamente due radici quadrate, 1 ¢ —~1, modulo qualsiasi primo p. Per
molti numeri composti, inclusi tutti i numeri di Carmichael, 1 ha quat-
tro o pilt radici quadrate. Per esempio, 1 e +8 sono le quattro radici
quadrate di 1, modulo 21. Se un numero supera il test di Fermat in «,
I'algoritmeo trova una delle radici quadrate di 1 in modo casuale e controlla
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se la radice quadrata & 1 o —1. Se non lo &, sappiamo che ii numerc non
& primo. _ .

Possiamo ottenere le radici quadrate di 1 se p supera il test di Fermat ina
perché a? 1 mod p = 1, e quindi 2" I/2 mod p & una ra.di.ce qualera.ta dil.
Se questo valore & ancora 1, possiamo ripetutamente.d]\ndere ] esponent.e
per 2, fino a quando Vesponente risultante resta un intero, e vedere: se il
primo numero che & differente da 1 & —1 o qualche altro numero. Forniremo
una dimostrazione formale della correttezza dell’algoritmo subito dopo la
sua descrizione. Si scelga k > 1 come un parametro che fissa la massima
probabilits di errore & 2k,

PRIME = “3u input p
1. Sep & pari, gceetta se p = 2; altrimenti, rifiuta.

2. Scegli ay,. ... in modo casuale in Zp+
2, Perciascun i da 1 a k:

“ale bl 0 e riftute se diverso da 1.
4, Caleola af  modpe mfwtt.a s d
5. Siap- 1 =252 dove s & dispari. l

529 g2l 507 s

6. Calcola la sequenza af2 .af? ,af*", ..., af"* modulo p.
7. Se qualche elemento di questa sequenza non e 1, irova

Pultimo elemento che non & 1 e rifiule se Pelemento non
& 1.
R, Tutti i test sono stat] superati a questo punto. pertantc
aeeetta.”

1 due lemmi seguenti mostrano che Valgoritmo PRIME funziona correttf?—
mente. Ovviamente Palgoritmo & corretto quando p & pari, quindi consi-
dertamo solo il case in cui p sia dispari. Diciamo che a; & un testimone
(della compostezza) se 1'algoritmo rifiuta al passo 4 o al passo 7, usando

;-

LEMMA 10.7
Se p & un numero primo dispari, Pr| PRIME accetta p] = 1.

DIMOSTRAZIONE. Prima mostriamo che se p & primo, nen esiste nessun
testimone e quindi nessuna diramazione dell’algoritmo rifiuta. Se a fosse.
un testimone al passo 4, allora (aP”7 mod p} # 1 e il piccolo teorema di
Yermat implicherebbe che p & composto. Se a fosse un testimone al passo 7,
esisterebbe un qualche b in ZF. per cui b # £1 (mod p) e B =1 (mod p).
Pertanto, b2 — 1 =0 {mod p). La fatterizzazione di b* — 1 da

-~ 1b+1) =0 (mod p),

che implica

(b 1)b+1y=cp

¥
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per qualche Intero positivo ¢. Poiché b 2 +1 (mod p), entrambi b - 1 ¢
b+ 1 sono strettamente compresi tra 0 e p. Pertanto, p & composto perché
un multiplo di un numero primo non pud essere espresso come prodotto di
nameri pilt piceoli di esso.

I lemnma seguente mostra. che I'algoritmo identifica i numeri composti con
aita probabilitd. Prima di tutto presentiamo un risullato elementare im-
portante della teoria dei numeri. Due numeri sono relativarnente primi se
non posseggono divisori comuni diversi da 1. Il teorema cinese del resto
dice che esiste una corrispondenza uno-s-uno tra ZueZyx Zisepeg
sono relativamente primi. Ciascun numero r € Z,, corrisponde alla coppia
{a,b), dove a € 2y ¢ b € Z,, in modo tale che

=q {mod p) e

= b (mod g},

LEMMA 10.8

Se p & un numero composto dispari, I”r[PRIME accetta p} < a7k,

DIMOSTRAZIONE.  Mostriame che se p & un numero composto dispari ed
a viene scelto in modo casuale in Z7,

Prla & un testimone ] > 1,

Lo facciamo facendo vedere che in Z}f esistonoe almeno tanti testimoni quanti
non testimoni, trovando un unico testimone per ogni non testimone.

Per tutti i non testimoni, la sequenza calcolata al passo 6 & costituita da
tutti 1 oppure contiene —1 in qualche posizione, seguito da aleuni 1. Per
esempio, 1 stessc € un non testimone del primoe tipo, mentre —1 & un non
testimone del secondo tipo poiché s & disparie (~ 1% = —le(—1}*? = 1.
Tra tutti i non testimoni del secondo tipo, si prenda un non testimone per
il quale —1 compare nella posizione pidl grande nelia sequenza. Sia b questo
non testimone e sia j ia posizione di —1 nella sua sequenza, dove le posizioni
della sequenza sono mumerate » partire da 0. Quindi £°% = —1 (mod p}.

Foiché p & composto, a p & una potenza i un primo oppure possiamo
scrivere p come it prodotto di ¢ ed 7 - due numeri che sono relativamente
primi. Considertamo prima il secondo caso. 11 teorema cinese del resto
implica che esiste in Z, un numero 1 per cui

t=h (modg) e
t=1 (modr).
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Pertanto,
#¥ =1 (modgq) e

£ =1 (modr).

1

Quindi ¢ & un testimone perché 2 5 1 (mod p) ma 2" =1 (meod p).

Ora che abbiamo un testimone, possiamo ottenerne molti altri. Di-
mostriamo che di mod p & un testimone unico per ciascun nen testimo-
ne d attraverso due osservazionl. La prima & che d¥ 2 = 41 (mod p) e
&P =1 (mod p} per il modo in cui & stato scelto j. Pertanto, df mod p
& un testimone perché {dt)*? # +1 e (dt)* P =1 {mod p).

La seconda & che se d; e dp sono non testimoni distinti, d)¢ modp #
dat mod p. La motivazione & che ¢¥ 2 od p = 1. Quindi, t-#527 1 mod
p = 1. Pertanto, se fosse td) mod p = tdy mod p, risulterebbe

dy = t‘ts'2j+1’]d1 modp =t -ts'QHJ_ldg mod p = da.

Percid, il numero di testimoni deve essere tanto grande quanto il numero di
non testimoni, ed abbiamo completato I'analisi nel caso in cui p non & una
potenza di un primo.

Nel caso in cui & una potenza di un primo, risulta p = ¢° dove ¢ & primo
ede > 1. Siat = 14+¢5 1. Bspandendo ¥ attraverso il teorema del binomio,

otteniamo
P=(1+¢ " W=14+p- g® ! + multipli di potenze maggiori di g

il che & equivalente ad 1 mod p. Pertanto ¢ & un testimone aj passo 4 perché
set?"1 =1 (mod p), allora #” =t # 1 (mod p). Come nel caso precedente,
usiamo questo testimone per otienerne molti altri. Se d & un non testimo-
ne, risulta d? ! = 1 (mod p), ma allora df mod p & un {estimone. Per di
pilt, se d; e dp sono non testimoni distinti, allora dit mod p # dot mod p.
Altrimenti,

dy=dy -t ¥ modp=dy-t-1P7! mod p = dp.

Pertanto, il mumero di testimoni deve essere tanto grande quanto il numero
di non testimoni e la dimostrazione & completa.

L’algoritmo precedente e la sua analisi provanoc il teorema che segue. Sia
PRIMES = {n|n un numero primo in binario}.

TEOREMA 10.9
PRIMES c BPP.

&
.<=\'§Li§3&'§‘
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Si noti che l'algoritmo probabilistico per la primalitd ha errore unilate-
rale. Quando l'algoritmo da in output rifiute, sappiamo che l'input deve
essere un composto. Quando loutput & accetta, sappiamo che 1'input po-
trebbe essere un primo o un composto. Percid, pud esserci una risposta
scorretta sofo quando Pinput & un numero composto. La caratteristica del-
Verrore unilaterale e comune a moiti algoritmi probabilistici, tanto che la
classe di complessitd RP & appositamente introdotta per essa.

T DEFINIZIONE 10.10
RP ¢ la classe dei linguaggi che sono decisi da macchine di
Turing probabilistiche di tempo polinomiale dove gli input
nel linguaggio sono accettati con probabilith almeno pari

a %—, e gi input che non appartengono al linguaggio sono
rifiutati con probabilita 1.

Possiamo rendere Ia probabilitd di errore esponenzialmente piccola e man-
tenere il tempo di esecuzione polinomiale usando una tecnica di amplifica-
zione della probabilita simile a quella (in realtd piti semplice) utilizzata nel
Lemma 10.5. 11 nostro algoritmo precedente prova che COMPOSITES
RP.

Programmi ramificati a lettura singola

Un programma ramificato & un modello di computazione usato in teoria
della complessita ed in certi settori applicativi quali la progettazione as-
sistita dal computer. Questo modello rappresenta un processo decisionale
che chiede i valori delle variabili di inpuf e stabilisce come procedere in base
alle risposte ottenute alle interrogazioni effettuate. Raffiguriamo il proces-
so decisionale attraverso un grafo i cui nodi corrispondono alla specifica
variabile interrogata in quel momento nel processo.

In questa sezione indaghiamo sulla complessita di verificare se due pro-
grammi ramificat] sono equivalenti. In generale il problema & coNP-
completo. Se poniamoe una certa restrizione naturale alla classe dei pro-
grammi ramificati, possiamo fornire un algoritmo probabilistico di tempo
polinomiale per verificare Pequivalenza. L’algoritmo & particolarmente inte-
ressante per due ragioni. La prima & che non si conosce per questo problema,
nessun algoritmo di tempo polinomiale, e quindi esso fornisce un esempio
di come la probabilitd apparentemente espanda la classe dei linguaggi in
cui Vappartenenza pud essere verifica efficientemente. La seconda & che
Talgoritmo introduce la tecnica dell’assegnamento di valori non booleani a
variabili normalmente booleane, al fine di analizzare il comportamento di
una qualche funzione booleana di guelle variabili. La tecnica & usata con
profitto nei sistemi di prova interattivi, come mostreremo nella Sezione 10.4.
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"DEFINTZIONE" 10,11
Un programmao remificato & un grafo diretto aciclico®
dove tutil 1 nodi sone etichettati con variabili, ad eccezione
di due nodi di output etichetiati con 0 0 1. I nodi che sono
etichettati con variabili sono chiamati nodi di domanda.
Ogni nodo di domanda ha due archi uscenti: uno efichetiato
con 0 e Paltro etichettatto con 1. Entrambi i nodi di output
non hanno archi uscenti. Uno dei nodi in un programma
ramificato ¢ il nodo iniziale.

Un programma ramificato determina una funzione booleana come segue. 8i
prenda un qualsiasi assegnamento alle variabili che si presentano sui suoi
nodi di domanda e, cormninciando dal nodo iniziale, si segua il cammino in-
dividuato prendendo "arco uscente da ciascun nodo di domanda in accordo
al valore assegnato alla variabile indicata, fino a quando non viene raggiun-
to une dei nodi di output. L’output e Petichetta del nodo di output. La
Figura 10.12 fornisce due esemopi di programmi ramificati.

I programmi ramificati sono in relazione con la classe L attraverso una
modalitad che & analoga alla relazione tra i circuili booleani ¢ la classe P.
11 Problema 10.13 chiede di mostrare che un programma ramificato con
un numerc di rodi polinomiale pud verificare Pappartenenza per qualsiasi
linguaggio su {0,1} che appartenga a L.

(@

FIGURA 1D.12
Due programmi ramificati a lettura singola

2Un grafo diretto & aciclice se non contiene cicli diretti.

10.2 — Algoritmi probabitistici 437

Due programmd ramificati sono equivalenti se determinanc funzioni ugnali.
I} Problema 10.9 chiede di mostrare che il problema di verificare equiva-
lenza di programmi ramificati & coNP-completo. Nel seguito consideriamo
una forma ristretta di programmi ramificati. Un progremma ramifica-
to a letture singola pud interrogare ciascuna variahile al pitt una voita
st ogni cammino diretto dal node iniviale al nodo di output. Entrambi i
programmi ramificati in Figura 10.12 hanno la caratteristica della lettura
singola. Sia

Eropp = {(B1. B2)| B: e By sono programmi ramificati a lettura singola
equivalenti}.

TEOREMA 10.13
EQrose appartiene a BPP,

IDEA.  Per iniziare proviame ad assegnare valori in modo casuale alle va-
riabili da x; fino a z,, che sono presenti in By ed in Bs, e valutiamo i
programmi ramificati sull’assegnamento prodotto. Accetilamo se By e By
sono concordi sull’assegnamento e rifiutiamo altrimenti. Purtroppo questa
strategia non fanziona perché due programmi ramificati a lettura singola
che non sono equivalenti potrebbero non essere concordi soltanto su un sin-
golo assegnamento tra i 2™ possibili assegnamenti booleani alle variabili.
La probabilita di selezionare questo assegnamento & esponenzialmente pic-
cola. Pertanto. accetteremmo con alta probabilita anche guando By e By
non sono equivalenti, e ¢id & insoddisfacente.

Invece, meodifichiamo la strategia scegliendo in modo casuale un as-
segnamento non booleano per le variabili, e valutiamo By e By in
un modo opportunamente definito.  Possiamo mostrare che se By e
B non sono equivalenti, le valutazioni casuali verosimilmente saranno
differenti.

DIMOSTRAZIONE. Assegniamo polinomi definiti su 21,...,2m ai nodi
ed agli archi di un programma ramificato a lettura singola B come segue.
La funzione costante 1 viene assegnata al nodo inigiale. Se ad un nodo
etichettato con z & stato assegnato il polinomio p, assegniamo il polino-
mio zp al suo arco uscente etichettato con 1, ed assegniamo il pelinomio
{L — x)p al suo arco uscente etichettato con 0. Se agli archi entranti di
un nodo sone stati assegnati polinomi, assegniamo al nodo la somma. di
quet polinomi. Infine, il polinomio che & stato assegnato al nodo di output
etichettato con 1 vienec anche assegnato al programma ramificato stesso.
A questo punto siamo pronti per presentare algoritmo probabilistico di
tempo polinomiale per EQpogp. Sia F unr campo finito con almeno 3m
elementi.
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D = “Su input {B,, Bz}, due programmi ramificati a lettura singola:
1. Scegli elementi da a; fino ad a,, in modo casuale in F.
2. Valuta i polinomi assegnati p; e po in a; fino ad ap,.
3. Se pifar,...,am) = pa(a1;...,0m), accetta; altrimenti,
rifiuta.”

I’algoritmo computa in tempo polinomiale perché possiamo valutare il poli-
nomio corrispendente ad un programma ramificato senza in realtd costruire
il polinomio. Mostreremo che Palgoritmo decide EQgopp con una
probabilitd di errore pari al pit ad %

Esaminiamo la relazione tra un programma ramificato a lettura singola
B ed il polinomio p ad esso assegnato. Si osservi che per qualsiasi assegna-
mento booleano aile variabili di B, tutti { polinomi assegnati ai suoi nodi
assumono valore ¢ o 1. I polinomi che assumono valore 1 sono quelli sul
cammino computazionale per quell’assegnamento. Quindi B e p concorda-
no quando le variabili assumono valori booleani. Analogamente, poiché B
& a lettura singola, possiamo scrivere p come una somma di termini pro-
dotto Y1y - - Ym, dove ciascun y; & x;, (1 —x;), 0 1, e dove clascun termine
prodotto corrisponde ad un cammino in B dal nodo iniziale al nodo di out-
put etichettato con 1. 1l caso di 3 = 1 i presenta quando un cammine non
contiene la variabile x;.

Si prenda ciascun termine prodotto di p contenente un y; che vale 1 ¢ si
divida nelia somma di due termini prodotto, unc dove y; = z; ed un altro
dove y; = (1 — x;). Facendo cid si ottiene un polinomio equivalente perché
1=mx; -+ (1 - x;). Sicontinui a dividere i termini prodotto fino a quando
ciascun y; & @ 0 (1 — ;). Il risultato finale & un polinomio equivalente g
che contiene un termine prodotto per ciascun assegnamento su cui B vale
. Ora siamo pronti per analizzare il comportamento dell’algoritimo D.

Prima di tutto mostriamo che se By e Ba sono equivalenti, D accetta
sempre. Se i programmi ramificati sono equivalenti, essi assumono valore 1
esattamente sugli stessi assegnamenti. Di consegnenza, i polinomi ¢1 e g
sono uguali perché contengono termini prodotto identici. Pertanto, p1 e p2
sono uguali su tutti gli assegnamenti.

In secondo luogo, mostriamo che se By e By non sono equivalenti, D
rifiuta con una probabilita pari almeno a % Questa conclusione segue
immediatamente dal Lemma 10.15.

La dimostrazione precedente si basa sui lemmi seguenti che riguardano
la probabilita di trovare in modo casuale una radice di un polinomio in
funzione del numero di variabili che ha, dei gradi delle sue variabili e della
dimensione del campo sottostante.
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LEMMA 10.14

Per ogni d > 0, un polinomio p di grado d su una singola variabile = ha al
pii1 d radici, oppure & ovungue uguale a 0.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione su d.

Base: Prova per d = (. Un pelinomio di gradoe 0 & costante. Se la costante
non & 0, il polinomic chiaramente non ha radicl.

Passo induttivo: 5i assuma vera per d — 1 e s provi vera per d. Se p
& un polinomic non nullo di grade d con una radice in g, il polinomio 2 — a
divide p in due parti. Quindi p/(z — a} & un polinomio non nulio di grado
d —1, ed ha al pitt d — 1 radici in virtu dell’ipotesi induttiva.

LEMMA 10.15

Sia F un.campo finito con f elementi e sia p un polinomio non nulo sulle
variabili da 21 a &, dove ciascuna variabile ha grado al piti d. Se ¢4 fino ad
a, sono sceiti in modo casuale in F, allora Pr[p(al, e ) = 0] < mdf].

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione su m.

Base: Prova per m == 1. Dal Lemma 10.14, p ha al pit d radici, quindi la
probabilita che ay sia una di esse & al pit df f.

Passo induttivo: Si assuma vera per m — 1 e si provi vera per m. Sia z;
una delie variabili di p. Per clascun i < d, sia p; il polinomio comprendente
i termini di p che contengono z}, ma dove % & stato fattorizzato. Allora

P:Po+$1pl+m%p2+”'+$§tpd-

Se play,...,am) = 0, si presenta uno di due casi. O tutti i p; assumono
valore 0, oppure qualche p; non assume valore 0 ed a; & una radice del
polinomio ad una sola variabile ottenuto valutando py fino a pg su as fino
ad amy.

Per limitare la probabilitd che si verifichi il prime caso, si osservi che uno
dei p; deve essere non nullo perché p & non nulle. Quindi la probabilita che
tutti i p; assumano valore 0 & al pill la probabilita che p; assuma vaiore 0.
Per Vipotesi induttiva questa & al pit (m — L)d/ f, perché p; ha al pit m—1
variabili.

Per limitare la probabilita che si verifichi il secondo caso, si osservi che
se qualche p; mon assume valore 0, allora sull’assegnamento ag fino ad am,
p si riduce ad un polinomio non nuile nella singola variabile ;. La base ha
gia dimostrato che a; & una radice di un tale polinomio con probabilita al
pit d/ f.

Pertanto, la probabilita che a; fino ad a,, sia una radice del polinomio

&al pilt (m — 1)d/f+d/f = md/f.
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Concludiamo questa sezione con un punto importante che riguarda 'u-
so della casualita negli algoritmi probabilistici. Nelle nostre analisi as-
sumiamo che gii algoritmi siano implementati usando casualitd vera. La
casualita vera pud essere difficile {o impossibile) da oftenere, e quindi
¢ solitamente simulata attraverso generatort: pseudocasuali, che sono
algoritmi deterministicl il cul output sembra casuale. Anche se I'output
di gualsiasi procedura deterministica non pud mal essere veramente ca-
suale, alcune di gueste procedure generano risultati che esibiscono alcune
caratteristiche dei risultati generati in modo casuale. Algoritmi che so-
no progettati per usare casualitd possono funzionare bene ugualmente con
questi generatori pseudocasuali, ma provare che cid accade & generalmente
molto difficile. Infatti a volte gli algoritmi probabilistici possono non fun-
zionare hene con certi generatori pseudocasuali. Sono stati ideati generatori
psendecasuali sofisticati che producono risultati indistingnibili da risultati
veramente casuali, mediante gualsiasi test che aperi in tempo polinomiale,
sotto Pagsunzione che esista una funzione one way. (Si veda la Sezione 10.6
per una discussione delle funzioni one way.)

10.3
ALTERNANZA

{alternanza & una generalizzazione del non determinismo che si & rivelata
utile nella comprensione delle relazioni tra le classi di complessita e nella
classificazione di problemi specifici in accordo alle rispettive complessiti.
Usando Palternanza possiamo semplificare svariate dimostraziont in teo-
ria della complessita, ed esibire un legame sorprendente tra le misure di
complessita di tempo e di spazio.

Un algoritmo aiternante pud confenere istruzioni per diramare un pro-
cesso in processi figli multipli, esattamente come in un algoritmo non de-
terministice. La differenza tra i due sta nel modo in cnj I'accettazione
viene determinata. Una computazione non deterministica accetta se uno
qualsiasi dei processi avviati accetta. Quande una computazione alternan-
te 81 divide in processi multipli, si presentano due possibilita. L’algoritmo
pud stabilire che il processo corrente accetta se uno gualsiasi dei suoi figli
accetta, o pud stabilire che il processo corrente accetta se tutti i suoi fighi
accettano.

Raffiguriamo la differenza tra computazione alternante e non determini-
stica con alberi che rappresentanc la struttura delle diramazioni dei processi
generati. Clascun nodo rappresenta una configurazione in un processo. In
una computazione non deterministica, ogni nodo caleola Poperazione on,
dei suoi figli. Cié corrisponde alla modalita di accettazione non determini-
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stica usuale In cal un processo & accettante se uno qualsiasi dei suoi fighi
¢ accettante. In una computazione alternante i nodi possono calcolare le
operazioni AND o OR, come stabilito dall’algoritmo. Cid corrisponde alla
modalitd di accettazione alternante, in cui un processo & accettante se tutéi
o uno qualsiasi dei suoi figli accetta. Definiame una macchina di Turing

alternante come segue.

DEFINIZIONE  10.16

Una macchina di Turing alternanfe ¢ una macchina di
Turing non deterministica con una carasterisiica aggiuntiva.
1 suoi stati, ad eccezione di Gaeenpt © di greject, 010 divisi in
stati universali ¢ stati esistenziali, Quando mandiamo
in esecuzione una macchina di Turing alternante su uns
stringa di input, etichettiame ciascun nodo del suo albero
di computazione non delerministico con A o V, a seconda
del fatto che la configurazione corrispondente contenga uno
stato universale o wno stato esistenziale. Designiamo un
nodo come accettante se & etichettato con A ¢ tutti i suoi
figli sono accettanti, o se & etichetiato con V ed une qualsiasi
dei suoi figli & accettante. L'input viene accettato se il nodo
iniziale ¢ designato come accettante

La figura che segue mosira alberi di computazione non deterministica ed
alternante. Etichettiamo i nodi dell’albero di computazione alternante con

AoV ad indicare quale funzione dej propri figh essi caleolano.

®§% @’2

non deterministica alternante

FIGURA 10.17
Alberi di computazione non deterministica ed afternante
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Tempo e spazio alternanti

Definiamo la complessita di tempo e di spazio di queste macchine allo stesso
modo in cui Pabbiamo fatto per le macchine di Turing non deterministi-
che: prendendo il tempo o lo spazio massimo usato da una diramazione
delia computazione. Defintamo le classi di complessita di tempo e di spazio
alternanti come segue.

[ DEFINIZIONE 10,18

ATIME(t(n}) == {L] L & deciso da una macchina di Turing
alternante di tempo O(f(n))}.

ASPACE(f(n)) = {L] L & deciso da una macchina di Turing
alternante di spazio O{f(n))}.

Definiamo , APSPACE e AL come le classi di Hingnaggl che sono decise
da macchine di Turing alternanti di tempo polinomiale, alternanti di spazio
polinomiale ed alternanti di spazio logaritmico, rispettivamente.

ESEMPIO 10.19

Una teutologia © una formula booleana che assume valore 1 su tutti gli
assegnamenti alle sue variabili. Sia TAUT = {{¢}| ¢ & una tautologia}.
L algoritmo alternante che segue mostra che TAUT &in -

“Su input {¢):
1. Scegli universalmente tutti gli assegnamenti per le variabili
di ¢.
2. Per un particolare assegnamento, valuta ¢.
3. Se ¢ vale 1, accetta; altrimenti, rifiuta.”

Il passo 1 di questo algoritmo seleziona non deterministicamente tutti gli as-
segnamenti per le variabili di ¢ con diramazione universale. Cio richiede che
tutte le diramazioni siano accettanti affinché 'intera computazione risulti
accettante.

I passi 2 e 3 verificano deterministicamente se I’assegnamento che & stato
selezionato su una particolare diramazione della computazione soddisfa la
formula. Pertanto 'algoritmo accetta il proprio input se determina che
tutti gli assegnamenti soddisfano ia formula.

Si osservi che TAUT & un elemento di coNP. In realta si puo facilmente
far vedere che qualsiasi problema in coNP appartiene ad AP utilizzando un
algoritmo simile al precedente.

&
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ESEMFPIO  10.20 s

Questo esempio caratterizza un linguaggio in AP che non si sa se appartiene
a NP o a coNP. Riprendiamo il linguaggio MIN-FORMULA che abbiamo
definito nel Problema 7.21 a pagina 348. I'algoritmo seguente mostra che
MIN-FORMULA appartiene ad AP.

“Su input {¢):

1. Scegli universalmente tutte le formule 4 che sono piu corte
di ¢.

2. Seegli esistenzialmente un assegnamento per le variabili di
.

3. Valuta sia ¢ che 1 su questo assegnamento.

4, Accetta se le formule assumono valori diversi.
Rifiuta se esse assumono lo stesso valore.”

(Juesto algoritmo inizia con la diramazione universale per selezionare tutte
le formule pitt corte al passo 1 e pol passa alla diramarione esistenziale per
selezionare ’assegnamento al passo 2. I termine eliernanza deriva dalla
capacita di alternare, o muovere, tra la diramagzione universale e quella
esistenziale.

L’alternanza ci permetie di stabilire una connessione notevole tra le misure
di complessita di tempo e di spazio. Grosso modo il teorema seguente mo-
stra un’equivalenza tra tempo alternante e spazio deterministico per limita-
zioni correlate polinomialmente, e un'altra equivalenza tra spazio alternante
e tempo deterministico quando la limitazione di tempo & esponenzialmente
pit grande della limitazione di spazio.

TEOREMA 10.21

Per f(n) > n, risulta ATIME(f(n)) € SPACE(f(n)) C ATIME(f2(n)).
Per f(n) = logn, risulta ASPACE(f(n)} = TIME(20U/()),

Di conseguenza, AL = P, AP = PSPACE, e APSPACE = EXPTIME. La
dimostrazione di questo teorema si trova nei quattro lemmi che seguono.

LEMMA 10‘22 ..................
Per f(n) > n, risulta ATIME(f(n)) € SPACE(f(n)).
DIMOSTRAZIONE. Convertiamo una macchina alternante M di tempo

O{f{n)) in una macchina deterministica S di spazio O(f(n)) che simula
M come segue. Su input w, il simulatore S esegue una visita in pro-
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fondita dell’albero di computazione di M per stabilire quali nodi nell’al-
bero sono accettanti. Dopodiche, § accetta se si accerta che la radi-
ce dell’albero, corrispondente alla configurazione iniziale di M, @ accet-
tante.

La macchina S ha bisogno di spazic per mermorizzare la pila per la ri-
corsione che viene usata nella visita in profondith. Ciascun livello delia
ricorsione memorizza una configurazione.  La profonditd delia ricorsione
rappresenta la complessitd di tempo di M. Ciascuna configurazione usa
spazio O(f(n)), e la complessita di tempo di M & O(f(n)). Quindi $ usa
spazic O(f%(n)).

Possiarno migliorare la complessitd di spazio notendo che 5 non ha
bisogno di memorizzare Vintera configurazione ad ogni livello della ri-
corsione. Al contrario, essa memorizza solo la scelta non deterministica
che M ha fatto per raggiungere la condigurazione a partire dal proprio
genitore. Successivamente S pud recuperare questa configurazione ripe-
tendo la computazione dall’inizio e seguendo 1 'segnaposto’ memorizza-
ti.  Apportando questa modifica si riduce 'uso dello spazioc ad una co-
stante ad ogni livello della ricorsione. Il totale ora utilizzato & pertanto

O(f (n)).

LEMMA 10'23 .......................................... e deeeaanemeraamemts meemnren reermesnan
Per f(n) > n, risulta SPACE(f(n)) € ATIME(f%{n}).

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con una macchina deterministica M di spa-
zio O(f{n)) e costruiamo una macchina alternante S che usa tempo
O(f?(n)) per simularla. L’approccio ® simile a quello utilizzato nella di-
mostrazione del teorema di Savitch {Teorema 8.5), dove abbiamo costruito
una procedura generale per il problema della resa.

Nel problema della resa disponiame delle configurazioni ¢; e co di M e
di ur numero ¢. Dobbiamo verificare se M pud andare da ¢; a ¢ entro t
passi. Una procedura alternante per questo problema prima dirama esi-
stenzialmente per individuare una configurazione ¢, a metad strada tra ¢;
e ¢2. Poi dirama universalmente i due processi: une che verifica ricorsiva-
mente se si pud andare da ¢ 8 ¢, entro t/2 passi, e I'altro per verificare se
st pud andare da oy & oy entro ¢/2 passi,

La macchina S usa questa procedura alternante ricorsiva. per verificare
se la configurazione iniziale pud raggiungere una configurazione accettante
entro 240Y passi. Qui d viene scelto in modo tale che M abbia non pid di
gdi(n) configurazioni entro il proprie limite di spazio.

Il tempo massimo utilizzate su ogni diramazione di questa pro-
cedura  alternante & O(f(n)}, per scrivere una configurazione ad
ogni livello della ricorsione, per ia profonditd della ricorsione, che
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& log 2% = O(f(n)). Quindi Valgoritmo computa in tempo alternante

O(f3(n)).

LEMMA 10‘24 ........................................................................................................................................
Per f(n) = logn, risulta ASPACE(f(n)) ¢ TIME(29(/t7)),

DIMOSTRAZIONE. Costrulamo un macchina deterministica S di tempo
20U} per simulare una macchina M alternante di spazio O(f(n}). Suin-
put w, il simmiatore § costruisce i grafo che segue della computazione i A7
s . 1 nodi sono e configaraziont di M su w che usano al pit spazio df{n},
dove d & il fattore costante appropriato per M. Gli archi vanno da una con-
figurazione 2 quelle configurazioni che essa pud raggiungere in una singola
mossa di M. Dopo aver costruito i grafo, 5 lo scandisce ripetutamente e
marca certe configurazioni come accettanti. All'inizio solo le configurazioni
accettanti reali di M vengono marcate in questo modo. Una configurazione
che rappresenta una diramazione universale viene marcata come accettan-
te se tutll 1 suot figh sono cosi marcati, ed una configurazione esistenziale
& marcata come accettante se almeno unc dei suoi figi & marcato. La mac-
china continua a scandire ed a marcare fino a quando una scansione non
marca ulteriori nodi. Infine, 5 accetta se ia configurazione iniziale di A su
1w € marcata.

Il numero di configurazioni di M su w ¢ 20070 perché Ty = logn.
Pertanto, la taglia del grafo di configurazione & 29U & pud essere costrui-
to in tempo 29V Seandire il grafo una volta richiede essenzialmente lo
stesso tempo. Il numerc totale di scansioni & al pilt il numero di nodi nel
grafo perché ciascuna scansione, ad eccezione di quelia finale, marca almeno
un nodo aggiuntive. Quindi, i tempo totale utilizzato & 2000,

LEMIMIA 10,20 v bbb s e e s bt s
Per f(n) = logn, risulta ASPACE(fin)} 2 TIME(2CUmh,

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo come similare una macchina determini-
stica M di tempo 20U con una macchina di Turing alternante S che
usa spazio O(f(n)). Questa simulazione & complicata perché lo spazio
disponibile di S & molto meno rispetto alla taglia della computazione di
M. In questo caso, S ha soltanto spazio sufficiente per memorizzare i
puntatori ad un tableau per A su w, come raffigurato nella figura che
segue,
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e 200(f())

20(f(n)} 0

FIGURA 10.26
Un tableau per M su w

Utilizziamo la rappresentazione per le configurazioni fornita nella dimostra-
zione del Teorema 9.30, con cui un singolo simbolo pud rappresentare sia lo
stato della macchina che il contenuto della cella del nastre sotto la testina.
I contenuti della cella d in Figura 10.26 sono poi determinati dai contenuti
dei suoi genitori a, b e ¢. (Una cella sul bordo sinistro o destro ha soltanto
due genitori.)

1l simulatore § opera ricorsivamente pet ipotizzare e poi verificare i con-
tenuti delle celle individuali del tableau. Per verificare i contenuti di una
cella d al di fuori della prima riga, il simulatore § ipotizza esistenzial-
mente i contenuti dei genitori, verifica se i loro contenuti produrrebbero
il contemrio di & in accordo alla funzione di transizione di M, e poi di-
rama universalmente per verificare queste previsioni ricorsivamente. Se
d si trovasse nella prima riga, § verificherebbe la risposta direttamente
perché conosce la configurazione iniziale di M. Assumiamo che M muova
la testina ail’estremita sinistra del nastro in caso di accettazione, per cui
S pud stabilire se M accetta w controllando i contenuti della cella piu a
sinistra in basso del tableau. Quindi S non necessita mai di memorizzare
pit1 di un singolo puntatore ad una cella nel tableau, pertanto usa spazio
log 200) = O(f(n)).

La gerarchia di tempo polinomiale

Le macchine alternanti forniscono un modo per definire una gerarchia
naturale di classi all'interno della classe PSPACE.
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[ DEFINIZIONE 10.27

Sia i un numero naturale. Una macchina di Turing ;-
alternante & una macchina di Turing alternante che su
tutti gli input e su tutte le diramazioni della computazione
contiene al pit1 i esecuzioni di passi universali o esisten-
ziali, iniziando con passi esistenziali. Una macchina di
Turing 11;-alternante & simile eccetto che comincia con
passi universali.

Si definisca E; TIME(f(n)) come la ciasse dei linguaggi che una T ;-
alternante pud decidere in tempe O(f(n)). Analogamente, si definisca la
classe T TIME(f(n)) per macchine di Turing IL-alternanti, e si defi-
niscano le classi Z;8SPACE(f(n)) e IL;SPACE(f(n)) per macchine di
Turing alternanti limitate in spazio. Definiamo la gerarchia di tempo
polinomiale come la collezione di classi

P = | S/ TIME(n") e
k

ILP = | JILTIME{n").
k

Si definisca la classe PH = {J; ;P = |J, II;P. Chiaramente, NP = I,P ¢
coNP = II;P. In aggiunta MIN-FORMULA € IIoP.

104 - - o
SISTEM! DI PROVA INTERATTIV

1 sisterni di prova interattivi forniscono ur modo per definire un analogo
probabilistico della classe NP, cosi come gli algoritmi probabilistici di tempo
polinomiale forniscono un analogo per P. Lo sviluppo dei sistemi di prova
interattivi ba influenzato profondamente la teoria della complessita ed ha
portato progressi importanti nei campi della crittografia e degli algoritmi
di approssimazione. Per cominciare a comprendere guesto concetto nuovo,
rivisitiamo la nostra intuizione di NP.

I linguaggi in NP sono quelli i cui elementi posseggono tutti certificati di
appartenenza corti che possonc essere verificati facilmente. Qualora se ne
sentisse il bisogno, si vada a pagina 314 e si riveda questa formulazione di
NP. Riesprimiamo tale formulazione introducendo due entita: un Provato-
re che trova le prove di appartenenza, ed un Verificatore che le verifica. Si
pensi al Provatore come se dovesse convincere il Verificatore dell’apparte-
nenza di w ad A. Richiediamo che il Verificatore sia una macchina limitata
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di tempo polinomiale; alirimenti potrebbe trovare la risposta da sola. Non
imponiamo nessun limite computazionale al Provatore perché trovare la
prova pud richiedere fempo.

$i prenda if problema SAT per esempio. Un Provatore pud convincere
un Verificatore di tempo polinomiale che una formula ¢ & soddisfacihile
fornendo un assegnamento che soddisfa la formula. Pud un Provatore in
modo analogo convincere un Verificatore computazionalmente limitato che
una formula non & soddisfacibile? Non si sa se il complemento di SAT
appartiene ad NP, quindi non possiamo contare sull'idea del certificato.
Cid nonostante, la risposta & sorprendentemente si, posto che diamo al Pro-
vatore ed al Verificatore due caratieristiche agginntive. La prima, che diamo
loro ka possibilith di dar luogo ad un dialogo in enframbi ¢ sensi. La secon-
da, che i Verificatore sia una macchina probabilistice di tempo polinomiale
che acquisisce la risposta corretta con un grado molto alio, ma non assolu-
to, di certezza. Tali Provatore e Verificatore constituiscono un sistema i
prova interattivo,

Non isomorfismo di grafi

Mustriamo il concetto di sistema di prova attraverso Pesempio elegante del
problema dell'isomorfismo di grafi. Chiameremo 1 grafi G ed H isomorfi
se | nodi di ¢ possono essere riordinati in modo tale che G risulti identico
ad A. Sia

ISO = {(G, H)| G ed H sono grafi isomorfi}.

Sebbene 150 sia ovviamente in NP, fino ad ora ricerche approfondite hanno
fallito sia nel fornire un algoritmo di tempo polinomiale per questo problema,
sia nel fornire una dimostrazione che esse risulta NP-completo. Si tratta di
uno dei relativamente pochi linguaggi che si presentano in modo naturale
in NP ma che non sonc stati posizionati in uns delle due categorte.

Qui consideriamo il linguaggio che & complementare a IS0 - ciog, il
linguaggio NONISO = {{G,H)| (G ed H sono grafi non isomorfi}. Non
sappiamo se NONISO appartiene a NP perché non sappiamo come fornire
certificati brevi che provane che i grafi non sono isomorfi. Cid nonostante,
come mostreremo, guando due grafl non sono isomorfi, un Provatore
pud convincere di ¢ié un Verificatore.

Si supponga di avere due grafi: (7 e (2. Se sono isomorfi, il Provatore
pud convincere il Verificatore di cid presentando isomorfisme o riordina-
mento, Ma se non sonoe isomorfi, come pud il Provatore convincere il Ve-
rificatore di ¢id? Non si dimentichi: i Verificare non ha necessariamente
fiducia nel Provatore, e quindi non & sufficiente per il Provatore asserire che
non sona isomorfi. 3 Provatore deve convincere 1] Verificatore. Si consideri
il semplice protocollo che segue.

Il Verificatore sceglie in modo casuale Gy o (9 ¢ poi riordina in modo
casuale i suoi nodi per ottenere un grafo H. 1l Verificatore invia H al
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Provatore. 11 Provatore deve rispondere dichiarando se Porigine di H & stata
(1 0 Gz, Cid conclude il protocollo.

Se (1 e Gy sono realmente non isomorfi, il Provatore pud sempre com-
pletare il protocolio perché if Provatore pud sempre stabilire se H deriva da
G o da Gy Tuttavia, se 1 grafi fossero isomorfi, H potrebbe essere stato
generato sia da Gy che da Gy, Quindi, anche con un potere computazio-
nale illimitato, #{ Provatore non avrebbe una chance migliore di 50-50 di
produrre la risposta corretta. Pertanto, se il Provatore & capace di rispon-
clere correttamente (diciamo in 100 ripetizioni del protocollo), il Verificatore
matura un'evidenza convincente che i grafi sono realtnente non isomorfi,

Definizione del modelio

Per definire formalmente il modello di sistema di prova interattiva, descri-
viamo il Verificatore, il Provatore, e la loro interazione. Sara di aiuto tenere
a mente U'esempio del non isomorfisme di grafi. Definiamo 1} Verificatore
come una funzione V che computa la prossima trasmissione al Provatore
dalla storia del messaggl inviati fino ad ora. La fanzione V' ha tre mput:

1. La stringa di input. L’obiettivo & stabilire se questa siringa & un
elemento di qualche linguaggio. Nell’ssemplo NONISO la stringa di
input codifica due grafl.

2. L’input casuale. Per comodita nel costruire la definizione, forniamo
al Verificatore una stringa di input scelta in modo casuale invece del-
la capacitd equivalente di effettuare mosse probabilistiche durante le
propria computazione.

3. Storia parziale dei messaggl, Una {unzione non ha memoria del
dialogo che & avvenuio fino ad ora. quindi forniame la memoria ester-
namente attraverso una stringa che rappresenta lo scambio di messaggi
fino all'istante attuale. Utilizziamo la notazione my#mo# - - - #m,; per
rappresentare lo scaipbio di messaggi da my fino ad m,.

L'output del Verificatore & 1l messaggio successivo m; . nella sequenza op-
pure accefla o rifiuta, che denotanec la conclusione dell'interagzione. Percid,
V ha la forma funziopale V! * x ¥ x £"— X" U {accetta, rifiuta}.

V{w,r,mq#- - #m,;} = . significa che la stringa di input & w, Pinput
casuale & r, la storia corrente del messaggl & my fino ad m;, ed il prossimo
messaggio del Verificatore al Provatore & m;.1.

Il Provatore ¢ una parte con capacitd computazionale illimitata. Lo
definiameo come una fanzione P con due input:

1. Stringa di input
2. Storia parziale dei messaggi

L'output del Provatore il prossimo messaggio per il Verificatore.
Formalmente, P ha ia forma P: Z* x Z*— 2%,
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P(w,mi#---#m;) = muy1 significa che il Provatore invia miyy al
Verificatore dopo aver scambiato i messaggi da mmy ad m; fin ora.

Di seguito definiamo 1'interazione tra il Provatore ed il Verificatore. Per
specifiche stringhe w ed r, scriviamo (V¢+P)(w,r) = acceita se esiste una
sequenza di messaggi da my ad my per qualche k per cui

1.per 0 < i < k, dove & un numero pari, V{w,r,my#-- - #m;) = mizg;

2.per 0 < i < k, dove { & un numero dispari, P(w,m#---#m;} = miy1;
ed

3. il messaggio finale my; nella storia dei messaggi & accetfa.

Per semplificare la definizione della classe 1P, assumiamo che le lunghezze
dell’input casuale del Verificatore e di ciascuno dei messaggi scambiati tra
il Verificatore ed il Provatore siano p(n) per qualche polinomio p che di-
pende soltanto dal Verificatore. Inoltre, assumiamo che il numero totale di
messaggl scambiati sia al pid p(r). La definizicne seguente da la probabi-
lita che un sistema di prova interattivo accetti una stringa di input w. Per
ogni stringa w di lunghezza n, definiamo

Pr[ V&P accetta w] = Pr[ (Ve P)(w,r) = accetto ],

dove 7 & una stringa scelta in modo casuale di lunghezza p(n}.

DEFINIZIONE "10.28

Diremo che il linguaggic A appartiene ad IP se esiste una
funzione V calcolabile in tempo polinomiale tale che per
gualche funzione P (arbitraria), per ogni funzione F e per
ogni stringa w,
1.w € A implica Pr{ Ve P oaccetta w] >
2.w ¢ A implica Pr{ V&P accetta w] <

In alire parole, se w & A allora qualche Provatore P (un Provatore “one-
sto”) induce il Verificatore ad accettare con alta probabilitd; ma se w ¢ A,
allora nessun Provatore (neanche un Provatore “truffaldino” P} induce il
Verificatore ad accettare con alta probabilita.

Possiamo amplificare la probabilita di successo di un sistema di prova in-
terattivo attraverso la ripetizione, come abbiamo fatto nel Lemma 10.5, per
rendere la probabilitd di errore esponenzialmente piccola. Naturalmente IP
contiene entrambe le classi NP ¢ BPP. Abbiamo anche mostrato che essa
contiene il linguaggio NONISO, di cui non & nota 'appartenenza né a NP
né a BPP. Come mostrerero tra hreve, IP & una classe sorprendentemente
grande, che coincide con la classe PSPACE.
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IP = PSPACE

In questa sezione dimostriamo uno dei teoremi pill notevoli in teoria della
complessitd: I'ugnaglianza tra le classi IP e PSPACE. Quindi, per ogni lin-
guaggio in PSPACE, un Provatore put convincere un Verificatore probabi-
listico di tempo polinomiale dell’apparternenza di una stringa al linguaggio,
anche se una dimostrazione di appartenenza convenzionale potrebbe avere
Iunghezza esponenziale.

TEOREMA 10.20 e
IP = PSPACE.

Dividiamo la dimostrazione del teorema in lemmi che provano Dinclusio-
ne in ciascuna delle direzioni. Il primo lemma mostra che IP C PSPACE.
Sebbene leggermente tecnica, la dimostrazione di questo lemma & una simu-
lazione standard di un sistema di prova interattivo tramite una macchina
di spazio polinomiale.

LEMMA 10.30 -
IP C PSPACE.

DIMOSTRAZIONE. Sia A un linguaggio appartenente ad IP. Si assuma
che il Verificatore V' per A scambi esattamente p = p(n} messaggl quando
Iinput w ha lunghezza n. Costruiamo una macchina PSPACE che simula
V. Prima di tutto, per ogni stringa w, definiamo
Pr[ V accetta w] = max Pr[ V& P accetta w}

Questo valore & almeno % se w appartiene ad A, ed & al pit % altrimenti.
Mostriamo come calcolare questo valore in spazio polinomiale. Si denoti
con M; una storia di messaggi mi#- - - #m;. Generalizziamo la definizione
dell’interazione di ¥V ¢ P in modo tale che inizi con un flusso arbitrario di
messaggi M;. Scriviamo (V> Pw,r, M;) = accetta se possiamo estendere
M; con messaggi m;1; fino a m;, in modo tale che

1. per 0 < i < p, dove { & un numero parl, V{w,r, mi# .- #m;} = myq:
2.per j <1< p, dove i & ur numero dispari, Plw,m#. - #my;) = myeq;
ed

3. il messaggio finale m; nella storia dei messaggi & accetto.

Si osservi che queste condizioni richiedono che | messaggil di V' siano con-
sistentl con i messaggi gid presenti in M;. Generalizzando ulteriormente le
nostre definizioni precedenti, definiamo

Pr[ V& P accetta w partendo da M; | = Pr.[ (Ve P)(w, r, M;) = accelta ].
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Qui e nel prosieguo di questa dimostrazione, la notazione Pr, significa che
la probabilita viene calcolata su tutte le stringhe r che sono consistenti con
Mj. Se non esiste nessuna 7, allora la probabilita vale 0. Definiamo poi

Pr[ Vaccetta w partendo da M, ] =
T mgxl)r[ V& P accetta w partendo da M; }

Per ogni 0 < 7 < p e per ogni flusso di messaggi M;. sia Ny, definito
induttivamente per j decrescente, a partire dai casi base § = p. Per un flusso
di messaggi M, che contiene p messaggi, sia ¥ M, = 1 se M, & consistente
COn i messaggi di V per qualche stringa r ed my, = accetia. Altrimenti, sia
Nag, = 0.
Per j < p ed un flusso di messagel M, definiamo Nag, come segue.
N WXy, Nar,, J<p. jdispari
Nagy, = a a ) ; .
’ wt—amgmjT2 J\"M; o J<p, 7 par

Qui wh-avg,, 1 N, indica Lm (Pre [ Viw,r. M) = s | “Nuypo )
Lespressione ela media di N M_Hl presata  dalla  probabilitd che 3
Verificatore abbia inviato il messaggio my.q.

Sia My if flusso di messaggl vuoto. Facciamo due affermazioni sul valore
Nage. Laprima ¢ che possiamo calcolare il valore Ny, in spazio polinomiale.
Ci riusciamo caleolando ricorsivamente Nyg; per ogni j ed M;. Calcolare
MK, |, & hmnediato. Per calcolare wt- AV 1 passiamo attrawrso tutte
le stringhe r di lunghezza p, ed eliminiamo que]ie che portano il Verificatore
a produrre un output che risulti inconsistente con M;. Se non resta nessuna
stringa r, allora wi~ ave,, ., € 0. Scresta qualche stringa, determiniamo la
frazione delle stringhe rimanenti r che portano il Verificatore a dare in
output my.y. Dopodiche pesiamo Ny L+ CON questa frazione per calcolare
il valore medio. La profondita della ricorsione & p, e pertanto & necessario
soltanto spazio polinomiale.

La seconda aflermazione & che Ny, eguaglia la Pr[V accetta w], il va-
lare richiesto al fine di stabilire se w appartiene ad 4. Dimostriamo questa
seconda affermazione per induzione come segue.

FATTQO 1031 e s
Per ogni 0 < j < p e per ogni M;,
Ny, = Pr[V accetta w partendo da M, ]

Proviamo questa affermazicne per induzione su j.dove lahase & j=pe
I'induzione procede da p gin fino a 0.

Base: Si provi laffermazione per j = p. Sappiamo  che
my € accetta o rifiule. Se m, & accelle, Ny, &posto a 1, e
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Pr[V accetta w partendo da ﬂ’fj} = 1 perché il flusso di messaggi
gia indica l'accettazione, quindi affermazione @ vera. Ii caso in cui My,
& riftute & simile.

Passo induttivo: Si assuma che Passerto sia vero per gualche i+l <p
e un fusso di messaggl M. Si provi che & vero per § e un flusse di
messaggi M;. Se j & pari, m;,; & un messaggio da V a P. Valgono aliora
le egnaglianze:

Nag, 1 Z (Pro[V{w,r, M) = mpn ] Ny L)
41

= Z Pr, [ Vi, r, My =y ] Pr[ V accetta w partendo da M;,, ])

W1

3 -
::Pr[V accetta w partende da M |

Luguaglianza 1 e la definizione di ‘s L'uguaglianza 2 & basata
sull’ipotesi  induttiva. L'uguaglianza 3 segue dalla definizione i
Pr EV accetla w partendo da M, J Pertanto, Paffermazione vale se j
éparl. Se j &dispari, m,; & un messaggio da P a V. Valgono allora
ie eguaglianze:

- 1 v
1‘?\’:\,]"1. = max Ny

it
17?;,4.1 -

2 mder[\/ accetta w partendo da M. |
My

2 Pr[V accetta w partendo da M; -

L'uguaglianza 1 & la definizione di Ny, L'uguaglianza 2 usa l'ipotesi indut-
tiva, Spezziamo uguaglianza 3 in due diseguaglianze. Risulla < perché il
Provatore che massimizza la linea inferiore potrebbe mandare il messaggio
7541 che masgimizza la linea superiore. Risulta > perché lo stesso Provato-
re non pud far nulla di meglio che mandare quelio stesso messaggio. L'invio
di gqualsiasi aliza cosa al posto di un messaggio che massimizza la linea su-
periore abbasserebbe il valore risuitante. Cid prova Paffermazione per j
dispari ¢ completa una direzione della dimostrazione del Teorema 10.29.

Proviamo ora laltra direzione del teorema. La prova di questo lemma
intreduce 1 metodo algebrico nuovo per analizzare la. computazione.

LEMMA 10.32
PSPACE C 1P.

Prima di arrivare alia dimostrazione del lemma, proviamo un risultato
piit debole che illustra la tecnica. Definiamo il problema del conteggio
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per la soddisfacibilitd come il linguaggio

#SAT ={{¢, Kk} ¢ & una formula enf con esattamente k assegnamenti
‘ che la soddisfanc}.

TEOREMA 10.33
#SAT € 1P,

IDEA. Questa prova presenta un protocollo in cui il Provatore persnade
il Verificatore che k & il numero reale di assegnamenti che soddistano una
formula enf ¢ data. Prima di descrivere il protocollo stesso, consideriamo un
altro protocotlo che somiglia a guelio corretto ma non & adeguato perché
richiede un Verificatore di tempo esponenziale. Assumiamo che ¢ abbia
variabili da z; fino a op,.

Sia f; la funzione in cui, per 0 <4 <med 61,...,0; € {0,1}, poniamo
fila1, ..., a;) uguale al numero di assegnamenti che soddisfano ¢ tali che
ogni r; = a; per j <i. La funzione costante fo(} rappresenta il numero di
assegnamenti che soddisfano ¢. La funzione fnias, ..., am ) € 1 se quegli a;
soddisfanc ¢; altrimenti, @ 0. Un’identitd facile vale per tutti glii < med
[25 TN / A

filar, ... a) = firrlar, ..o 05,0) + firrfan, .. i 1)

1l protocollo per #SAT inizia con la fase O e finisce con la fase m + 1.
L’input & la coppia {¢, k).

Fase 0. P mvia fo{) a V.

V verifica se k = fo{) e rifiuta se non lo &.

Fase 1. P invia fi(0} ed fi{l)a V.
V verifica se fo() = f1(0) + f1(1) e rifiuta se non lo &.

Fase 2. P invia f2(0,0), f2(0,1), f2(1,0) ed f2(1,1) a V.
V verifica se f1{0) = f2(0,0) + f2{0,1) ed f1(1) = fa(1.0) + fo{1,1) e rifiuta

se non lo &.

Fase m. P invia f{a1,....@m) per clascun assegnamento degli a;.
V verifica le 27! equazioni che collegano fi—1 con fr, e rifiuta se una di
esse fallisce.

Fase tn+1. V verifica che i valori fir,{a1,. .., om) siano corretti per ciascun
assegnamento degli o; valutando ¢ su ciascun assegnamento. Se tutti gli
assegnamenti sono corretti, V accetta; altrimenti, ¥ rifiuta. Cid completa
la descrizione del protocollo.

Questo protocollo non fornisce una prova che #SAT appartiene ad P
perché il Verificatore ha bisogno di tempo esponenziale solo per leggere i
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messaggi di lunghezza esponenziale che il Provatore invia. Tutiavia esami-
niamone la corretéezza perché ci pud aiutare a capire il prossimo protocollo
pitt efficiente.

Intuitivamente, un protocollo decide un linguaggio A se il Provatore
pud convincere il Verificatore dell’appartenenza di stringhe ad A. In al-
tre parole, se una stringa € un elemento di A, un Provatore pud portare il
Verificatore ad accettare con alta probabilitid. Se la stringa non & un ele-
mento di A, nessun Provatore - neanche uno disonesto o malintensionato -
pud portare il Verificatore ad accettare con piit che una piccola probabilita.
Usiamo il simboto P per designare il Provatore che segue correttamente il
protocollo, e che con ¢ié porta V' ad accettare con alta probabilitd quando
I'input appartiene ad A. Utilizziamo il simbolo P per indicare il Provatore
che interagisce con il Verificatore quando I'input non appartiene ad A. Si
pensi a P come ad un avversario - come se P tentasse di convincere V' ad
accettare quando V dovrebbe rifiutare. La notazione P evoca un Provatore
truffaiding.

Nel protocello #5AT appena descritto, il Verificatore ignora il proprio in-
put casuale ed opera determinisiicamente una volta che il Provatore & stato
selezionato. Per dimostrare che il protocelle & corretio, proviamo due affer-
mazioni. La prima, se k & il numero corretto di assegnamenti soddisfacenti
per ¢ nell'input {@, k), un guaiche Provatore P porta V ad accettare. 1
Provatore che da risposte accurate in ogni fase congegue il risultato. La
seconda, se k non & corretto, qualsiasi Provatore P porta V' a rifiutare.
Argomentiamo questo cago come segue.

Se k non & corretto & P da risposte accurate, V rifiuta immediatamente
in fase 0 perché fp() & il numero di assegnamenti soddisfacenti per ¢ e
pertanto fo() # k. Per evitare che V rifiuti in fase 0, P deve inviare un
valore scorretto per fo(), denotato fo{). Intuitivamente, fo{) & una bugia
sul valore di fo(). Come nella vita reale, bugia genera bugia, e P & costretto
a continuare a dire bugle sugli altri valori di f; per evitare di essere scoperto
durante J¢ fasi successive. Alla fine queste bugie porteranno P ad essere
scoperto in fase m + 1, dove V verifica direttamente i valori di fr,.

Precisamente, poiché fo{) # fo(), almeno uno dei valori f1(0) ed fi1(1)
che P invia in fase 1 devono essere scorretti; altrimenii, V rifiuta quando
verifica se fo{) = f1(0) + f1(1). Diciamo che f,(0) & scorretto e chiamiamo
£1(0) il valore che viene inviato al sno posto. Procedendo in questo modo,
vediamo che in ogni fase P deve finire con I'inviare qualche valore scorretto
filar, ..., a:), o V rigetterebbe a quel punto. Ma quando V' verifica il valore
scorretto fmlay,. .., am) in fase m + 1, rifiuta comungue. Quindi abbiamo
mostrato che, se k & scorretto, V rifiuta indipendentemente da cosa fa P.
Pertanto, il protocollo & corretto.

11 problema con questo protocollo & che il numerc di messaggi raddoppia
ad ogni fase. 1l raddoppio si verifica perché il Verificatore richiede i due
valori fig1(...,0) ed fiz1(...,1) per confermare il singolo valore fi(...).
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Se potessimo trovare un modo per il Verificatore di confermare un valore
di f; con soltanto un singolo valore di fi;1, il numero di messaggi non
crescerebbe affatto. Possiamo farlo estendendo le funzioni fi ad input non
booleani e confermando il singolo valore fii{. .., z) per qualche z scelto in
modo casnale da un campo finito.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ una formula enf con variabili da 24 fino a Tom.
Attraverso una tecnica chiamata aritmetizzazione, associamo a & un po-
linomio p(xy, ..., 7y) dove p emula ¢ simulando lo operazioni booleane A,
V¥, & = con le operazioni aritmetiche + ¢ x come segue. Se @ e # sono
sottoformule, sostituiamo le espressioni

anF  con afi
It con ] -, e
aVg econ axf=1—{1-all-4).

Un'osservazione per quanto riguarda p che sara importante nel seguito & che
il grado di ciascuna delle sue variahili non & grande. Le operazioni af e
o = producono ciascuna un polinomio di grado al piit la somma dei gradi
dei polinomi per a e 5. Quindi, il grado di ciascuna delle variabili & al
pin n, la hunghezza di ¢.

Se alle variabili di p vengono assegnati valori booleani, esso ha lo stesso
valore di ¢ su qguellassegnamento. Valutare p quande alle variabiil sono
assegnati valori nen booleani non ha wna interpretazione ovvia in ¢, Tut-
tavia, la dimostrazione usa comunque questi assegnamenti per analizzare @,
all'incirca come la dimostrazione del Teorema 10.13 usa assegnamenti non
booleani per analizzare i programmi ramificati a lettura singola. Le varia-
bili assumono valori su un campo finito F con ¢ elementi, dove ¢ & almeno
n,

Usiamo p per ridefinire le funzioni f; che abbiamo definito nella sezione
sul'idea deila dimostragione. Per 0 < i < m ¢ peray,....0; € F, sia

filos,. .. ) = Z play. ... apn).

Gi et ©{0,1}

8i noti che questa ridefinizione estende la definizione originale perché le
due coincidono quando a; fino ad q; assumono valori booleani. Quindsi,
Jo(} & ancora il numero di assegnamenti che soddisfano ¢. Clascuna delle
funzioni fi(z1,..., ;) pud essere espressa come un polinomio in z; fino a
x;. 1l grado di ciascuno di questi polinomi & al pin quello di .

Di seguito presentiame il protocallo per #8547, All'inizio V riceve input
{#, k) ed aritmetizza ¢ per ottenere il polinomio p. Tutta Varitmetica & fatta
sul campo F con g elementi, dove ¢ & un primo pit grande di 2", (Trovare
questo primo ¢ richiede un passo extra, ma qui ignoriamo questo punto
perché la dimostrazione che daremo a hreve del risultato pit forte IP =
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PSPACE non lo richiede.) Un commento tra parentesi doppie & presente
all’inizio della descrizione di ciascuna fase.

Fase 0. [P imvie £0.]
P=V: Pinvia fo(ya V.
V overlfica che k = fo(). V rifiute se il controlio ha esito Legativo.

Fase 1. HP persuade V che fu() & corretto se fi{r,) & (:m"rf‘ito.ﬁ

P=Ve Pinvia i coeflicienti di fi(2) visto come un polinomio in z.
V' ousa questt coefficienti per valutare H{0) ed f1(1).

Vocontrolla se fo{) = £1(0) + f1{1) e rifinta se non lo &

(Ricorda che tutti i calcoli sono effettuati sy F )

V=P V sceglie r) in modo casuale da F e lo invia a P.

Fase 2. [[F persuade Vo che fi{r) & corretto se fa(r, r2) & corretto. ﬂ

P=V: Pinvia i coefficienti di fa(re, 2) visto come un polinomio in z,
V usa guesti coefficienti per valutare fo(ry, 0} ed folry, 1).

Voverifica se fi(r1} = folry,0) + f2(r1,1) e rifiuta se non lo &

V-+P: V sceglie rp in modo casuale da F e lo invia a P,

Fase 1. H F persuade V oche fi (.. .. .Ti_1) B corretto se filry, . . 1) & corretto. H
P—=V: Pinvia i coefficienti i fi(r;. .. .r; 1, 2) visto come un polinomio
m z.

Vo usa questi coefficient] per valutare fi{ry, . r_y, Oyed filr, o oomiog, 1),
V verifica se fi_i{r,. . 1l = Filr, oo 00+ filrgoomiq1) e
rifruta se non lo .

V2P V sceglie r; in modo casuale da F ¢ lo invia a P.

Fase m-1. E Voverifica direttamente che f{ry, . 7 & corrett.o.ﬂ
Vo owvaluta plri,....rp) per comparario con i valore che V ha per
Jrmir1, - ). Se sono uguali, V oaccetto; altrimenti, V rifiuta.

(io completa la descrizione del protocolio.

Facciamo vedere ora che questo protocollo decide #SAT. Prima di tatto,

se ¢ ha k assegnamenti soddisfacenti, V ovviamente accetta con certezza
se il Provatore P segue il protocollo. In secondo Tuogo, mostriamo che se
¢ now ha k assegnamenti, nessun Provatore pud farlo accettare con pi di
una bassa probabilitd. Sia P un qualsiast Provatore.
Per evitare che V' rifiuti immediatamente, 7 deve inviare un valore scorretto
fol} per fo() in fase 0. Pertanto, in fase 1, uno dei valori che V calcola per
J1(0) ed f1(1) deve essere scorretto. Quindi, it coeffictenti che P mvia per
f1{z), visto come un polinomio in z, devono essere scorretti. Sia fi{z) 1a
funzione che questi coefficienti rappresentano, Di seguito viene un passo
chiave della dimostrazione.
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_ Quando V sceglie un 73 casuale in F, asseriamo che & improbabile che
fi(r1) sia uguale a f1{r1). Per n > 10, mostriamo che

pr[fi(m) = filr)] <n?

Tale limitazione alla probabilita deriva dal Lemma 10.14: un polinromio in
una singola variabile di grado al pitt d non pud avere pit di d radici, a meno
che non assuma sempre valore 0. Pertanto, due polinomi qualsiasi in una
sola. variabile di grado al pift d possono coincidere in al pit d punti, a
meno che non siano concordi ovundue.

Ricordiamo che il grado del polinomio per f1 & al pili m, e che V rifiuta
se il grado del polinomio che P invia per f1 & pin grande di n. Abbiamo
gid stabilitc che queste funzioni non sono coincidenti ovungue, quindi il
Lemma 10.14 implica che essi possono coincidere in al pilt » punti. La
tagia di F & pitl grande di 2". La possibilita che ry risulti essere uno dei
punti in cui le funzioni coincidono & al pitt /2", che & meno di n~% per
n =z 10. _

Per ricapitolare cid che abbiamo mostrato fino ad ora, se fol} & scorretto,
il polinomio per fi deve essere scorretto, € quindi fj{ry) sarh verosimitmente
scorretto in virtd dell’asserto precedente. Nell’evento improbabile che
fi(r1) coineida con fi(r), P estato “fortunato” in questa fase e
sarh capace di far accettare V (anche se V dovrebbe rifiutare) seguendo
le istruzioni per P nel resto del protocollo. _

Continuando ulteriormente con 'argomento, se fi(r1) fosse sbagliato,
almeno uno dei valori che V calcola per fa(ri, 0) ed f2(r1,1) in fase 2 deve
essere sbagliato, quindi i coefficienti che P invia per fa{r1, ), visto come
un polinomio in z, devono essere sbagliati. Sia fa(r1. z) Invece la funzione
che questi coefficienti rappresentano. 1 polinomi per fairy, 2) ed falry, 2)
hanno grado al pitt n. Pertanto, come in precedenza, la probabilita che
essi coincidano in un ro scelto in modo casuale in F & al piit n ™2, Quindi,
quando V sceglie 2 in modo casuale, fa{r1, 2} @ verosimilmente scorretto.

1l caso generale discende in modo analogo per mostrare che per ciascun
1 <1< m,se

fisalry, oy mica) # ficalr,omicn),s

allora per n > 10 e per 7y scelto in modo casuale in F,
Pr[ﬁ(r;, o) = filry, .- .,ri)} < no2

Pertanto, fornendo un valore scorretto per fo(), P & forzato piausibil-
mente a dare valori scorretti per fi(ri), f2 {r1,72), € cosi via fino a
fmlr1,..-,7m}. La probabilita che P risulti fortunato perche¢ V sceglie
un 14, dove :f;—(n, ... 13) = filr1,..., ) anche se fi ed f; sono differenti in
qualche fase, & al pilt it numero di fasi m per n~? ovvero al pili 1/n. Se P
non ha mai fortuna, invierd alla fine un valore scorretto per Fen(r1y oo Tem)-
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Ma V verifica il valore di f,, direttamente in fase m + 1 e cattura qualsia-
si errore a quel punto. Quindi se k& non & il numero di assegnamenti che
soddisfano ¢, nessun Provatore pud portare il Verificatore ad accettare con
probabilitd maggiore di 1/n.

Per completare la prova del teorema, dobbiamo solo mostrare che il Ve-
rificatore & probabilistico ed opera in tempo polinomiale, cose che risultanc
ovvie dalla sua descrizione.

Nel seguito torniamo alla prova del Lemma 10.32, che PSPACE C TP.
La prova & simile a quella del Teorema 1(.33 eccetio per un’idea aggiuntiva
usata qui per abbassare 1 gradi dei polinomi che si presentano nel protocollo.

IDEA. Proviamo prima di tuito I'idea che abbiamo usato nella dimostra-
zione precedente e identifichiamo il punto in cui la difficolta s1 presenta.
Per mostrare che ogni linguaggio in PSPACE appartiene ad IP, dobbia-
mo soltanto mostrare che il linguaggio TQBF, che & PSPACE-completo,
appartiene ad IP. Sia ¢ una formula booleana quantificata della forma

= Quzy Qeza - Qmtm [P,

dove ¢ & una formula cnf e ciascun @; & 3 o V. Definiamo le funzioni f;
come prims, eccetto che ora prendiamo in considerazione i guantificatori.
Per 0<i<medai,...onm¢€ {01}, sia

1 se Qipi%is: - Qmzm [log,. . 0:)] & vera;
fi(a'iy"':a"i)g . .
0 alirimenti,
dove ¢(ay,. . .,a;) & ¢ con ay fino ad a; che sostituiscono x; fino a x;. Percio,

fol) & il valore di verita di ¥. Valgono allora le identita aritmetiche

Qips =V:  filar,. .. ) = firr{as, -, 04,0} figi(on, .. ai1) e
Q1= filay,--,a) = fualen. . 00,0) » finlar, -, a5,1)

Si ricordi che abbiamo definito z * y come 1 — (1 — z)(1 - ¥).

Una variante naturale del protocollo per #SAT porta a pensare allo
stesso protocollo in cui estendiamo f; ad un campo finito ed usiamo le iden-
titd per i quantificatori invece delle identitd per la somma. 11 problema con
quest'idea & che quando aritmetizzata, ogni quantificatore put raddoppiare
it grado del polinomio risultante. 1 gradi dei polinomi possono allora di-
ventare esponenzialmente grandi, cosa che richiederebbe al Verificatore
di restar in esecuzione per un tempo esponenziale al fine di elaborare i
coefficienti in numero esponenziale che il Provatore dovrebbe spedire per
descrivere i polinomi.
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Per mantenere piccoli i gradi dei polinomi, introduciame un'operazio-
ne di riduzione R, che riduce i gradi dei polinom! senza cambiare il loro
comportamento su input booleani.

DIMOSTRAZIONE.  Sia ¢ = Qr --- Qmy, [ ¢] una formula boolena guan-
tificata, dove ¢ & una formmula cnf.  Per aritmetizzare ¥, mtroduciamo
I'espressione

v = Quy Ry Qua ReyRay Quy ReyReoRas - Qu,, Ra o Ry, [$].

Non ¢t si preoccupi al momento del significato di fiz;. E atile solo per
definire ie funzioni f;. Riscriviamo ' come

¥ = Sy Sou - S (0],

dove ciascun S; € {V, 3, R} ey € {ay,... 2.}

Per ogni i < k, definiame 1a funzione f;. Definlamo fuley, .0 ap,) come
il polinomic p{zr. .. ., 2, ) ottenuto aritmetizzando . Per i < k, defintamo

Ji In termini di foq:

Sipr =V filoo) = feal o 0) - far(o 1)
Sieve=dr o fileo) = fin L0 5 fig (1),
SH 1 == R f?( ..,U.'.) - (]‘W(i-)f;4](. ‘. ,ﬂ} + (]'.f;;_;.](. ce })

Se Siy1 &V o I, f; ha una variabile di input in meno di quante ne ha
fix1. Se Siyy & R, le due funzioni hanno lo stesso numero di variabili di
imput. Quindi, in generale, la funzione §; non dipendera da i variabili. Per
evitare pedici ingombranti, utilizziamo “.." al posto di a; fino ad a; per
gh opportuni velori di 7. Inoltre, riordiniamo gli input delle funzioni in
mode tale che la variabile di input g1 risulti Pultimo argomento,

Sinoti che Foperazione Rz su polinomi non cambia i loro valori su input
booleani. Pertanto, fo() & ascora il valore di verita di . Tuttavia, si
noti che I'operazione Rz produce un risultato che & lineare in 2. Abbiamo
aggiunto Haj--- Ry dopo Quzy in o' al fine di ridurre ad 1 il grado di
clascuna variabile prima della quadratura per aritmetizzare Q.

Siamo ora pronti per descrivere i protocolio. Tutte le operazioni arit-
metiche in questo protocollo sono su un campo finito F di dimensione

almeno n?, dove n & la lunghezza di ¥, V pud trovare un primo di questa

dimensione da solo, quindi P non ne deve fornire uno.
Fase 0. [ Prinvia /(). ]

PV Pinvia fy{) a V.

V verifica se fu(3 = 1 e rifiuta se non lo &

Fase 4. {[P persuade Voche fi_i(r: -} & corretto se filri - 7)) & corretto. E
PV Pinvia i coefficienti di fi(r; - ;) visto come un polinomio in z.
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(Qui rp--- denota un assegramento delle variabili con i valori rq, 7, ...
scelti in maniera casuale precedentemente. )

V usa questi coefficienti per valutare filre - 0y ed fi(ry - 1)

V verifica che queste identitd valgono:

foylr ey = LA 0 Bl 1) S =,
o fq(?‘l.”"(J,)*‘fi(T'i"',l) Szﬂg
e
Joog{ry o r) = (1 - ) filry 0} + il 1) S =R,

Altrimenti, V' rifinia.

V=PV osceglie un v i modo casuale in F e lo invia a .

{(Quandn 5; = R, questo r sostituisce il precedente r.)

Va alla Fase 4 -+ 1, dove P deve persuadere V che filry o L7} & correto.
Fase k41. g‘a’ verifica direttamente che fi{r,. ... P} & con'cttr}.ﬂ

Vowvaluta piry... .. Tm} per compararlo con i} valore che V' ha per

Julres oo ). Se sono uguali, V oaccetta; altrimenti. V rifiuta.

Cio completa la descrizione del protocollo.

Provare la correttezza di questo protocolio & simile a provare la correttezza
del protocolio #SAT. Chiaramente, se ¢ & vera, P pud seguire il protocollo
e V accetterd. Se ¢ & falsa, P> deve mentire in fase 0 inviando un valore
scorretto per fo{). In fase i, se V ha un valore scorretfo per fii{ry o),
uno dei valori fi{ry - 0} ed fi(ry--- .1} deve essere scorretto ed il po-
linomio per f; deve essere scorretto, TN conseguenza, per un 7 scelio in
modo casuale |, la probabilith che P sia fortunate in questa fase perché
filr1 oo+ 1) & corretto & al pin il grado del polinomio divise per la dimen-
sione del campo, ovvero n/n'. 1l protocolio procede per O(n?) fasi, quindi
la probabilita che P sia fortunato in qualche fase & al pitt 1/n. Se P non
& mal fortunato, V rifinta in fase kb + 1.

10.5 |
COMPUTAZIONE PARALLELA

Un ealeolatore parallelo pubd eseguire operazioni multiple simulta-
neamente. I calcolatori paralleli possono risolvere certi problemi
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pilt velocemente dei calcolatori sequenziali, che possono eseguire una
sola operazione alla volta. In pratica, la distinzione tra i due & leggermente
sfocata perché la maggior parte dei caleolatori reali (inclust quelli “sequen-
ziali”) sono progettati per usare un qualche grado di parallelismo mentre
eseguono istruzioni individuali. (i soffermiamo qui sul parallelismo masst-
vo, con cui un grosso numero (si pensi a milioni o pin) di elementi di calcolo
partecipano attivamente ad una singola computazione.

In questa sezione introduciamo brevemente la teoria della computazione
parallela. Descriviamo un modello di calcolatore parallelo e lo usiamo per
dare esempi di determinati problemi che si prestano hene alla parallelizza-
sione. Analizziamo anche Ia possibiiita che il parallelismo possa non esscre
appropriato per certi altri problemt.

Circuiti booleani uniformi

Uno dei modelli piti popolari nella ricerca teorica sugli algoritmi paralle-
4 & la Macchine Parallela ad Accesso Casuale {Paratlel Random
Access Machine) o PRAM. Nel modello PRAM, processori idealizzati
con un insieme di istruzioni sempiici, progettato a partire dal calcolato-
ri reali, interagiscono attraverso una memoria condivisa. In guesta breve
sezione non possiamo descrivere le macchine PRAM in dettaglio. Inve-
ce, utilizziamo un modello alternativo di calcolatore parallelo che abbiamo
introdotto per un altro scopo nel Capitolo 9: i circuiti booleani.

1 circuiti booleani hanno diversi vantaggi e svantaggi come modello di
caleolo parallelo. Sui versante positivo, il modello & semplice da descrivere,
e cid rende pil facile fornire dimostrazioni. 1 circuiti portano con sé anche
una somiglianza ovvia con i progetti hardware reali, ed in questo senso
ii modello & realistico. Sul versante negativo, i circuiti sono scomodi da
“programmare” perché i processori individuali sono estremamente ridotti.
Tnoltre, non permettiamo cicli nella nostra definizicne di circuiti booleant,
in contrasto con i circuiti che possiamo realmente costruire.

Nel medeile a circuite booleano di un calcolatore paralielo, consideria-
mo ciascuna porta come un processore individuale, quindi definiamo la
complessita di processori di un circuito booleano come la sua teglia.
Assumiamo che ciascun processore calcoli la sua funzione in un singolo
passo di tempo, quindi definiamo la complessita di tempo parallelo di
un circuito booleano come la sua profonditd, o la distanza pin lunga da una
variabile di input alia porta di output.

Qualsiasi circuito specifico ha un numero fissato di variabili di input, quindi
usizamo famiglie come stabilito nella Definizione 9.27 per decidere i linguag-
gi. Abbiamo necessitd di imporre un requisito tecnico sulle famiglie di
circuiti affinché esse corrispondano a modelli di calcolo parallelo come le
macchine PRAM, dove una singola macchina & capace di gestire tutte le lun-
ghezze dell’input. Tale requisito stabilisce che possiamo facilmente ottenere
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tutti i membri in una famiglia di circuiti. Questo requisito di uniformita
& ragionevole perché sapere che esiste un circuito piccolo per decidere certi
elementi di un linguaggio non & molto utile se il circuito stesso & difficile da
trovare. Cid ci porta alla definizione che segue.

DEFINIZIONE 10.34

Una famiglia di circuiti (Ch, Cy,Ch,...) & uniforme se
qualche trasduttore di spazio logaritmico T da in output
{Cypy quando Pinput di 7" & 1™,

Si ricordi che la Definizione 9.28 ha formalizzato la complessita di taglia
e di profondita dei linguaggi in termini di famiglie di circuiti di minima
taglia e profondita. Qui consideriamo taglia e profonditd simultence di
una singola famiglia di circuiti, al fine di stabilire quanti processori so-
nc necessarl per ottenere una particolare complessita di tempo parallelo o
viceversa. Diremo che un linguaggio ha complessitd circuitale di taglia e
profondita simultanee al pid (f{n), g{n)) se esiste una famiglia di circui-
ti uniforme per il linguaggio con complessita di taglia f{n) e complessita di
profondita g(n).

ESEMPIO 10.35

Sia A un linguaggic su {0,1} che consiste di tutte le stringhe con un numero
dispari di 1. Possiamo verificare 'appartenenza ad A calcolando la funzione
di parith. Possiamo implementare la porta a due input per il calcolo della
paritd & @ y con le operazioni standard AND, OR, e NOT come (& A —y) V
(—x Ay). Siano z1,..., 2z, gli input del circuito. Un modo per ottenere un
circuito per ia funzione di parits & costruire le porte g; in modo che g1 = 23
e g = % © gi1 per i < n. Questa costruzigne ha profondita e taglia O(n).

L'Esempio 9.29 descrive un altro circuito per la funzione di pa-
ritd con taglia O(n) e profonditd O(logn), costruendo un albero binario
di porte ®. Questa costruzione costituisce un miglioramento significati-
vo perché usa tempo parallelo esponenzialmente ridotto rispetto alla co-
struzione precedente. Pertanto, la complessita di taglia e profondita di 4
& (O(n),O(logn)).

ESEMP'O 1 T T S

Si ricordi che possiamo usare 1 circuitl per calcolare funzioni che danno
in output stringhe. Si consideri la funzione moltiplicazione di matrici
booleane. L'input ha 2m? = n variabili che rappresentanc due matrici
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A = {aw}t ¢ B = {by} di dimensione m % m. L'output consiste di m?
valori che rappresentano la matrice C' = {¢;} di dimensioni m x m, dove

Cip — \/( Qi A b_;,‘k )

ki

Il circuito per questa funzione ha porte g che calcolano aj; A by per
ogni ¢, j, e k. In aggiunta, per ogni 1 ¢ k. il circuito contiene un albero
binario di porte V per calcolare V. gi,. Clascuno di questi alberi contiene
m — 1 porte OR ed ha profondita logim. 1Di conseguenza, guesti cireniti
per tamoltiplicazione di matrici boojeane hanno taglia O{m?) = O(n3/%) ¢
profonditd O(logn).

ESEMPIQ 10,37  -rresmesrmmrssn

Se A = {a;;} & una matrice m % m, defintame la chiusura transitiva di
A come la matrice

Av ATV .oy oA™Y

dove A° & la matrice prodotto di A con se stessa i volte e vV & 'OR bit
a bit degli elementi della matrice. L’operazione di chiusura transitiva
& strettamente correlata al problema PATH e quindi alla classe NL. Se
A & la matrice di adiacenza di un grafo diretto ¢, 4% & la matrice di adia-
cenza del grafo con gli stessi nodi in cul un arco indica la presenza di wn
cammine di lunghezza ¢ in (7. La chiusura transitiva di A & la matrice di
adiacenza de] grafo in cui un arco indica la presenza di un cammino di
qualsiasi lunghezza in G.

Possiamo rappresentare il caicolo di A* con un albero binario di taglia
1 € profondita logd in cui un nodo caleola il prodotio delle due matri-
ci al di sotto di esso. Ciascun nodo @ calcolato da un circuito di taglia
O(n%?) e profondits logaritmica. Quindi il circuito che calcola A™ ha ta-
glia O(n®) e profondita Oflog®n). Costruiamo circuiti per ctascun A, che
aggiungenc un altro fattore m alla taglia ed un livello aggiuntive di profon-
ditd Oflogn). Quindi la complessith di taglia e profondita della chiusura
transitiva & (O{n*?), Ollog® n}).

La classe NC

Molti problemi interessanii hanno complessita di taglia e profon-
ditd (O{n*), O(log®n)), per qualche costante k. Tali problemi possono
essere considerati altamente parallelizzabili con un numere moderato di
processori. Cio suggerisce la definizione seguente.

B

10.5 -~ Computazione parallela 465

"DEFINIZIONE  10.38

Per i > 1, sia NC* Ia classe dei linguaggi che possono es-
sere decisi da una famiglia di circuiti uniformedcon taglia
polinomiale e profondita O(log' n). Sia NC la classe dei
linguagegi che sono in NC per qualche i, Le funzioni che
sono calcolate da queste famiglie di Clrml;tl sono chiamate
NC' computabili o NC computabili®

Analizziamo la relazione di queste classi di complessita con altre classi di
linguaggi che abbiame incontrato. Prima di tutto, instawriamo una con-
nessione tra spazio di una macchina di Turing e profonditd di circuito,
I problemi che sono risolvibili con profonditi logaritmica sono risolvibi-
li anche in spazio logarinmico. Viceversa, i problemi che sono risolvibili
it spazio logaritmico, anche non deterministicamente, sono risolvibili con
profondita logaritmica guadratica.

TEOREMA 10'39 .............................
NCH C L.

DIMOSTRAZIONE.  Descriviamo a grandi linee un algoritme di spazio lo-
garitmico per decidere un linguaggio 4 in NC'. Su input w di lunghezza
n, Palgaritmo pud costruire la descrizione deil’n-esimo cireuito nella fami-
glia di circuiti uniforme per A. Successivarnente I'algoritmo pud valutare
il circuito utilizzando una visita in profondita a partire dalla porta di out-
put. E richiesta memoria per questa ricerca soltanto per tener fraccia del
cammino verso la porta attualmente esplorata, e per tener traccia dej ri-
sultati parziali che sono stati ottenuti hungo il cammino. 11 cirenito ha
profonditd logaritmica; quindi & richiesto soltanto spazio logaritmico dalla
sirulazione.

TEOREMA 10,40 o T
NL € NC2.

3Definice Vuniformits in termini di trasduttori di spazio iogdritm%co & standard per NC'
quande £ > 2, ma da un risultato non standard per NCP {che contiene la classe stan-
dard NC7 come sot toinsieme). Nonostante cid diamo quesia definizione perché risulta
piu semplice ed adeguata per i nostri scopi.
ASteven Coak conid il nome NC per “Nick’s class” (la classe di Nick) poiché

Nick Pippenger fu Ja prima persona a riconoscerne Pimportanza.
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IDEA.  Si calcoli 1a chiusura transitiva del grafo delle configurazioni di una
macchina NL. Si dia in output la posizione che corrisponde alla presenza di
un cammino dalla configurazione iniziale alla configurazione di accettazione.

DIMOSTRAZIONE. Sia A un linguaggio che viene deciso da una macchina
NL M, dove A & stato codificato nell'alfabeto {0,1} . Costruiamo una fa-
miglia di circuiti uniforme (Cy, C1, . ..) per A. Per ottenere G, costruiamo
un grafo G che & simile al grafo della computazione per M su un input w
di lunghezza n. Non conosclamo Vinput w quando costruiamo il cireuito -
soltanto la sua lunghezza n. Gli input del circuito sono le variabili w; fine
a wy - ciascuna corrispondente ad una posizione nell’input.

Si ricordi che una configurazione di M su w descrive o stato, il contenuto
del nastro di lavoro, e le posizioni della testina sia del nastro di input che di
quella del nastro di lavoro, ma non include w stesso. Quindi la collezione di
configurazioni di M su w in realtd non dipende da w - solo dalla lunghezza
n di w. Queste configurazioni, in numero polinomiale, formano i nodi di G.

i archi di (7 sono etichettati con le variabili di input wy. Se ) e ¢z sono
due nodi di G, e ¢; indica la posizione i della testina di input, collochiamo
P’arco {1, ¢z) in G con etichetta w; (0 %) se ¢ pud dare ¢z in un solo passo
quando la testina di input sta leggendo un 1 (0 0}, in base alla funzione
di transizione di M. Se ¢; pud dare ¢g in un solo passo, qualungue cosa la
testina di input stia leggendo, collochiamo P’arco in 7 senza ctichetta.

Se fissiamo gli archi di G in base a una stringa w di lunghezza n, esiste
un cammino dalla configurazione iniziale a una configurazione di accetta-
zione se e solo se M accetta w. Quindi, un circuito che caleola la chiusura
transitiva di G e da in output la posizione indicante la presenza di un tale
cammino accetta esattamente quelle stringhe in A di lunghezza n. Tale
circuito ha taglia polinomiale e profondita O(log? n).

Un trasduttore di spazio logaritmico & capace di costrnire G e pertanto
C,, su input 17, Si veda il Teorema 8.25 per una descrizione piti dettagliata
di un trasduttore di spazio logaritmice simile.

La classe dei problemi risolvibili in tempo polinomiale include tutti i
problemi risolvibili in NC, come mostra il teorema seguente.

TEOREMA 10.41 e
NC C P.

DIMOSTRAZIONE. Un algoritmo di tempo polinomiale pud eseguire il
trasduttore di spazio logaritmico per generare il circuito Cp e simularlo
su un input di lunghezza n.
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P-completezza

A questo punto consideriamo la possibilita che tutti i problemi in P si
trovino anche in NC. L’uguaglianza tra queste classi sarebbe sorpren-
dente perché implicherebbe che tutti i problemi risolvibili in tempo po-
linomiale sone altamente paralielizzabili. Introduciamo il fenomeno della
P-completezza per fornire evidenza teorica che alcuni problemi in P sono
inerentemente sequenziali.

[ DEFINIZIONE 10.42

Un linguaggio B & P-completo se
1.BeP, e
2.0gni A in P & riducibile in spazio logaritmico a B.

11 prossimo teorema segue nello spirito il Teorema 8.23 ed ha una dimostra-
zione analoga perché le famiglie di circuiti NC possono calcolare riduzioni
di spazio logaritmico. Lasciamo la sua prova come Esercizio 10.3.

TEOREMA 10.43
Se A <1, B e B appartieng a NC, allora A appartiene a NC.

Mostriamo che il problema deila valutazione di un circuito & P-completo.
Per un circuito C ed un input z, indichiamo con C{z) i valore di C su z.
Sia

CIRCUIT-VALUE = {{C, z}| C & un circuito booleanc e C(z) = 1}.

TEOREMA 10.44 s e
CIRCUIT-VALUE & P-completo.

DIMOSTRAZIONE. La costruzione data nel Teorema 9.30 mostra come
ridurre qualsiasi linguaggio A in P a CIRCUIT-VALUE. Su input w, la
riduzicne produce un circuito che simula la macchina di Turing di tem-
po polinomiale per A. L'input del circuito & w stesso. La riduzione
pud essere effettuata in spazio logaritmico perché il circuito che produce
ha una struttura semplice e ripetitiva.
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10.6
CRITTOGRAFIA

La pratica della cifratura, 'utilizzo di codici segreti per comunicazioni pri-
vate, Tisale a migliaia di anni fa. Aj tempi dei Romani, Giulio Cesare cifrava
i messaggi per i suol generall per protezione contro la possibile intercettazio-
ne. Piil recentemente, Alan Turing, linventore della macchina di Turing,
ha guidato un gruppo di matematici britannici che hanno rotto it codice te-
desco usato durante la Seconda Guerra Mondiale per inviare istruzioni agli
U-hoat che pattugliavano 'Oceano Atlantico. T governi ancora dipendono
dai codici segreti ed investono notevoli risorse per progettare codici difficii
da rompere, e nel trovare debolesze nei codici usati dagli altri. A3 giorm
nostri societa ed individui usans la cifratura per incrementare la sicurezza
delle loro informazioni. Presto quasi tutie le comunicazioni eletironiche
saranno protette crittograficamente,

Negli anni recenti la teoria della complessiti computazionale ha porta-
to ad una rivoluzione nella progettazione dei codici segreti. I campo della
crittografia, termine con cui quest’area & nota, ora si estende ben al di 13 dei
codici segreti per la comunicazione privata ¢ si rivolge ad una gamma molto
ampia di questioni correlate alla sicurezza dell'informazione. Per esempio,
oggi disponiame della tecnologia per “firmare” digitalmente messaggi per
autenticare l'identita del mittente; per permettere elezioni elettroniche in
cui | partecipanti possono votare atiraverso la rete ed i risultati possono
essere conteggiati publicamente senza rivelare alcun voto individuale, pre-
venendo allo stesso tempo il voto multiplo ed aitre violazioni; e per costruire
nuovi tipi di codici segreti che non richiedono ai comunicanti di accordarsi
in precedenza sugli algoritmi di cifratura e di decifratura.

La crittografia & un’applicazione pratica importante deila teoria della
complessita.

1 telefoni ceflulari, la trasmissione televisiva diretta via satellite, ed il
commercio elettronico tramite Internet, dipendono tutti da misure critto-
grafiche per proteggere l'informazione. Questi sistemi giocheranno presto
un ruclo nelle vite della maggior parte delle persone. Infatti, la crittograGa
ha stimolato gran parte delia ricerca nella teoria della complessita ed in
altri campi rmatematici.

Chiavi segrete

Tradizionalmente, quando un mittente vuole cifrare un messaggio in mo-
do tale che solianto un certo ricevente possa decifrarlo, il mittente ed il
ricevente condividono una chiave segreta. La chiave segreta & un pezzo
di informagzione che viene usato dagli algoritmi di cifratura e di decifrati-
ra. Il mantenimento della segretezza della chiave & cruciale per la sicurezza
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del codice, poiché qualsiasi persona con accesso alla chiave pud cifrare e
decifrare messaggi.

Una chiave troppo corta pud essere scoperta attraverso una ricerca di
forza bruta nell’intero spazio di chiavi possibili. Anche una chiave piuttosto
hinga pud essere vulnerabile a certi tipi di attacco - diremo a breve qualcosa
in pit, L’unico modo per ottenere sicurezza crittografica perfetta & con
chiavi che siano tanto hinghe quanto ia lunghezza combinata di tutti i
messaggi inviati.

Una chiave che & tanto Junga quanto ia lunghezza del messageio combi-
nate viene detta one-time pad. Essenzialmente, ogni bit di una chiave
one-time pad viene usato solManto una volta per cifrare un bit del mes-
saggio, e poi quel bit della chiave viene scartato, Il problema prineipale
con Je one-time pad & che esse possono essere piuttosto grandi se si prevede
una cormunicazione in quantiti significativa. Per Ia maggior parte degli sco-
pi, le chiavi one-time pad sono troppo ingombranti per essere considerate
pratiche,

Un codice crittografico che permette una quantitd illimitata di comu-
nicazioni sicure soltanto con chiavi di lunghezza moderata & preferibile.
E interessante notare che tali codici non possono esistere in prineipio
ma paradossalimente vengono usati in pratica. Questo tipo di codice
non pud esistere in principic perché una chiave che & significativamente
pill corta della lunghezza del messageio combinato pud essere trovata atira-
verso una ricerca di forza bruta nello spazia delle chiavi possibili. Pertanto,
un codice che & basato su tali chiavi & vulnerabile in principio. Ma li sta
la soluzione al paradosso. Un codice potrebbe fornire comunque sicurez-
za adeguata in pratica perché una ricerca dj forza bruta ¢ estremamente
lenta quando la chiave & moderatamente lunga - per dire, nell’ordine dei
100 bit. Naturalmente, se il codice pudr essere rotto in qualche altro mo-
do pill veloce, & insicuro e non dovrebbe essere utilizzato. La difficolta sta
nell‘esser sicuri che il codice non possa essere rotto velocemente.

Al momente non abbiamo aleun modo per assicurare che un codice con
chiavi di lunghezza moderata sia realmente sicuro. Per garantire che un
codice non possa essere violato velocemente, avremmo bisogno di una di-
mostrazione matematica che, alla fin fine, la chiave non pud essere trovata
velocemente. Tuttavia, tali prove sembrano al di 1 delle capacita della ma-
tematica contemporanea! La ragione 2 che una volta che uma chiave & stata
scoperta, la verifica della sua correttezza pud essere fatta facilmente ispe-
zionando i messaggi che sono stati decifrati con essa. Pertanto, il problema
della verifica della chiave pud essere formulato come appartenente a P. Se
potessimo dimostrare che le chiavi non possona essere trovate in tempo po-
linomiale, otterremmo un progresso matematico maggiore provando che P
¢ diverso da NP.

Poiché non siamo capaci di dimostrare matematicamente che 1 codici
sono inviolabili, confidiamo invece su evidenge circostanziate. In passato
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l'evidenza sulla qualita di un codice era ottenuta assumendo esperti che
tentavano di violarlo. Se fossero stati incapaci di farlo, la fiducia neila
sua sicurezza sarebbe cresciuta. Un tale approccio ha ovvie mancanze. Se
qualcuno ha esperti migliori dei nostri, o se non possiamo fidarci det no-
stri stessi esperti, Iintegritd del nostro codice potrebbe esser compromessa.
Nonostante cid, questo approccio era 'unjco disponibile fino a poco tempo
fa, ed & stato usato per supportare I’affidabilita di codici ampiamente usa-
ti quali il Data Encryption Standard (DES) che fu approvato dall’istituto
nazionale per gli standard e la tecnologia degli Stati Uniti.

La teoria della complessita fornisce un altro modo per acquisire evidenza
cirea la sicurezza di un codice. Possiamo mostrare che la complessitd di vio-
lare il codice & correlata alla complessita di un qualche altro problema per
il quale un’evidenza fortissima di intrattabilith & gia disponibile. Si ricordi
che abbiamo usato la teoria della NP-completezza per fornire evidenza che
certi problemi sono intrattabili. La riduzione di un problema NP-completo
al problema deila violazione di un codice mostrerebbe che i} problema della
violazione det codice & esso stesso NP-completo. Tuttavia, cid non fornisce
evidenza sufficiente per la sicurezza, perché la NP-completezza riguarda la
complessita del caso pessimo. Un problema potrebbe essere NP-completo
ina ancora facile da risolvere la maggior parte delle volte. 1 codici devono
essere difficili da violare quasi sempre, quindi abbiamo bisogho di misurare
la complessita del caso medio piuttosto che la complessith del caso pessime.

Un problema che & generalmente ritenuto difficile nel caso medio & i
problema della fattorizzazione degli interi. Matematici di prim’ordine sono
stati interessati alla fattorizzazione per secoli, ma nessuno di loro ha ancora
scoperto una procedura veloce per eseguirla. Alcuni codici moderni sono
stati costruiti attorno al problema deila fattorizzazione cosicché violare i
codice corrisponde a fattorizzare un numero. (id costituisce un’evidenza
convincente per la sicurezza di questi codic, perché un modo efficiente per
violare un tale codice implicherebbe un algoritmo di fattorizzazione veloce,
il che costituirebbe uno sviluppo notevole nelia teoria computazionale dei

numeri.

Crittosistemi a chiave pubblica

Anche quando le chiavi crittogratiche sono moderatamente corte, la loro
gestione rappresenta ancora un ostacolo ad un uso diffuso nella crittogra-
fia convenzionale. Un problema & che ogni coppia di parti che desidera
una comunicazione privata deve stabilire una chiave segreia congiunta per
questo scopo. Un altro problema & che ciascun individuo ha necessita di
mantenere un database segreto di tutte le chiavi che sono state stabilite.
Lo sviluppo recente della crittografia a chiave pubblica fornisce una so-
iuzione elegante ad entrambi i problemi. In un crittosistema convenzionale
o erittosisterna a chiave privata, la stessa chiave viene usata sia per la
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cifratura c.he per la decifratura. Si confronti cid con il nuovo erittosiste-
ma a chicve pubblica per cui la chiave di decifratura & diversa, e non
facilmente calcolabile, dalla chiave di cifratura. ’

Anche se si tratta di un’idea apparentemente semplice, la separazione
dellez due chiavi ha conseguenze proforde. Ora ciascun individuo ha soltan-
to bisogno di stabilire una singola coppia di chiavi: una chiave di cifratura
E ed una chiave di decifratura [J. L’individuo mantiene D segreta ma
pubblicizza E. Se un altro individuo volesse inviargli un messaggio, cer-
f:he}"ebbe E nella cartella pubblica, cifrerebbe con essa il messaggio, e :glielo
invierebbe. Il primo individuo & 'unico che conosce D, quindi sol%:anto lui
potrebbe decifrare il messaggio. , ‘

Alcuni eritiosistemi a chiave pubblica possonao essere anche usati per pro-
dprre firme digitali. Se un individne applica il proprio algoritmo segreto
di decifratura al messaggio prima di inviarlo, chiunque puc(:) verificare che
esso realmente proviene da Jui applicando lalgoritmo pubblico di cifratura
Egli ha cosi effettivamente “firmato” if messaggio. Questa applicazione as-
sume che le funzioni di cifratura e di decifratura possano essere applicate
in qualsiasi ordine, come accade nel caso del crittosistema RSA. |

Funzioni one way

Analizziamo ora brevemente aleuni dei pilastri teorici della teoria. moder-
na della crittografia, chiamati funzioni one way e funzioni tmpdéor. Uno
dei vantaggi nell’uso della teoria della complessita come fondamento della
crittografia & che aiuta a chiarive le assunzioni che vengono fatte quan-
do discutiamo di sicurezza. Assumendo Pesistenza di una funzione one
v:ray, possiamo costruire crittosistemi a chiave privata sicuri. Assumendo
Pesistenza di funzioni trapdoor posstamo costruire crittosistermi a chiave
pub.blécg. Entrambe le assunzioni hanno conseguenze teoriche e pratiche
aggiuntive. Definiremo questi tipi di funzioni dope aver fornito aleuni
prelitninari,

Una funzione f: ¥*— 2" preserva la lunghezza se le lunghezze di w
?d f{w) scno uguall per ogni w. Una funzione che preserva la lunghezzé
& una permulazione se non associa mai a due stringhe lo stesso punto;
moéj se f(z) # f{y) ogni volta che z # . :

Sl ricordi la definizione di macchina di Turing probabilistica data in
Sezione 10.2. Diremo che una macchina di Turing probabilistica M calcola
una funzione probabilistica M:X*— X" dove, se w & un input ed z
€ un ocutput, denocteremo con

Pr{M{w) =z

la probabilita c}}e M si arresti in uno stato di accettazione con z sul suo na-
stro quando ha iniziato con input w. Si noti che M qualche volta pud fallire
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nell’accettare su un input w, quindi

> Pr{M{w)=z] <1

ol Dy
Giungiamo quindi alla definizione di funzione one way. In parcle povere,
una funzione & one way {a senso unico} se ¢ facile da calcolare ma quasi
sempre difficile da invertire. Nella definizione seguemje f denota la fl{nzzot
ne one way facilmente calcolata, ed M denota Palgoritmo proba@hsﬁ_mo di
tempo polinomiale che possiamo immaginare che tenti fillmverure f De-
finiamo prima le permutazioni one way perché il caso & in qualche modo

pin semplice.

DEFINIZIONE 10.45

Una permutazione one way © una permutazione [ con
le due proprieta che seguono.

1. B calcolahile in tempo polinomiale.

2. Per ogni TM M probabilistica di tempo polinomiale,
ogni k, ed ogni n sufficientemente grande, se prendiamo
un w in modo casuale di lunghesza n e mandiamo in
esecuzione A sullinput f{w),

. ‘ —k
Praga,| M{f(w)) = wJ <n "

i Prag o, significa che la probabilita viene calcolata

sulle scelte casuali effettuate da M e la scelta casuale

di w.

Una funzione one way & una funvione f che preserva la
lunghezza con le due proprieta che seguono.

1. E calcolabile in tempo polinomiale.

2. Per ogni TM A{ probabilistica di tempo polinmr_}iaie,
ogni k, ed n sufficientemente grande, se prer}dlamo
un w in mode casuale di lunghezza n e mandiamo in
esecuzione M sull'input f(w),

Pragae [ M(f(w)} =y, dove fly) = flw)] <n™F

Per permutazioni one way, qualsiasi algoritmo prol‘m})i].istifzo di t?rl}m
po polinomiale ha soltanto una piccola probabilita di 1n\fe}'t_1re 7 C}(?e,
& improbabile calcolare w da f{w). Per funzioni one way, f_zl‘mprobabllej‘
che un algoritmo probabilistico di tempo polinomiale risulii in grado di
trovare un y a cui viene associato f(w).

10.6 — Crittografia 473

ESEMPIO  10.46

La funzione moltiplicazione mult & un candidato per una funzione one-way.
Sia X = {0,1}; e per ogni w € I* sja muli{w) la stringa che rappresenta il
prodotto della prima meta con la seconda di . Formalmente,

mali(wy = wy <y

dove w = wywg ed & tale che fwil = |un|, oppure |} = fwal + 1 se jw]
¢ dispari. Le stringhe w- e w2 sono tratfate come numeri hinari. Comple-
tiamo la rappresentazione di mult{iw} con alcuni 0 a sinistra in modo tale
che abbia la stessa lunghezza di w0, Nonostante § notevoli sforzi della ricerca
nel problema della fattorizzazione di iImeri, non si conosce nessun algoritme
probabilistico di tesnpo pelinomiale che possa invertire mault, anche su nna
frazione polinomiale degli jnput.

Se assumiamo lesistenza di una funzione one way, possiamo costriire
un crittosistema a chiave brivata che si pud dimostrare sicuro. La co-
struzione & troppo complicata per presentaria qui. Invece, illustriamo
come implementare con una funzicne one way una diversa applicazione
crittografica.

Un’applicazione semplice di una funzicne one way & un sistema di pas-
sword che si pud dimostrare sicuro. In an tipico sistema di password, un
utente deve inserire una password per ottenere I'accesse a qualche risorsa,.
Il sistema mantiene un database delle password degli utenti in forma cifra-
ta. Le password sono cifrate per esser protette nel caso in cul il database
venisse lasciato sprotetto per cause accidentali o per errori di progettazio-
ne. 1 database delle password sono spesso lasciati sprotetti, quindi vari
programmi applicativi possono leggerli e verificare la presenza di password,
Quando un utente inserisce una password. il sistema verifica che sia valida
cifrandola per stabilire se combacia con la, versione memorizzata nel da-
tabase. Ovviamente, uno schema di cifratura che sia difficile da invertire
& desiderabile perché rende difficile ottencre la password decifrata dalla for-
ma cifrata. Una funzione one way € una scelta naturale per una funzione
di cifratura di password.

Funzioni trapdoor

Non sappiamo se Iesistenza di una funzione one way da sola & sufficiente per
costruire un crittosistema a chiave pubblica. Per ottenere una tale costru-
zione, usiamo un oggetto correlato chiamato Junzione trapdoor (funzione
con trabocchetto), che pud essere invertita efficienternente in presenza di
un’informazione speciale.

Prima di tutto dobbiamo discutere la nozione di funzione che indicizza
una famiglia di funzioni. Se abbiamo una famiglia di funzioni {f;} per i in
L*, possiamo rappresentarla con la singola funzione f: T x £ —= 5% dove
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fli,w) = f;{w), per ogni ¢ e w. Chiamiamo f funzione di indicizzazione.
Diciamo che f preserva la lunghezza se clascuna delie funzioni indicizzate
f; preserva la lunghezza.

[ DEFINIZIONE 10.47

Una funzione trapdoor f: X% X ¥*—3* & una funzio-
ne & indicizzazione che preserva la lunghezza a cui sono
associate una TM (& ausiliaria, probabilistica di tempo po-
linomiale, ed una funzione ausiliaria h: Trx ¥r—¥%" La
terna f, G, ed h soddisfa le seguenti tre condizioni.

}.Le fungioni f ed h sono caleolabili in tempo
polinomiale.

2. Per ogni TM E probabilistica di tempo polinomiale,
ogni k ed ogni n sufficientemente grande, se prendiamo
un output casuale {i,t) di G su 1" edunw € " scelto
in modo casuale , allora

PrE,w[E{ia fﬂ(w)) =y, dove fily) = fz(w)] < nk,

3. Per ogni n, ogni w di lunghezza n, ed ogni output {i,1)
di (@ che viene prodotto con probabilita non nulla per
gualche input di G,

h(t7 fi(w)) =y, dove fi{y) = fi('w)

La TM probabilistica ( genera un indice i di una funzione nella famiglia
degli indici e genera ailo stesso tempo simultaneamente un valore ¢ che
permette di invertire f; velocemente. La condizione 2 stabilisce che f;
& difficile da invertire in mancanza di t. La conditione 3 stabilisce che f;
& facile da invertire quando ¢ & noto. La funzione h & la funzione che inverte.

ESEMPIO 10.48

Descriviamo qui la funzione trapdoor che sottende al ben noto crittosistema
RSA. Diamo i} trio f, G, ed h ad esso associato. La macchina generatrice
opera come segue. Su input 17, sceglie in modo casuale due numeri di
taglia n e verifica che siano primi. Se non sono primi, ripete la selezione
fino a quando non riesce o raggiunge un limite temporale pre-specificato e
riporta fallimento. Dopo aver trovato p € ¢, calcola N = pg ed il valore
d(N} = {p—1)(g—1). Sceglie un numero casuale e tra 1 e ¢(NV), e controlla
che il numero sia relativamente primo a ¢{N). Se non lo &, Palgoritmo
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sceglie un altro numero e ripete il controlio. Successivamente, I’algoritmo
calcola I'inverso moltiplicativo 4 di e modulo ¢(N). 1l calcolo & possibile
perché Vinsieme dei numeri in {1,...,9{N}} che sono relativamente primi
a ¢{N) forma un gruppo rispetto all’operazione di moltiplicazione modulo
d(N), Infine, G da in output ((N,e),d). L'indice deila funzione f consiste
dei due numeri NV ed e. Sia

fne(w) = w° mod N.
La funzione inversa h &
h{d, z) = ¥ mod N.

La funzione h inverte correttamente perché h{d. fi .(w)) = w*™ mod N =
w.

Possiamo utilizzare una funzione trapdoor come la funzione trapdoor RSA
per costruire un crittosistema a chiave pubblica come segue. La chiave
pubblica & 'indice ¢ generato dalla macchina probabilistica . La chia-
ve segreta & il valore corrispondente t. L’algoritmo di cifratura spezza
il messaggio m in bloccki di taglia al pitlog N. Per ogni blocco w, il
mittente calcola f;. La sequenza di stringhe risultante & il messaggio ci-
frato. Ii ricevente usa la funzione h per ottenere il messaggio originale dal
cifrato. ’

ESERCIZI

10.1 Si mostri che una famiglia di cireuiti con profondita O(logn} ¢ anche una famiglia
di cireniti di taglia polinomiale. )

10.2 5i mosiri che 12 non € uno pseudoprimo perché non supera quaiche test di Fermat.
10.8 5i provi che se A <1, B e B appartiene a NC, allora 4 appartiene a NC,

10.4 Si mostri che la fupzione di parita con n input pud essere calcolata da un
programma ramificaio che ha O{n) nodi.

10.5 Si mostri che la funzione di maggioranza con n input pud essere calcolata da un
programma ramificato che ha {n?) nodi.

10.6 Si mostri che gualsiasi funzione con n input pud essere calcolata da un programma
ramificato che ha O{2"} nodi.

A410.7 Si mostri che BPP C PSPACE.
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PROBLEMI

i0.8

10.9

10.10

10.11
10.12

10.13

A10.14

10.15

*10,16

10.17

10.18
10.19

10.20

Sia BPL 1a collezione di linguaggi che vengono decisi da macchine di Turing pro-
habilistiche di spazio logaritmico con probabilith di errore % Si provi che BPL
CP.

Sia E@ge = {(B1. Ba)| B: e By sono programmi ramificati equivalenti}. Si mostri
che EQJgp & coNP-completo.

Si definisca una macchina ZPP come una macchina di Turing probabilistica a
cui sono permessi tre tipi di output su ciascuna delle sue diramazioni: acecita,
rifiuts. e ¥. Una macching ZPPAM decide un linguaggic A se M d‘é in output la
risposta corretia su ogni stringa di imput w (accetia se w € A e rifinla se w & A)
con probabilith almeno 4. ed M non da wai in output la risposta sbaghata. Su
ogni input, M puo dare in output ¥ con probabilita al pit % Ine.]tre, il tempo
di esecuzione medio su tutte le diramazioni di M su w deve essere limitato da n
polinomio neila lunghezza di w. Si mostri che RP M coRP = ZPP, dove ZPP ¢ la
collezicne dei linguaggi che sono riconosciuti da macchine ZPP,

St mostri che se NP C BPP, allora NP = RP.

Si provi che se A & un linguaggio regolare, esiste una famiglia di prograg}mi ramifi-
cati (B, Ba,.. .} dove ciascun B, accetta esattamente le stringhe in A di lunghezza
n &d & limitato in dimensione da una costante per n.

Si provi che se A ¢ un linguaggio appartenente ad L. esiste una famiglia di pro-
grammi ramificati {B1, B2, ...} dove ciascun B, accetta esattamente le stringhe in
A di langhezza n ed & lhmitato in dimensione da un polinomio in .

Si provi che per ogni intero p > 1, se p non & pseudoprimo, allora p fallisce i test
di Fermat per almeno la meta di tutti i numeri in Z;,-L.

Si ricordi che NPT & 1a classe di hinguagei che sono decisi da maecchine di Turing
non deterministiche di terapo polinomiale con un oracolo per il problema della
soddisfacibilita. Si mostri che NP¥47 = £,P.

St provi il piccolo teorema di Fermat, che & enunciato nel Teorema 10.6. {Sug-
gerimento: Si consideri la sequenza ol e?,. .. . Cosa deve amecadere e come?)
5i mostri che se PH = PSPACE, allors la gerarchia di tempe polinomiale ha
soltanto un numero di livelli distinti finito.

Si mostri che se P = NP, aliora P = PH.
Sia M una macchina di Turing probabifistica di tempo polinomiale, e sia ¢ un
linguaggio dove per 0 << 61 < £3 < 1 fissati,

a. w & C implica Pr[M accetta w] < ¢, ¢

~,

b, w € C implica PriM accetta w] > €a.
8i mostri che €' € BPP. (Suggerimento: Si usi il risultato del Lemma 10.5.)
Sia ONFu = {{¢}| ¢ & una formula cnf soddisfacibile dove ciascuna clausola con-
tiene un numero qualsiasi di letterali, ma al pih un letterale negato}. I Pro-

blema 7.52 ha chiesto di mostrare che CNFy € P. Ora si dia una riduzione
di spazio logaritmice da CIRCUIT-VALUE a CNFy per concludere che (INFy

& P-completo.

*10.21

*10.22

10.23

SOLUZION! SELEZIONATE 477

Un auloma o pila a k testine {£-PDA} & un automa a pila deterministico con k
testine di input & sola lettura a due vie ed una pila di lettura/scrittura. Si definisca
la classe PDA, = {A| 4 & riconosciute da un k-PDA}. Si mostri che P = U, PDAg.
{Suggerimento: Si ricordi che P & ugnale a spazio logaritmico alternante.)

Una formaula booleana & un circuito booleans dove ogni porta ha soltanto un filo &
output. La sbessa variabile di input Pud apparire pH volte in una formula booleana.
i provi che un linguaggio ha wna famiglia di formule di dimensione polinomiale se
e solo se appartiene ad NC'. i ignorino considerazioni sull'uniformita.

Sia A un linguaggio regolare sy {0,1}. Si mostyi che A ha complessita di taglia e
profondita {O{n), O(logn)}.

SOLUZIONI SELEZIONATE

0.7

10.14

Se M & una TM probabilistica che tompita in tempe polinomiale, possiamo mo-
dificare M in modo tale che effettui esattamente n” lanci di moneta su ciascuna
diramazione delia propria computazione, per qualche costante 1 Pertanto, il pro-
blema di determinare la probabilits che Af accetti la sua stringa di input si riduce
a contare quante diramazioni sono accettanti ed a confrontare questo numere con
%2(7”). Questo conteggio pub essere effetiuato utitizzando spazio polinomiale.

Diciamo che a & un tesitmone se su di esso fallisce i} test di Fermat per P ciog, se
a”" ' # 1 {(mod p). Sia Z) linsieme di tutti i nameri in {1,....p — 1} che sono
relativaments primi a p. Se p non & psendoprimo, ha un testimone a in AN

51 usi o per ottenere molti altri testimoni. Si trovi un unico testimone in 27 per
ciascun non testirmone. Se d ¢ Z5 & un non testincne, risulta ¢F ! = | (mod p).
Quindi (do mod p}*~! 2 1 (mod ) € pertanto de mod p & un testimone, Se dy &
dz sono non testimoni distinti in Zy, allora dia mod p # dea mod p. Altrimenti,
{d1 ~dz)a = 0 {mod p), e quind (dy — dy}a = cp per quaiche intero ¢. Ma dy e dy
appartengono & Z7, e pertanto (d; — dz2) < p, quindi @ = cp/{dy ~dz) e p hanno un
fattore maggiore di 1 in comune, cosa impuossibile perché & e p sono relativamente
primi. Pertanto, il numero di testimoni in Z, deve essere tanto grande quanto i}
numero di zon testimani in Zg, ¢ di conseguenza almeno meta degli elementi di Z;,
50No testimoni.

Successivamente, si mostri che ogni elemento b di Z7 che non & relativamente prima
a p & un testimone. Se b e p hanno un fattore comune, allora $° e p condividono
quel fattore per qualsiasi ¢ > 0. Pertanto, B*71 = | {mod p}. Dunque, & possibile
concludere che almeno la meta degli elementi di Z sono testimoni.
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